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作者簡介 

 

我是洪銘德，就讀師大附中 1509 科學班，我喜歡資訊、寫程式、聊天和電動，

常和社團的朋友討論程式問題。在高中做科展，思考、合作、討論，學到了許多課

程沒教的知識，也發現可以把程式與數學結合，讓我倍有成就感。研究過程中雖然

常常碰壁、卡住，但每次有突破，總是讓我高興得大笑，高中的科展時光使我高中

完整的一塊不可或缺拼圖。 

我是呂家維，就讀師大附中 1509 科學班，我喜歡思考、運動、音樂和電動，

也喜歡和朋友聊天。在科展的日子裡，最享受的是不設限的思考過程以及和夥伴老

師討論想法的時光，雖然遇到很多的瓶頸，但也瞭解到研究的困難，並且在解決一

個問題的時候有一種非比尋常的成就感。研究最吸引我的地方就是那需要自己探

索未知的魅力。這兩年的科展是我高中難忘且珍貴的回憶！ 
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摘要 

本研究旨在探討由法里數列生成的福特圓、以及與其有相似性，但是三維(或更高)的福

特球的相關性質，我們分成三個部分來探討。一、首先我們驗證福特圓的衍生方式是否與法

里數列相符合，並發想出另一種福特圓的衍生方法；二、以類似福特圓的方式，定義三維中

的福特球、推導出以三顆球衍生第四顆球的公式、且限制其衍生的範圍，爾後由同一方向

(以最新三顆球作衍生)、固定某一個球(固定某顆球，以最新兩顆球和固定球衍生)等方式衍

生，並且利用空間中的索迪公式，對其半徑倒數與配合半徑倒數化繁後的𝑥、𝑦分子的遞迴關

係式作探討；三、在高維度中，同樣定義出福特球(並非球體，只是敘述上方便的統稱)，利

用索迪公式對同一方向衍生的半徑倒數數列的遞迴關係式來探討。 

Abstract 

 This research is aimed at exploring the Ford circles generated by the Farey sequence, and the 

related properties of the Three-dimensional (or higher) Ford spheres which is similar to them. First, 

we verify whether the derivative method of Ford circles conforms to the Farey sequence, and come 

up with another derivative method of Ford circles. Second, using the way similar to the Ford circles, 

we define the Ford spheres, derive the formula of the spheres, and limit the range of their 

derivatives. We explored the Ford spheres using the methods like deriving the spheres in the same 

direction (use the latest three spheres to derive), and using a fixed sphere and the latest two spheres 

to derive, etc. By the use of the Soddy formula in space, we explore the recurrence formula of the 

sequence of the reciprocals of their radii and of the sequences of the x and y coordinates’ 

numerators after the transformation. Third, in the high dimension, the Ford spheres are also defined 

(not spheres, but a convenient general term in the narrative), and we use the Soddy formula to 

explore the recurrence formula of the sequence of the reciprocals of their radii derived in the same 

direction. 
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壹、前言 

一、研究動機 

考科學班時，考題中出現了一種數列，考完試後回家查，才知道原來這種數列叫做法里

數列(Farey sequence)，同時發現了福特圓(Ford circle)，這是一種在平面坐標系上圓的集合，

圓與𝑥軸、鄰近的圓相切，這些圓的位置與法里數列存在巧妙關係，因此我就開始好奇，是

否在空間中也存在類似的關係呢？ 

 

二、研究目的 

（一）找出空間中是否存在球體有類似福特圓的性質。 

（二）找出空間中的福特球是否與平面上的福特圓有關連。 

（三）將題目推廣到更高維的空間，並找出各維度之間的關聯。 
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貳、研究方法或過程 

一、平面中的福特圓 

（一）福特圓的定義 

福特圓的定義： 

圓心在(
𝑝

𝑞
,
1

2𝑞2
)且半徑為

1

2𝑞2
的圓(其中

𝑝

𝑞
是𝑛階法里數列中的項)，我們稱這樣的圓為福

特圓(Ford circle)。 

𝑛階法里數列𝐹𝑛：0和1之間分母不大於𝑛最簡分數的數列，由小至大排列 

以8階法里數列為例：𝐹8 = {
0
1
, 1
8
, 1
7
, 1
6
, 1
5
, 1
4
, 2
7
, 1
3
, 3
8
, 2
5
, 3
7
, 1
2
, 4
7
, 3
5
, 5
8
, 2
3
, 5
7
, 3
4
, 4
5
, 5
6
, 6
7
, 7
8
, 1} 

（二）福特圓的性質 

滿足條件的圓會有以下性質。 

福特圓的性質： 

當兩相切福特圓的圓心分別為(
𝑝1

𝑞1
,
1

2𝑞1
2)、(

𝑝2

𝑞2
,
1

2𝑞2
2)，則必存在𝑛使得

𝑝1

𝑞1
、
𝑝2

𝑞2
為𝑛階法

里數列中的相鄰兩項；當兩福特圓的圓心分別為(
𝑝1

𝑞1
,
1

2𝑞1
2)、(

𝑝2

𝑞2
,
1

2𝑞2
2)，且

𝑝1

𝑞1
、
𝑝2

𝑞2
為𝑛

階法里數列中的相鄰兩項，則兩圓必定相切。 

【證明】 

 

 

 

 

 

 

 

已知法里數列中有一性質：當
𝑎

𝑏
和
𝑐

𝑑
是法里數列中相鄰的兩項，且

𝑎

𝑏
<

𝑐

𝑑
，則 

𝑐

𝑑
−
𝑎

𝑏
=
𝑏𝑐 − 𝑎𝑑

𝑏𝑑
=
1

𝑏𝑑
⇔ 𝑏𝑐 − 𝑎𝑑 = 1 

圖一：兩個相切的福特圓 
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設有兩圓相切圓的圓心分別為(
𝑝1

𝑞1
,
1

2𝑞1
2)、(

𝑝2

𝑞2
,
1

2𝑞2
2)，如圖一，則 

1

2𝑞1
2 +

1

2𝑞2
2 = √(

𝑝2
𝑞2
−
𝑝1
𝑞1
)
2

+ (
1

2𝑞1
2 −

1

2𝑞2
2)

2

 

⇔ (
1

2𝑞1
2 +

1

2𝑞2
2)

2

= (
𝑝2
𝑞2
−
𝑝1
𝑞1
)
2

+ (
1

2𝑞1
2 −

1

2𝑞2
2)

2

 

⇔
1

4𝑞1
4 +

1

2𝑞1
2𝑞2

2 +
1

4𝑞2
4 =

𝑝2
2

𝑞2
2 +

𝑝1
2

𝑞1
2 −

2𝑝1𝑝2
𝑞1𝑞2

+ (
1

4𝑞1
4 −

1

2𝑞1
2𝑞2

2 +
1

4𝑞2
4) 

⇔
1

𝑞1
2𝑞2

2 =
𝑝2
2

𝑞2
2 +

𝑝1
2

𝑞1
2 −

2𝑝1𝑝2
𝑞1𝑞2

 

⇔
1

𝑞1
2𝑞2

2 =
𝑞1
2𝑝2

2

𝑞1
2𝑞2

2 +
𝑞2
2𝑝1

2

𝑞2
2𝑞1

2 −
2𝑞1𝑞2𝑝1𝑝2
𝑞1
2𝑞2

2  

⇔ 1 = 𝑞1
2𝑝2

2 + 𝑞2
2𝑝1

2 − 2𝑞1𝑞2𝑝1𝑝2 

⇔ 1 = (𝑝1𝑞2 − 𝑝2𝑞1)
2 

⇔ 1 = |𝑝1𝑞2 − 𝑝2𝑞1| 

1 = |𝑝1𝑞2 − 𝑝2𝑞1|符合法里數列的性質，由此可知只要符合兩圓相切圓的圓心分別為

(
𝑝1

𝑞1
,
1

2𝑞1
2)、(

𝑝2

𝑞2
,
1

2𝑞2
2)，則

𝑝1

𝑞1
、
𝑝2

𝑞2
必為法里數列中的相鄰兩項。 

由性質 1 知，在法里數列中，由
0

1
、
1

1
開始，新的項為舊有的兩項，分子和當分子，分母

和當分母所構成，如圖二。 

  

圖二：法里數列產生過程 
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（三）福特圓衍生的想法 

由想法 1 可以得到與以上定義衍生出的相同的圓： 

福特圓的衍生： 

在平面中的福特圓，是由兩個圓心分別在(0,
1

2
)、(1,

1

2
)且與𝑥軸相切的起始圓開始，

在每個圓皆與𝑥軸相切的情況下，做出與任兩圓相切的下個圓，持續衍伸下去，所形成的

圓，如圖三。 

  

圖三：衍生想法下的福特圓 
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二、空間中的福特球 

（一）福特球的定義與衍生的起始 

在空間中，我的目標是找的球心，使得指定球心的球，以𝑧為半徑作球，所得的球會互

相相切或相離(類似福特圓)。但因為沒辦法一開始就知道球心位置，所以我們先指定幾個起

始的球，再作相切的球，漸漸作(衍生)出福特球的方式開始研究(類似想法 1)。具體行動如

下： 

福特球的定義： 

類似福特圓的衍生，定義三個起始球的球心分別在𝑂1 (0,−
√3
6
, 1
2
)、

𝑂2 (1,−
√3
6
, 1
2
)、𝑂3 (

1
2
,
√3
3
, 1
2
)，半徑為

1

2
，這樣與這三個球可以決定唯一一個與它們皆

外切，且切𝑥𝑦平面的球(半徑即為𝑧值)，如圖四。接下來則是作與𝑥𝑦平面相切且與任三球

外切同時不與其他球重疊的球體。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

圖四：衍生想法下的福特球 
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（二）第四顆球的衍生 

 

 

 

 

 

 

 

 

 首先，從與起始三個球皆相切的球開始，要找第四顆球𝑂4的球心位置。 

設所求球之半徑為𝑧，球心為(𝑥, 𝑦, 𝑧)，如圖五。 

其與球心在(0,−
√3

6
,
1

2
)半徑

1

2
的球相切， 

⇒連心線長度為√(𝑥 − 0)2 + (𝑦 +
√3

6
)

2

+ (𝑧 −
1

2
)
2

= 𝑧 +
1

2
。 

⇒ (𝑥 − 0)2 + (𝑦 +
√3

6
)

2

+ (𝑧 −
1

2
)
2

= (𝑧 +
1

2
)
2

 

⇒ (𝑥 − 0)2 + (𝑦 +
√3

6
)

2

= 𝑥2 + 𝑦2 +
√3

3
𝑦 +

1

12
= 2𝑧 ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅○1  

同理，(𝑥 − 1)2 + (𝑦 +
√3

6
)

2

= 𝑥2 − 2𝑥 + 1 + 𝑦2 +
√3

3
𝑦 +

1

12
= 2𝑧 ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅○2  

(𝑥 −
1

2
)
2

+ (𝑦 −
√3

3
)

2

= 𝑥2 − 𝑥 +
1

4
+ 𝑦2 −

2√3

3
𝑦 +

1

3
= 2𝑧 ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅○3  

○2 −○1得𝑥 =
1

2
，帶入○1、○3得𝑦2 +

√3

3
𝑦 +

1

3
= 2𝑧、𝑦2 −

2√3

3
𝑦 +

1

3
= 2𝑧 

解得𝑦 = 0，𝑧 =
1

6
， ⇒ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (

1

2
, 0,
1

6
)。 

故得知第四顆球的球心位置在 (
1

2
, 0,
1

6
)。 

  

圖五：衍生第四顆福特球 
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（三）福特球衍生的方法 

福特球衍生的方法： 

當有一球球心在(𝑥, 𝑦, 𝑧)，與球心在(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1)、(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2)、(𝑥3, 𝑦3, 𝑧3)，半徑分別為

𝑧1、𝑧2、𝑧3的球相外切，如圖六，且與𝑥𝑦平面相切的球，可以有此關係式： 

(𝑥 − 𝑥𝑖)
2 + (𝑦 − 𝑦𝑖)

2 = 4𝑧𝑧𝑖 , 𝑖 ∈ {1,2,3} 

【證明】 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

設所求球之半徑為𝑧，球心為(𝑥, 𝑦, 𝑧)。 

其與球心在(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 , 𝑧𝑖)半徑𝑧𝑖的球相切，𝑖 ∈ {1,2,3}，如圖六， 

⇒連心線長度為√(𝑥 − 𝑥𝑖)
2 + (𝑦 − 𝑦𝑖)

2 + (𝑧 − 𝑧𝑖)
2 = 𝑧 + 𝑧𝑖 

⇒ (𝑥 − 𝑥𝑖)
2 + (𝑦 − 𝑦𝑖)

2 + (𝑧 − 𝑧𝑖)
2 = (𝑧 + 𝑧𝑖)

2 

⇒ (𝑥 − 𝑥𝑖)
2 + (𝑦 − 𝑦𝑖)

2 = 4𝑧𝑧𝑖 

  

圖六：衍生新的球 
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（四）福特球的衍生結果與研究範圍訂定 

由上述公式，即可推得各個球的球心，如表一。 

表一：福特球衍生結果(編號為流水號) 

0 
(0,−

1

2√3
,
1

2
) (1,−

1

2√3
,
1

2
) (

1

2
,
1

√3
,
1

2
) 

𝑂1 𝑂2 𝑂3 

1 
(
1

2
, 0,
1

6
) 

𝑂4 − 𝑂1, 𝑂2, 𝑂3 

2 
(
1

2
,−

1

2√3
,
1

8
) (

1

4
,
1

4√3
,
1

8
) (

3

4
,
1

4√3
,
1

8
) 

𝑂5 − 𝑂4, 𝑂1, 𝑂2 𝑂6 − 𝑂4, 𝑂1, 𝑂3 𝑂7 − 𝑂4, 𝑂2, 𝑂3 

3 

(
5

14
,−

2

7√3
,
1

14
) (

1

2
, −

1

√3
,
1

6
) (

9

14
,−

2

7√3
,
1

14
) 

𝑂8 − 𝑂5, 𝑂1, 𝑂4 𝑂9 − 𝑂5, 𝑂1, 𝑂2 𝑂10 − 𝑂5, 𝑂2, 𝑂4 

(
2

7
,−

1

14√3
,
1

14
) (

1

2
, 0,
1

6
) (

3

7
,
5

14√3
,
1

14
) 

𝑂11 − 𝑂6, 𝑂1, 𝑂4 𝑂12 − 𝑂6, 𝑂1, 𝑂2 𝑂13 − 𝑂6, 𝑂3, 𝑂4 

(
5

7
,−

1

14√3
,
1

14
) (1,

1

2√3
,
1

6
) (

4

7
,
5

14√3
,
1

14
) 

𝑂14 − 𝑂7, 𝑂2, 𝑂4 𝑂15 − 𝑂7, 𝑂1, 𝑂2 𝑂17 − 𝑂7, 𝑂3, 𝑂4 

⋮ ⋮ 

在表一中可以發現半徑變大的球(表一中藍色部分)，𝑂9如圖七中深藍色的球，若再以

𝑂9、𝑂1、𝑂2繼續衍生，新的球的球心位置為(
1

2
, −

2

√3
,
1

2
)如圖七中淺藍色的球，可以發現此球

與𝑂1、𝑂2又形成新的一組三顆起始球，故接下來的研究、討論皆在一開始定的三顆球範圍

內。 

  

圖七：衍生出越來越大的球 
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（五）同一方向福特球 

 

 

 

 

 

 

 

 

若將球持續以同一個方向往下做(以最新三顆球衍生出更新的球，如圖八)，並對球心座

標配合𝑧值分母作適當的化繁，可以得到數顆球的球心如表二： 

表二：同一方向的福特球球心 

球心 將分母變為與𝑧值分母有關後 

(0,−
1

2√3
,
1

2
) (

0

2
,−

1

2√3
,
1

2
) 

(
1

2
, 0,
1

6
) (

3

6
,−
0

6
,
1

6
) 

(
1

2
,−

1

2√3
,
1

8
) (

4

8
,−

4

8√3
,
1

8
) 

(
5

14
,−

2

7√3
,
1

14
) (

5

14
, −

4

14√3
,
1

14
) 

(
6

13
, −

7

26√3
,
1

26
) (

12

26
, −

7

26√3
,
1

26
) 

(
3

7
,−

3

14√3
,
1

42
) (

18

42
, −

9

42√3
,
1

42
) 

(
31

74
, −

11

37√3
,
1

74
) (

31

74
, −

22

74√3
,
1

74
) 

(
7

16
,−

5

16√3
,
1

128
) (

56

128
,−

40

128√3
,
1

128
) 

(
93

218
,−

35

109√3
,
1

218
) (

93

218
,−

70

218√3
,
1

218
) 

⋮ ⋮ 

圖八：沿同一方向所衍伸出的福特球 
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1. 同一方向福特球的半徑關係 

觀察被適當球心半徑𝑧，可得規律 1。 

半徑倒數的關係： 

若將球持續以同一個方向往下做(以最新三顆球生出更新的球，如圖八)，可發現半徑倒數

(
1

𝑧
)呈現以下數列： 

2,6,8,14,26,42,74,128,218,378⋯ 

設此數列為< 𝑧 >，可以發現以下規律： 

𝑧𝑛 = 𝑧𝑛−1 + 𝑧𝑛−2 + 𝑧𝑛−3 − 𝑧𝑛−4, 𝑧1 = 2, 𝑧2 = 6, 𝑧3 = 8, 𝑧4 = 14, 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 5 

其一般式為 

𝑧𝑛 = 2(
𝑇𝑛+2(𝛼) − 𝑇𝑛+2(𝛽)

𝛼 − 𝛽
) 

其中，𝛼 =
1+√13

4
，𝛽 =

1−√13

4
，𝑇𝑛(𝑥)為第一類切比雪夫多項式(Chebyshev polynomials of 

the first kind)。 

第一類切比雪夫多項式：𝑇0(𝑥) = 1，𝑇1(𝑥) = 𝑥，𝑇𝑛(𝑥) = 2𝑥𝑇𝑛−1(𝑥) − 𝑇𝑛−2(𝑥) 

【證明】< 𝑧 >遞迴式證明 

由三個互相相切的球(半徑倒數分別為𝑧𝑛−3、𝑧𝑛−2、𝑧𝑛−1)衍生新的福特球(半徑倒數為𝑧𝑛)時

(𝑛 ∈ ℕ，𝑛 ≥ 5)，由索迪公式知 

3(𝑧𝑛
2 + 𝑧𝑛−1

2 + 𝑧𝑛−2
2 + 𝑧𝑛−3

2 ) = (𝑧𝑛 + 𝑧𝑛−1 + 𝑧𝑛−2 + 𝑧𝑛−3)
2 

⇒ 3(𝑧𝑛
2 + 𝑧𝑛−1

2 + 𝑧𝑛−2
2 + 𝑧𝑛−3

2 ) − (𝑧𝑛 + 𝑧𝑛−1 + 𝑧𝑛−2 + 𝑧𝑛−3)
2 = 0 

⇒ 2(𝑧𝑛
2 + 𝑧𝑛−1

2 + 𝑧𝑛−2
2 + 𝑧𝑛−3

2 − 𝑧𝑛𝑧𝑛−1 − 𝑧𝑛𝑧𝑛−2 − 𝑧𝑛𝑧𝑛−3 − 𝑧𝑛−1𝑧𝑛−2 − 𝑧𝑛−1𝑧𝑛−3 − 𝑧𝑛−2𝑧𝑛−3) = 0 

   𝑧𝑛
2 + 𝑧𝑛−1

2 + 𝑧𝑛−2
2 + 𝑧𝑛−3

2 − 𝑧𝑛𝑧𝑛−1 − 𝑧𝑛𝑧𝑛−2 − 𝑧𝑛𝑧𝑛−3 − 𝑧𝑛−1𝑧𝑛−2 − 𝑧𝑛−1𝑧𝑛−3 − 𝑧𝑛−2𝑧𝑛−3 = 0

−)   𝑧𝑛−4
2 + 𝑧𝑛−1

2 + 𝑧𝑛−2
2 + 𝑧𝑛−3

2 − 𝑧𝑛−4𝑧𝑛−1 − 𝑧𝑛−4𝑧𝑛−2 − 𝑧𝑛−4𝑧𝑛−3 − 𝑧𝑛−1𝑧𝑛−2 − 𝑧𝑛−1𝑧𝑛−3 − 𝑧𝑛−2𝑧𝑛−3 = 0

𝑧𝑛
2 − 𝑧𝑛−4

2 − 𝑧𝑛𝑧𝑛−1 − 𝑧𝑛𝑧𝑛−2 − 𝑧𝑛𝑧𝑛−3 + 𝑧𝑛−4𝑧𝑛−1 + 𝑧𝑛−4𝑧𝑛−2 + 𝑧𝑛−4𝑧𝑛−3 = 0
 

⇒ (𝑧𝑛 − 𝑧𝑛−4)(𝑧𝑛 + 𝑧𝑛−4 − 𝑧𝑛−1 − 𝑧𝑛−2 − 𝑧𝑛−3) = 0 

若𝑧𝑛 ≠ 𝑧𝑛−4，則𝑧𝑛 + 𝑧𝑛−4 − 𝑧𝑛−1 − 𝑧𝑛−2 − 𝑧𝑛−3 = 0，𝑧𝑛 = 𝑧𝑛−1 + 𝑧𝑛−2 + 𝑧𝑛−3 − 𝑧𝑛−4 

此時若𝑧𝑛−1, 𝑧𝑛−2, 𝑧𝑛−3 ≥ 0，且𝑧𝑛−1 > 𝑧𝑛−2 > 𝑧𝑛−3 > 𝑧𝑛−4，則𝑧𝑛 > 𝑧𝑛−1。 

由𝑧1 = 2, 𝑧2 = 6, 𝑧3 = 8, 𝑧4 = 14知𝑧4 > 𝑧3 > 𝑧2 > 𝑧1，故 

𝑧𝑛 = 𝑧𝑛−1 + 𝑧𝑛−2 + 𝑧𝑛−3 − 𝑧𝑛−4, 𝑧1 = 2, 𝑧2 = 6, 𝑧3 = 8, 𝑧4 = 14, 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 5 
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【證明】< 𝑧 >一般式證明 

令一數列𝑎𝑛 =  2 (
𝑇𝑛+2(𝛼)−𝑇𝑛+2(𝛽)

𝛼−𝛽
)，𝛼 =

1+√13

4
，𝛽 =

1−√13

4
，其中𝑇𝑛是切比雪夫多項式 

首先我們知道2𝛼 = 1 − 2𝛽，𝛼𝛽 = −
3

4
 

𝑎𝑛 =
2

𝛼 − 𝛽
(𝑇𝑛+2(𝛼) − 𝑇𝑛+2(𝛽)) =

2

𝛼 − 𝛽
(2𝛼𝑇𝑛+1(𝛼) − 𝑇𝑛(𝛼) − 2𝛽𝑇𝑛+1(𝛽) + 𝑇𝑛(𝛽)) 

=
2

𝛼 − 𝛽
(𝑇𝑛+1(𝛼) − 𝑇𝑛+1(𝛽)) +

2

𝛼 − 𝛽
(−2𝛽𝑇𝑛+1(𝛼) + 2𝛼 𝑇𝑛+1(𝛽) − 𝑇𝑛(𝛼) + 𝑇𝑛(𝛽)) 

= 𝛼𝑛−1 +
2

𝛼 − 𝛽
(−2𝛽(2𝛼𝑇𝑛(𝛼) − 𝑇𝑛−1(𝛼)) + 2𝛼(2𝛽𝑇𝑛(𝛽) − 𝑇𝑛−1(𝛽)) − 𝑇𝑛(𝛼) + 𝑇𝑛(𝛽)) 

= 𝑎𝑛−1 +
2

𝛼 − 𝛽
(2(𝑇𝑛(𝛼) − 𝑇𝑛(𝛽)) + (1 − 2𝛼)𝑇𝑛−1(𝛼) − (1 − 2𝛽)𝑇𝑛−1(𝛽)) 

= 𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛−2 +
2

𝛼 − 𝛽
((2𝛼 + 1 − 2𝛼)𝑇𝑛−1(𝛼) − (2𝛽 + 1 − 2𝛽)𝑇𝑛−1(𝛽) − (𝑇𝑛−2(𝛼) − 𝑇𝑛−2(𝛽))) 

= 𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛−2 + 𝑎𝑛−3 − 𝑎𝑛−4 

也就是說，𝑧𝑛和𝑎𝑛有一樣的遞迴式，且起始項皆相同，所以𝑎𝑛 = 𝑧𝑛 

⇒ 𝑧𝑛 =  2 (
𝑇𝑛+2(𝛼) − 𝑇𝑛+2(𝛽)

𝛼 − 𝛽
)，𝛼 =

1 + √13

4
，𝛽 =

1 − √13

4
 

  



12 

 

2. 同一方向福特球的𝑥、𝑦、𝑧座標關係 

表三：同一方向的福特球球心(與表二相同) 

球心 將分母變為與𝑧值分母有關後 

(0,−
1

2√3
,
1

2
) (

0

2
,−

1

2√3
,
1

2
) 

(
1

2
, 0,
1

6
) (

3

6
,−
0

6
,
1

6
) 

(
1

2
,−

1

2√3
,
1

8
) (

4

8
,−

4

8√3
,
1

8
) 

(
5

14
,−

2

7√3
,
1

14
) (

5

14
, −

4

14√3
,
1

14
) 

(
6

13
, −

7

26√3
,
1

26
) (

12

26
, −

7

26√3
,
1

26
) 

(
3

7
,−

3

14√3
,
1

42
) (

18

42
, −

9

42√3
,
1

42
) 

(
31

74
, −

11

37√3
,
1

74
) (

31

74
, −

22

74√3
,
1

74
) 

(
7

16
,−

5

16√3
,
1

128
) (

56

128
,−

40

128√3
,
1

128
) 

(
93

218
,−

35

109√3
,
1

218
) (

93

218
,−

70

218√3
,
1

218
) 

⋮ ⋮ 

觀察表三中右邊被適當化繁後的球心座標可發現𝑥、𝑦、𝑧值之間的關係。 

𝑥、𝑦、𝑧值之間的關係： 

將以上的𝑥分子列出來得到此數列：0,3,4,5,12,18,31,56,93，設其為< 𝑥 >。 

將以上的𝑦分子列出來得到此數列：1,0,4,4,7,15,22,40,70，設其為< 𝑦 >。 

可以發現到數列規律呈： 

𝑥𝑛 = 𝑥𝑛−1 + 𝑥𝑛−2 + 𝑥𝑛−3 − 𝑥𝑛−4, 𝑥1 = 0, 𝑥2 = 3, 𝑥3 = 4, 𝑥4 = 5, 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 5 

𝑦𝑛 = 𝑦𝑛−1 + 𝑦𝑛−2 + 𝑦𝑛−3 − 𝑦𝑛−4, 𝑦1 = 1, 𝑦2 = 0, 𝑦3 = 4, 𝑦4 = 4, 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 5 
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3. 同一方向福特球的收斂 

觀察同一方向的福特球，發現這些球好像會有往某點收斂的趨勢。 

 

根據規律 1，我用電腦運算各個球的位置，希望找出同一方向衍生出的福特球球心在接

近無限多顆後的大致位置，第 1~9 顆球的球心在𝑥, 𝑦平面投影位置如圖九，經過運算得到： 

𝑥78 = 1824592495640974272 

𝑦78 = 1335322378520690496 

𝑧78 = 4250117492149788672 

第 78 顆球的座標為 

(
1824592495640974272

4250117492149788672
,−

1335322378520690496

4250117492149788672√3
,

1

4250117492149788672
) 

= (
120292226769579

280202893733504
, −

88035494364497

280202893733504√3
,

1

4250117492149788672
) 

≈ (0.4293,−0.1814,0) 

為了要確定𝑥、𝑦座標是否會收斂，所以解𝑧𝑛 = 𝑧𝑛−1 + 𝑧𝑛−2 + 𝑧𝑛−3 − 𝑧𝑛−4的特徵方程

𝑟4 − 𝑟3 − 𝑟2 − 𝑟 + 1 = 0，得到四個根 

𝑟 =
1

4
(1 + √13 ± √2(√13 − 1)) ∨

1

4
(1 − √13 ± 𝑖√2(1 + √13)) 

圖九：同一方向福特球球心在𝑥𝑦平面上的投影位置 



14 

 

令其中絕對值最大的根為𝛼 =
1

4
(1 + √13 + √2(√13 − 1)) ≒ 1.722。 

其他三根分別為𝛽、𝛾、𝛿，則 

𝑧𝑛 = 𝑎𝑧𝛼
𝑛 + 𝑏𝑧𝛽

𝑛 + 𝑐𝑧𝛾
𝑛 + 𝑑𝑧𝛿

𝑛， 

同理可得 

𝑥𝑛 =
(𝑎𝑥𝛼

𝑛 + 𝑏𝑥𝛽
𝑛 + 𝑐𝑥𝛾

𝑛 + 𝑑𝑥𝛿
𝑛)

𝑧𝑛
，𝑦𝑛 =

𝑎𝑦𝛼
𝑛 + 𝑏𝑦𝛽

𝑛 + 𝑐𝑦𝛾
𝑛 + 𝑑𝑦𝛿

𝑛

𝑧𝑛
 

其中𝑎、𝑏、𝑐、𝑑是根的係數。 

當𝑛 → ∞， 

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑎𝑥𝛼
𝑛 + 𝑏𝑥𝛽

𝑛 + 𝑐𝑥𝛾
𝑛 + 𝑑𝑥𝛿

𝑛

𝑎𝑧𝛼
𝑛 + 𝑏𝑧𝛽

𝑛 + 𝑐𝑧𝛾
𝑛 + 𝑑𝑧𝛿

𝑛
= lim

𝑛→∞

𝑎𝑥𝛼
𝑛

𝑎𝑧𝛼
𝑛
=
𝑎𝑥
𝑎𝑧

 

lim
𝑛→∞

𝑦𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑎𝑦𝛼
𝑛 + 𝑏𝑦𝛽

𝑛 + 𝑐𝑦𝛾
𝑛 + 𝑑𝑦𝛿

𝑛

𝑎𝑧𝛼
𝑛 + 𝑏𝑧𝛽

𝑛 + 𝑐𝑧𝛾
𝑛 + 𝑑𝑧𝛿

𝑛
= lim

𝑛→∞

𝑎𝑦𝛼
𝑛

𝑎𝑧𝛼
𝑛
=
𝑎𝑦
𝑎𝑧

 

所以只要確定𝛼的係數𝑎非0即可確定𝑥、𝑦會收斂。 

但是這些係數不好解，所以採用反證法。 

先假設𝑎 = 0，則𝑧𝑛 = 𝑏𝑧𝛽
𝑛 + 𝑐𝑧𝛾

𝑛 + 𝑑𝑧𝛿
𝑛。 

將原來的特徵方成特徵方程𝑥4 − 𝑥3 − 𝑥2 − 𝑥 + 1 = 0除以最大的根𝛼也就是 

(𝑟 − 𝛽) × (𝑟 − 𝛾) × (𝑟 − 𝛿) 

= (𝑟 −
1

4
(1 − √13 + 𝑖√2(1 + √13))) × (𝑟 −

1

4
(1 − √13 − 𝑖√2(1 + √13))) × (𝑟 −

1

4
(1 + √13 − √2(√13 − 1))) 

= 𝑟3 + (√13 − 3 + √2(√13 − 1)) 𝑟2 + (−
4

8
+
1

8
√26(√13 − 1) −

1

8
√2(√13 − 1)) 𝑟 +

(

 
−2√13

8
+
2√2(√13 − 1)

8
−
8

2

)

  

故若𝑎 = 0， 

𝑧𝑛 = −(√13 − 3 + √2(√13 − 1)) 𝑧𝑛−1 − (−
4

8
+
1

8
√26(√13 − 1) −

1

8
√2(√13 − 1)) 𝑧𝑛−2 −

(

 
−2√13

8
+
2√2(√13 − 1)

8
−
8

2

)

 𝑧𝑛−3 

將𝑧, 𝑥, 𝑦的前四項(2,6,8,12), (0,3,4,5), (1,0,4,4)代入發現皆不合，故𝑎 ≠ 0。 

如此，便可確認同一方向的𝑥、𝑦會收斂。 
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（六）福特球半徑關係探討 

在研究空間中的福特球時，也以類似法里數列生成的模型(圖二)來觀察半徑倒數規律。

將起始三球的半徑倒數寫好後，用空間中的索迪公式求出新球的半徑倒數，並畫成一張有向

圖，如圖十。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

圖十：半徑倒數關係 
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（七）不同組 3 顆球衍生出相同心球的情況 

圖十中，黃色為已經發現規律的球，方形在規律裡沒有出現過的半徑倒數的球，虛線為

以不同組半徑倒數的球，卻衍生出相同半徑倒數的球。可以特別看到紅箭頭的部分，其代表

新衍生出的球可以一直衍生出半徑倒數與自己相同的更新的球。 

一直衍生出半徑倒數與自己相同的球是一件很奇怪的事，所以我取了實例來討論： 

以球心在(0,−
1

2√3
,
1

2
)、(

1

2
, 0,

1

6
)、(

1

4
,
1

4√3
,
1

8
)的三顆福特球衍生出的新的球球心

在(
2

7
, −

1

14√3
,
1

14
)，而球心在(0,−

1

2√3
,
1

2
)、(

1

2
, 0,

1

6
)、(

5

14
, −

2

7√3
,
1

14
)的三顆福特

球衍生出的新的球球心也在(
2

7
, −

1

14√3
,
1

14
)，從這個例子中，可以發現不同組的球，可能

衍生出相同的新的球(在圖十中的相對位置如紅框所示)，如圖十一。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

由這個例子，可以推測可能生出相同半徑倒數的球中，很多都是重複的。不過還待更多

例子，以及數學嚴謹證明。 

  

圖十一：不同組的球衍生出相同的新球 
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（八）固定一顆球的衍生情況 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

衍生時，都用固定的一顆和最新的兩顆衍生出更新的球(如圖十二)，並對球心座標配合

𝑧值分母作適當的化繁，可以得到數顆球的球心。 

 

 

1. 固定球的球心為(0,−
1

2√3
,
1

2
)的衍生情況 

一開始用球心在(
1

2
,
1

√3
,
1

2
)、(1, −

1

2√3
,
1

2
)的兩顆球衍生，則衍生結果如表四及圖十二。 

觀察表四綠色底部分，可以發現每兩顆球就有一顆的𝑥、𝑧座標符合平面福特圓的關係

((𝑥, 𝑧) = (
𝑝

𝑞
,
1

2𝑞2
))，且𝑦座標皆為−

1

2√3
。配合𝑧值分母做適當的化繁後，可得表四右半部，可

發現𝑥值分子成等差數列，每隔一顆球的𝑦座標分子成二階等差數列。 

  

圖十二：固定一顆球的衍生情形 
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表四：固定球的球心為(0,−
1

2√3
,
1

2
)的衍生情況 

適當觀察其半徑倒數和表四後，可得規律 3。 

若以固定的一顆和最新的兩顆衍生出更新的球(如圖十二)，可發現衍生出的球的半徑倒數

數列< 𝑧 >具有以下規律： 

𝑧𝑛 = 𝑧𝑛−1 + 𝑧𝑛−2 − 𝑧𝑛−3 + 𝑧0, 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 4 

其中𝑧0為固定的球的半徑倒數，以表四而言，𝑧0 = 2, 𝑧1 = 6, 𝑧2 = 8, 𝑧3 = 14 

其一般式為 

𝑧𝑛 =
1

4
(5 + 3(−1)𝑛+3 + 2(𝑛 + 1)(𝑛 + 3)) 

球心 配合𝑧值分母化繁 

(0,−
1

2√3
,
1

2
) (

0

2
,
−1

2√3
,
1

2
) 

(
1

2
,
1

√3
,
1

2
) (

1

2
,
2

2√3
,
1

2
) 

(1,−
1

2√3
,
1

2
) (

2

2
,
−1

2√3
,
1

2
) 

(
1

2
, 0,
1

6
) (

3

6
,
0

6
,
1

6
) 

(
1

2
,−

1

2√3
,
1

8
) (

4

8
,
−4

8√3
,
1

8
) 

(
5

14
,−

2

7√3
,
1

14
) (

5

14
,
−4

14√3
,
1

14
) 

(
1

3
, −

1

2√3
,
1

18
) (

6

18
,
−9

18√3
,
1

18
) 

(
7

26
, −

5

13√3
,
1

26
) (

7

26
,
−10

26√3
,
1

26
) 

(
1

4
, −

1

2√3
,
1

32
) (

8

32
,
−16

32√3
,
1

32
) 

(
3

14
,−

3

7√3
,
1

42
) (

9

42
,
−18

42√3
,
1

42
) 

(
1

5
, −

1

2√3
,
1

50
) (

10

50
,
−25

50√3
,
1

50
) 

⋮ ⋮ 
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同時，化繁後的𝑥、𝑦分子數列< 𝑥 >，< 𝑦 >也有以下規律： 

𝑥𝑛 = 𝑥𝑛−1 + 𝑥𝑛−2 − 𝑥𝑛−3 + 𝑥0, 𝑥0 = 0, 𝑥1 = 3, 𝑥2 = 4, 𝑥3 = 5, 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 4 

𝑦𝑛 = 𝑦𝑛−1 + 𝑦𝑛−2 − 𝑦𝑛−3 + 𝑦0, 𝑦0 = 1, 𝑦1 = 0, 𝑦2 = 4, 𝑦3 = 4, 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 4 

【證明】< 𝑧 >遞迴式證明 

類似同一方向衍生球的證明，由三個互相相切的球(半徑倒數分別為𝑧𝑛−3、𝑧𝑛−2、𝑧0，𝑧0

為固定的那顆球的半徑倒數)衍生新的福特球(半徑倒數為𝑧𝑛)時(𝑛 ∈ ℕ，𝑛 ≥ 5)，由索迪公式

知 

3(𝑧𝑛
2 + 𝑧𝑛−1

2 + 𝑧𝑛−2
2 + 𝑧0

2) = (𝑧𝑛 + 𝑧𝑛−1 + 𝑧𝑛−2 + 𝑧0)
2 

⇒ 3(𝑧𝑛
2 + 𝑧𝑛−1

2 + 𝑧𝑛−2
2 + 𝑧0

2) − (𝑧𝑛 + 𝑧𝑛−1 + 𝑧𝑛−2 + 𝑧0)
2 = 0 

⇒ 2(𝑧𝑛
2 + 𝑧𝑛−1

2 + 𝑧𝑛−2
2 + 𝑧0

2 − 𝑧𝑛𝑧𝑛−1 − 𝑧𝑛𝑧𝑛−2 − 𝑧𝑛𝑧0 − 𝑧𝑛−1𝑧𝑛−2 − 𝑧𝑛−1𝑧0 − 𝑧𝑛−2𝑧0) = 0 

   𝑧𝑛
2 + 𝑧𝑛−1

2 + 𝑧𝑛−2
2 + 𝑧0

2 − 𝑧𝑛𝑧𝑛−1 − 𝑧𝑛𝑧𝑛−2 − 𝑧𝑛𝑧0 − 𝑧𝑛−1𝑧𝑛−2 − 𝑧𝑛−1𝑧0 − 𝑧𝑛−2𝑧0 = 0

−)   𝑧𝑛−1
2 + 𝑧𝑛−2

2 + 𝑧𝑛−3
2 + 𝑧0

2 − 𝑧𝑛−1𝑧𝑛−2 − 𝑧𝑛−1𝑧𝑛−3 − 𝑧𝑛−1𝑧0 − 𝑧𝑛−2𝑧𝑛−3 − 𝑧𝑛−2𝑧0 − 𝑧𝑛−3𝑧0 = 0

𝑧𝑛
2 − 𝑧𝑛−3

2 − (𝑧𝑛−1 + 𝑧𝑛−2 + 𝑧0)(𝑧𝑛 − 𝑧𝑛−3) = 0
 

⇒ (𝑧𝑛 − 𝑧𝑛−3)(𝑧𝑛 − 𝑧𝑛−1 − 𝑧𝑛−2 − 𝑧0 + 𝑧𝑛−3) = 0 

若𝑧𝑛 ≠ 𝑧𝑛−3，則𝑧𝑛 − 𝑧𝑛−1 − 𝑧𝑛−2 − 𝑧0 + 𝑧𝑛−3 = 0，𝑧𝑛 = 𝑧𝑛−1 + 𝑧𝑛−2 − 𝑧𝑛−3 + 𝑧0 

此時若𝑧𝑛−1, 𝑧𝑛−2, 𝑧0 ≥ 0，且𝑧0 > 𝑧𝑛−3，則𝑧𝑛 > 𝑧𝑛−1。 

 

【證明】< 𝑧 >一般式證明 

𝑛 = 0,1,2,3代入
1

4
(5 + 3(−1)𝑛+3 + 2(𝑛 + 1)(𝑛 + 3))可知對𝑛 = 0,1,2,3皆成立。 

假設在𝑛 = 𝑘 − 3, 𝑘 − 2, 𝑘 − 1時此式皆成立。 

則在𝑛 = 𝑘時，由其遞迴式代入得 

𝑧𝑘 = 𝑧𝑘−1 + 𝑧𝑘−2 − 𝑧𝑘−3 + 𝑧0 

=
1

4
(5 + 3(−1)𝑘((−1)2 − 1 − 1) + 2𝑘(𝑘 + 2) + 2(𝑘 − 1)(𝑘 + 1) − 2𝑘(𝑘 − 2)) + 2 

=
1

4
(13 + 3(−1)𝑘+1 + 2𝑘2 + 8𝑘 − 2) 

=
1

4
(13 + 3(−1)𝑘+3 + 2(𝑘 + 1)(𝑘 + 3) − 8) 

=
1

4
(5 + 3(−1)𝑘+3 + 2(𝑘 + 1)(𝑘 + 3)) 
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 則由數學歸納法知，對所有𝑛 ∈ ℕ⋂{0}, 𝑧𝑛 =
1

4
(5 + 3(−1)𝑛+3 + 2(𝑛 + 1)(𝑛 + 3)) 

可以特別關注到有向圖的這部分(圖十三)，可以發現到半徑倒數為 2,8,18 的三顆球衍生

出了一個半徑倒數為 14 的球，也就是說，球會越變越大，但經過實驗後發現半徑倒數為 14

的球心位置為(
5

14
, −

5

7√3
,
1

14
)，與上表中半徑倒數為 14 的球𝑥座標相同，畫圖後發現此球可以

視為以(
1

2
, −

1

√3
,
1

2
)、(1,−

1

2√3
,
1

2
)做為起始球開始衍生的情況(如圖十四)。 

  

圖十四：以另一組起始球衍生的情況 

 

 

圖十三：衍生出較大的球繪成有向圖 
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2. 固定球的球心為(
1

2
, 0,

1

6
)的衍生情況 

在這個情況中同樣以球心在(
1

2
,
1

√3
,
1

2
)、(1, −

1

2√3
,
1

2
)的球開始衍生，其衍生結果如表五。 

表五: 固定球的球心為(
1

2
, 0,

1

6
)的衍生情況 

在這個情況中，< 𝑥 >,< 𝑦 >,< 𝑧 >也會符合規律 3 的遞迴式，而起始項變為 

{
𝑥0 = 3, 𝑥1 = 4, 𝑥2 = 5, 𝑥3 = 12

𝑦0 = 0, 𝑦1 = −4, 𝑦2 = −4, 𝑦3 = −7
𝑧0 = 6, 𝑧1 = 8, 𝑧2 = 14, 𝑧3 = 26

 

球心 配合𝑧值分母化繁 

(
1

2
,
1

√3
,
1

2
) (

1

2
,
2

2√3
,
1

2
) 

(1,−
1

2√3
,
1

2
) (

2

2
,
−1

2√3
,
1

2
) 

(
1

2
, 0,
1

6
) (

3

6
,
0

6
,
1

6
) 

(
1

2
,−

1

2√3
,
1

8
) (

4

8
,
−4

8√3
,
1

8
) 

(
5

14
,−

2

7√3
,
1

14
) (

5

14
,
−4

14√3
,
1

14
) 

(
6

13
, −

7

26√3
,
1

26
) (

12

26
,
−7

26√3
,
1

26
) 

(
8

19
, −

7

38√3
,
1

38
) (

16

38
,
−7

38√3
,
1

38
) 

(
13

28
, −

5

28√3
,
1

56
) (

26

56
, −

10

56√3
,
1

56
) 

(
33

74
, −

5

37√3
,
1

74
) (

33

74
, −

10

74√3
,
1

74
) 

(
23

49
, −

13

98√3
,
1

98
) (

46

98
, −

13

98√3
,
1

98
) 

(
28

61
,−

13

122√3
,
1

122
) (

56

122
,−

13

122√3
,
1

122
) 

⋮ ⋮ 
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三、高維空間中的福特球 

為了方便敘述，接下來在各維空間中的球都稱為球。目前研究中僅討論半徑間的關係。 

（一）福特球在高維空間中的定義 

福特球在高維空間中的定義： 

定義在𝐷維空間的福特球與在 2 或3維空間中的福特球相似，一開始有互相外切的𝐷顆

等大起始球，皆切一個(𝐷 − 1)維空間，可以以𝐷顆球衍生出新的一顆球，每顆球都類似

2、3 維空間中的福特球相切或相離，切於同個(𝐷 − 1)維的空間。 

（二）同一方向的福特球 

規律 4： 

定義在𝐷維空間的福特球與3維空間中的福特球相似，皆切一個(𝐷 − 1)維空間，每顆

球都類似3維空間中的福特球相切或相離，可以以𝐷顆球衍生出新的一顆球。 

則將球持續以同一個方向往下做(以最新的𝐷顆球衍生出新的球，三維就是規律 1)，

則半徑倒數數列< 𝑘𝐷 >有以下關係式： 

(𝐷 − 1)𝑘𝑛 = ( ∑ 2𝑘𝑖

𝑛−1

𝑖=𝑛−𝐷+1

) − (𝐷 − 1)𝑘𝑛−𝐷 

 

 

 

 

 

 

【證明】 

索迪公式在𝐷維空間的形式為 

𝐷 (∑𝑘2) = (∑𝑘)
2

 

其中在𝐷維空間中要有(𝐷 + 1)個球才能決定唯一一顆與這(𝐷 + 1)顆球內切的新球，而

這(𝐷 + 2)顆球的半徑倒數𝑘有上方的關係。 

圖十三：二維與三維中同一方向的福特球 
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在𝐷維空間中的福特球皆切一個𝐷 − 1維的空間，所以(𝐷 + 1)顆球中的一顆球的半徑倒

數為0，又同一方向的情況中，是以目前最新的𝐷顆球(令其半徑倒數為𝑘𝑛−𝐷~𝑘𝑛−1)衍生更新

第𝑛顆球(令其半徑倒數為𝑘𝑛)。則由索迪公式知 

𝐷 ( ∑ 𝑘𝑖
2

𝑛

𝑖=𝑛−𝐷

) = ( ∑ 𝑘𝑖

𝑛

𝑖=𝑛−𝐷

)

2

， ⇒ 𝐷( ∑ 𝑘𝑖
2

𝑛

𝑖=𝑛−𝐷

) − ( ∑ 𝑘𝑖

𝑛

𝑖=𝑛−𝐷

)

2

= 0， 

(𝐷 − 1)( ∑ 𝑘𝑖
2

𝑛

𝑖=𝑛−𝐷

) − 2( ∑ 𝑘𝑖𝑘𝑗
𝑛−𝐷≤𝑖<𝑗≤𝑛

) = 0。 

又可知對於第𝑛 − 1顆球以下公式成立 

(𝐷 − 1)( ∑ 𝑘𝑖
2

𝑛−1

𝑖=𝑛−𝐷−1

) − 2( ∑ 𝑘𝑖𝑘𝑗
𝑛−𝐷−1≤𝑖<𝑗≤𝑛−1

) = 0。 

兩式相減得 

(𝐷 − 1)(𝑘𝑛
2 − 𝑘𝑛−𝐷−1

2 ) − 2𝑘𝑛 ( ∑ 𝑘𝑖

𝑛−1

𝑖=𝑛−𝐷

) + 2𝑘𝑛−𝐷−1 ( ∑ 𝑘𝑖

𝑛−1

𝑖=𝑛−𝐷

) = 0， 

⇒ (𝐷 − 1)(𝑘𝑛
2 − 𝑘𝑛−𝐷−1

2 ) − 2(𝑘𝑛 − 𝑘𝑛−𝐷−1) ( ∑ 𝑘𝑖

𝑛−1

𝑖=𝑛−𝐷

) = 0， 

⇒ (𝑘𝑛 − 𝑘𝑛−𝐷−1) [(𝐷 − 1)𝑘𝑛 − (2 ∑ 𝑘𝑖

𝑛−1

𝑖=𝑛−𝐷

) + (𝐷 − 1)𝑘𝑛−𝐷−1] = 0。 

當𝑘𝑛 − 𝑘𝑛−𝐷−1 ≠ 0， 

(𝐷 − 1)𝑘𝑛 − (2 ∑ 𝑘𝑖

𝑛−1

𝑖=𝑛−𝐷

) + (𝐷 − 1)𝑘𝑛−𝐷−1 = 0， 

⇒ (𝐷 − 1)𝑘𝑛 = (2 ∑ 𝑘𝑖

𝑛−1

𝑖=𝑛−𝐷

) − (𝐷 − 1)𝑘𝑛−𝐷−1。 
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參、研究結果與討論 

一、研究結果 

（一）同一方向的球彼此之間會有四階遞迴關係，且半徑可用切比雪夫多項式表示。第

 𝑛顆球球心在(
𝑥𝑛

𝑧𝑛
, −

𝑦𝑛

𝑧𝑛√3
,
1

𝑧𝑛
)： 

𝑧𝑛 = 4

(

 
 
𝑇𝑛+2 (

1 + √13
4

) − 𝑇𝑛+2 (
1 − √13

4
)

√13

)

 
 

 

𝑧𝑛 = 𝑧𝑛−1 + 𝑧𝑛−2 + 𝑧𝑛−3 − 𝑧𝑛−4, 𝑧1 = 2, 𝑧2 = 6, 𝑧3 = 8, 𝑧4 = 14, 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 5 

𝑥𝑛 = 𝑥𝑛−1 + 𝑥𝑛−2 + 𝑥𝑛−3 − 𝑥𝑛−4, 𝑥1 = 0, 𝑥2 = 3, 𝑥3 = 4, 𝑥4 = 5, 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 5 

𝑦𝑛 = 𝑦𝑛−1 + 𝑦𝑛−2 + 𝑦𝑛−3 − 𝑦𝑛−4, 𝑦1 = 1, 𝑦2 = 0, 𝑦3 = 4, 𝑦4 = 4, 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 5 

（二）存在著不同組三顆球衍生出同樣第四顆球的狀況。 

（三）同一方向的球最後會收斂在一點。 

（四）固定一球的衍生情況中，衍生出的球彼此之間會有三皆遞迴關係，而第𝑛顆球的

球心在(
𝑥𝑛

𝑧𝑛
, −

𝑦𝑛

𝑧𝑛√3
,
1

𝑧𝑛
)，若以固定球球心為(0,−

1

2√3
,
1

2
)，則： 

𝑧𝑛 =
1

4
(5 + 3(−1)𝑛+3 + 2(𝑛 + 1)(𝑛 + 3)), 𝑧0 = 2, 𝑛 ∈ ℕ 

𝑧𝑛 = 𝑧𝑛−1 + 𝑧𝑛−2 − 𝑧𝑛−3 + 𝑧0, 𝑧0 = 2, 𝑧1 = 6, 𝑧2 = 8, 𝑧3 = 14, 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 4 

𝑥𝑛 = 𝑥𝑛−1 + 𝑥𝑛−2 − 𝑥𝑛−3 + 𝑥0, 𝑥0 = 0, 𝑥1 = 3, 𝑥2 = 4, 𝑥3 = 5, 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 4 

𝑦𝑛 = 𝑦𝑛−1 + 𝑦𝑛−2 − 𝑦𝑛−3 + 𝑦0, 𝑦0 = 1, 𝑦1 = 0, 𝑦2 = 4, 𝑦3 = 4, 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 4 

（五）以固定一顆球衍生時，若固定球為起始球的其中一個，其衍生出的球每隔一個的

𝑥、𝑧座標會與福特圓的形式相同((𝑥, 𝑧) = (
𝑝

𝑞
,
1

2𝑞2
))，且𝑦座標皆為−

1

2√3
。 

（六）在𝐷維空間中若將福特球以同一方向往下做可以得到其半徑倒數的遞迴式： 

(𝐷 − 1)𝑘𝑛 = (2 ∑ 𝑘𝑖

𝑛−1

𝑖=𝑛−𝐷

) − (𝐷 − 1)𝑘𝑛−𝐷−1 
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二、討論 

（一） 目前可以以與cos (𝑛𝜃)有關的切比雪夫多項式表示同一方向半徑倒數，但目前研

究中沒有出現任何關於角度的線索，這是一個很值得後續再作探討的方向。 

（二） 在證明出< 𝑧 >的一般式的過程中，我們可以發現在< 𝑥 >中若要滿足其遞回式

𝑥𝑛 = 𝑥𝑛−1 + 𝑥𝑛−2 + 𝑥𝑛−3 − 𝑥𝑛−4 

似乎需要滿足其一般式與切比雪夫多項式有類似𝑧𝑛的一般式為𝑇𝑘(𝛼) − 𝑇𝑘(𝛽)的關

係，但𝑘可能不是𝑛 + 2而是其他常數，這或許可以對接下來要證明< 𝑥 >和 

< 𝑦 >的一般式有所幫助。 

（三） 我們發現不論是在單一方向上、抑或是固定一顆球的衍生情況中，半徑倒數數

列< 𝑧 >，配合半徑倒數化繁後的𝑥、𝑦分子數列< 𝑥 >,< 𝑦 >都有相同遞迴式，

恰好法里數列有一種衍生法也是分子分母分別相加後約分，這其中或許有什麼

關係，但< 𝑥 >,< 𝑦 >數列的遞迴式都沒有經過嚴謹證明，故尚且不確定。 

 

肆、結論與應用 

一、結論 

（一）單一方向上的球座標之間有四階遞迴式的關係。 

（二）單一方向上的球之間有與切比雪夫多項式有關的特殊規律，並且最後會收斂於一

點。 

（三）存在著不同組三顆球衍生出同樣第四顆球的狀況。 

（四）以固定一顆球衍生的球座標之間有三階遞迴式的關係。 

（五）以固定一顆球衍生時，若固定球為起始球的其中一個，其衍生出的球每隔一個的

𝑥、𝑧座標會與福特圓形式相同。 

（六）在𝐷維空間中以單一方向做福特球的半徑倒數間會有𝐷 + 1階遞迴式 

二、應用 

（一）將原本只跟二維福特圓有關的法里數列與三維空間產生關係。 

（二）結構穩固，可以與建築、裝飾結合。 
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（三）因為每個球都互相相切，所以估計福特球在結構上是穩定的，可以用作吊燈，或

建築上的裝飾。 
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附 錄 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

【以說明書中的方法實際找出福特球位置】 

 若要找出一福特球，其與球心在(0,−
1

2√3
,
1

2
)、(

1

2
, 0,

1

6
)、(

1

2
, −

1

2√3
,
1

8
)的福特球皆外切，

如圖。 

則依照公式，可列出以下式子： 

{
  
 

  
 (𝑥 − 0)2 + (𝑦 +

1

2√3
)
2

=
1

2
× 4𝑧

(𝑥 −
1

2
)
2

+ (𝑦 − 0)2 =
1

6
× 4𝑧   

(𝑥 −
1

2
)
2

+ (𝑦 +
1

2√3
)
2

=
1

8
× 4𝑧

 

經過展開後可得 

{
 
 

 
 2𝑧 = 𝑥

2 + 𝑦2 +
1

√3
𝑦 +

1

12
      

2

3
𝑧 = 𝑥2 − 𝑥 + 𝑦2 +

1

4
            

1

2
𝑧 = 𝑥2 − 𝑥 + 𝑦2 +

1

√3
𝑦 +

1

3

， 
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⇒

{
 
 

 
 2𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2 +

1

√3
𝑦 +

1

12
      

2𝑧 = 3𝑥2 − 3𝑥 + 3𝑦2 +
3

4
            

2𝑧 = 4𝑥2 − 4𝑥 + 4𝑦2 +
4

√3
𝑦 +

4

3

， 

⇒ 𝑥2 + 𝑦2 +
1

√3
𝑦 +

1

12
= 3𝑥2 − 3𝑥 + 3𝑦2 +

3

4
= 4𝑥2 − 4𝑥 + 4𝑦2 +

4

√3
𝑦 +

4

3
， 

⇒ 0 = 2𝑥2 − 3𝑥 + 2𝑦2 −
1

√3
𝑦 +

2

3
= 3𝑥2 − 4𝑥 + 3𝑦2 + √3𝑦 +

5

4
， 

⇒ {
6𝑥2 − 9𝑥 + 6𝑦2 − √3𝑦 + 2 = 0

6𝑥2 − 8𝑥 + 6𝑦2 + 2√3𝑦 +
5

2
= 0

， 

⇒ {
𝑥 + 3√3𝑦 +

1

2
= 0                        

2𝑥2 − 3𝑥 + 2𝑦2 −
1

√3
𝑦 +

2

3
= 0

， 

⇒ 𝑥 = −
1

2
𝑦， 

⇒ 54𝑦2 + 6√3𝑦 +
1

2
+
3

2
+ 9√3𝑦 + 2𝑦2 −

1

√3
𝑦 +

2

3
= 0， 

⇒ 56𝑦2 +
44

√3
𝑦 +

8

3
= 0， 

⇒ 𝑦 =
−
44

√3
±√(

44

√3
)
2
−4×56×

8

3

2×56
， 

⇒ 𝑦 = −
1

2√3
∨ −

2

7√3
， 

⇒ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (1,−
1

2√3
,
1

2
) ∨ (

5

14
, −

2

7√3
,
1

14
)， 

又當所球球球心位於(1,−
1

2√3
,
1

2
)時，會與其他球重疊， 

所以所求球球心位於(
5

14
, −

2

7√3
,
1

14
)。 

【有四顆福特球衍生的福特球相同情況】 

(0,−
1

2√3
,
1

2
)、(

1

2
, 0,

1

6
)、(

3

4
,
1

4√3
,
1

8
)所衍生出的球球心為(

2

7
, −

1

14√3
,
1

14
) 

與由(
1

2
, 0,

1

6
)、(

3

4
,
1

4√3
,
1

8
)、(

5

14
, −

2

7√3
,
1

14
)所衍生出的球球心相同。 
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在研究過程中，為了快速得到𝑇𝑛(𝑥)，我寫了一個程式幫助研究： 
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執行結果如下： 

n = 0  

1 

n = 5  

16x^5-20x^3+5x^1 

n = 1  

1x^1 

n = 6  

32x^6-48x^4+18x^2-1 

n = 2  

2x^2-1 

n = 7  

64x^7-112x^5+56x^3-7x^1 

n = 3  

4x^3-3x^1 

n = 8  

128x^8-256x^6+160x^4-32x^2+1 

n = 4  

8x^4-8x^2+1 

n = 9  

256x^9-576x^7+432x^5-120x^3+9x^1 

 



【評語】010048 

本作品的動機為試圖將平面上福特圓的曲率與 Farey數列之間

的密切關係推廣到空間中，從而定義福特球與類似 Farey數列的網

狀生長數列.問題頗有意思，三維中放球的方法遠比二維多甚多，本

文能夠在其中找到某些特別的子數列與特定幾何設定之間的對應，

是有趣的結果。特別是能與 Chebyshev多項式結合在一起，是有

意思的發展。較為可惜的是 Farey數列的引進似乎沒有在本文理論

的發展中扮演太大的角色。Farey數列本身有許多的性質，若能一

一對應到福特圓，從而如本文推廣到高維，就會是更有趣的發展。 
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