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摘要 

題目源自科學研習月刊[1]，與以往討論真假金幣最大的差異在於天秤的臂長為不等臂，

故不能如以往的研究，單純的採用三分法判斷金幣的真偽。 

為克服不等臂天秤無法採用三分法的限制，我們提出「類三分法」和「輔幣」作法。 

輔幣是配合不等臂天秤左、右盤的比值，在短臂端(本研究設為右盤)填加已確認的真幣

當輔幣，使天秤達平衡的做法。 

類三分法是針對不等臂天秤設計以最少輔幣需求，處理首秤之後左、右、平盤金幣的分

法。 

此外，我們根據輔幣供應量與輔幣需求量提出了 3 個輔幣判斷式。 

因此「類三分法」與「輔幣判斷式」，幫助我們以不等臂天秤快速且簡單的找出分辨金

幣真偽的最大值。  
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壹、前言 

一、研究動機  

 我們從科學研習月刊看到「奇怪天秤」這個題目時，感覺非常有趣且神奇，題目摘錄

如下：  

實驗室中有一個奇怪天秤，左臂長度是右臂長度的兩倍，也就是說，左盤重量剛好為

右盤的一半時，天秤會平衡。 

1.如果有5個硬幣，已知4 個是真幣，另一個是只輕一點點的假幣，硬幣的外觀都一樣，

利用這個天秤最少要秤幾次，就可以找到假金幣？ 

2.已知假幣只比真幣輕了一點點而且只有一個，可以秤四次，請問你最多可以從多少個硬

幣中找出這個假幣？ 

首先左臂長度是右臂長度的兩倍的天秤我們是第一次聽說，很新奇，因此我們努力的找

出答案、方法和規律。 

 研讀了前人分辨金幣真偽研究的作品，都限於「等臂天秤」的研究，所以這次科展，

我們就鎖定以「不等臂天秤」分辨金幣真偽為主題，試圖找出秤數與分辨金臂真偽最大量的

關係。 

二、文獻探討 

(一) 歷屆得獎作品分析 

參展組別 得獎名次 作品名稱 研究範疇 

第 31 屆國小組 第 3 名 12 枚金幣的奧妙[2] 已知 1 假幣輕或重求秤數與金幣數的關係 

第 33 屆國小組 第 1 名 16 枚金幣的奧秘[3] 假幣 1 輕 1 重求秤數與金幣數的關係 

第 47 屆高中組 入選 圖窮幣現[4] n 枚金幣找出 k 枚假幣的次數 

第 48 界國中組 入選 假錢幣快出來[5] 1 枚不知輕重假幣最少秤數及假幣輕或重。 

第 57 屆國小組 佳作 神奇的砝碼[6] 
k 磅砝碼碎成 i 塊放到 1：n 不等臂天平中，

那些重量可以被秤出。 

(二) 歷屆作品與本研究異同 

1. 前 4 件作品皆以等臂長天秤分辨真假金幣，故可單純的以三分法的思考去推敲金幣與秤

數的關係，而我們的作品是以不等臂天秤分辨真假金幣，故無法直接套用。 
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2.  57 屆「神奇的砝碼」提出1：𝑛 不等臂天平概念，研究重點鎖定將𝑘磅砝碼分成𝑖塊分析

分法中的可秤量與不可秤量，與我們的研究方向不同，故研究方法和結果也差異很大。 

三、名詞定義 

(一) 𝑚：代表首秤左盤放入的金幣數(本研究指長臂端的秤量)。 

(二) 𝑚：代表首秤右盤的金幣量(本研究指短臂端的秤量)。 

(三) 𝑚：代表首秤的未秤量。 

當左、右盤金幣量出現「平衡」狀況，代表偽幣出現在

未秤量，因此我們把未秤量稱為「平盤」。 

 
 

 

 

(四) 𝑚的分法：分辨右盤(𝑚)金幣的真偽，採分 3 盤的方法。 

 𝑚表示左盤的量； 𝑚表示右盤的量；                                         

 𝑚表示平盤的量。 
 

 

(五) 𝑚的分法：分辨平盤(𝑚)金幣的真偽，採分 3 盤的方法。 

 𝑚表示左盤的量；𝑚表示右盤的量； 

𝑚表示平盤的量。 
 

 
(六) 秤量比：天秤達平衡時左盤與右盤的金幣的數量比，如圖金

幣數左盤為 2，右盤為 4，則秤量比為1：2。 

(七) t 值：本研究指在秤量比為1：𝑡 的天秤，後項的值。 

如秤量比為1：2，則 t 值為 2。 
 

 
(八) 秤數(𝑛)：分辨真假金幣需以「天秤」秤幾次才能分辨真偽的次數，以「𝑛」表示。 

(九) 金幣數(𝑚)：包含 1 假幣的金幣總量，以「𝑚」表示。 

(十) 𝑀：以不等臂天秤，秤n次可分辨真假金幣數(𝑚)的最大值。 

 
(十一) 輔幣：不等臂天秤為讓天秤左右平衡，需在「右盤」的一

端填加已確認的真幣，稱為「輔幣」。 

                      在樹狀圖中右盤填加的輔幣數，以「(𝑚)」表示代表 

配置𝑚個金幣；或簡化以「*」表示配置應填加的輔

幣。 

以𝑡值＝4 為例 
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(十二) ⌊ ⌋：高斯地板，無條件捨去取整數，例⌊3.54⌋＝3，ቔ
ଽ

ଶ
ቕ＝4。 

(十三) ⌈ ⌉：高斯天花板，無條件進入取整數，例⌈3.54⌉＝4，ቒ
ଽ

ଶ
ቓ＝5。 

四、研究目的  

(一)  用不等臂天秤，找出分辨金幣真偽的最佳方法。 

(二) 用秤量比為 1：t 的不等臂天秤，找出秤數與可分辨金幣真偽最大值的關係。 

(三) 用秤量比為 1：t 的不等臂天秤，找出𝑚個金幣(包含 1 假幣) 分辨真偽的最少次數。 

(四) 用秤量比為 𝑎：b 的不等臂天秤，找出秤數與可分辨金幣真偽最大值的關係。 

五、研究設備及器材 

(一) 筆記簿、筆、白板、電腦、計算機。 

(二) PowerPoint、Word、Excel。 

六、研究架構 

 

圖 1：研究架構圖 
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貳、研究過程與方法 

一、以樹狀圖分析秤量比為 1：2~1：4 的不等臂天秤，不同首秤量的最小秤數與可分辨金

幣真偽。 

二、整理樹狀圖結果，找出當秤數為𝑛時，可分辨金幣真偽的最大值。 

三、以輔幣的概念即「輔幣供應量需大於等於輔幣的需求量」，推出了 3 個輔幣判斷式。 

(一) 平盤(𝑚)為3ିଵ的判斷式：確定秤量比 1：t，不等臂天秤 t 值的限制。 

(二) 右盤(𝑚)輔幣判斷式：確認不增加秤數狀況下，可分辨金幣真偽最大量與右盤的關係。 

(三) 右盤(𝑚)輔幣判斷式：確認不增加秤數狀況下，可分辨金幣真偽最大量與右盤的關係。 

四、針對不等臂天秤左、右盤不等的特性提出類三分法以最少輔幣需求分再秤量的方法。 

五、以首秤 3 盤預估最大值配合輔幣概念，推出當平盤(𝑚)的值小於3ିଵ時，找出分辨金

幣真偽最大值的方法。 

六、將 1：t 不等臂天秤的發現，推到𝑎：b 天秤，找出分辨金幣真偽最大值的方法。 

參、研究結果 

一、在秤量比為 1：2 的天秤放入不同數量的金幣，求秤數與可分辨金幣真偽最大值的關

係。 

(一) 將金幣分別以、、、…編號，放入不等臂天秤左、右盤，求首次金幣左、右盤分

別為 1 個與 2 個，可分辨金幣真偽的最大值。 

表 1：3 個金幣分辨真偽分析 

秤次 左盤：右盤(金幣) 說明 秤數 

秤(1) ： 
左輕則號金幣為假。…秤(1)  

右輕則假幣在右盤，故進行秤(2) 

2 

秤(2) ： 

為輔幣 

左輕則號金幣為假。…秤(1)＋(2)  

右輕則號金幣為假。…秤(1)＋(2) 
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表 2：4 個金幣分辨真偽分析 

秤次 左盤：右盤(金幣) 說明 秤數 

秤(1) ： 

左輕則號金幣為假。…秤(1)  

右輕則假幣在右盤故進行秤(2) 

平則號金幣為假。…秤(1) 2 

秤(2) ： 
左輕則號金幣為假。…秤(1)＋(2) 

右輕則號金幣為假。…秤(1)＋(2) 

表 3：5 個金幣分辨真偽分析 

秤次 左盤：右盤(金幣) 說明 秤數 

秤(1) ： 

左輕則號金幣為假。…秤(1)  

右輕則假幣在右盤故進行秤(2) 

平則秤(3) 

2 
秤(2) ： 

左輕則號金幣為假。…秤(1)＋(2) 

右輕則號金幣為假。…秤(1)＋(2) 

秤(3) ：   
左輕則號金幣為假。…秤(1)＋(3) 

右輕則號金幣為假。…秤(1)＋(3) 

表 4：6 個金幣分辨真偽分析 

秤次 左盤：右盤(金幣) 說明 秤數 

秤(1) ： 

左輕則號金幣為假。…秤(1) 

右輕則假幣在右盤故進行秤(2) 

平則秤(3) 

2 秤(2) ： 
左輕則號金幣為假。…秤(1)＋(2) 

右輕則號金幣為假。…秤(1)＋(2) 

秤(3) ：   

左輕則號金幣為假。…秤(1)＋(3) 

右輕則號金幣為假。…秤(1)＋(3) 

平則號金幣為假。…秤(1)＋(3)  

1. 因為秤量比為 1：2，首秤左、右盤分別為 1 個與 2 個故最少秤量為 3，秤數𝑛為 2。 

2. 由表 1~表 4 的分析可看出不增加秤數𝑛為 2 的狀況，可分辨金幣真偽的最大值為 6。 

(二) 用樹狀圖分析不同首秤量，分辨金幣真偽最大值與秤數的關係。 

1.    樹狀圖數字(1、2、…)表示金幣數量，「*」或「」為輔幣(以已確認真幣為輔幣)。 
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表 5：樹狀圖分析說明 

首秤量(左：右) 平可秤最大量 可分辨量 

  

1＋2＋3＝6 

秤(1) ： (秤量比為 1：2) 

左輕則號金幣為假， 

右輕則秤(2)， 

平則秤(3) 

秤(2) ： (秤量比為 1：1*) 

左輕則號金幣為假。 

右輕則號金幣為假。 

秤(3) ：  (秤量比為 1：2) 

左輕則號金幣為假。 

右輕則號金幣為假。             

平則號金幣為假。 

2.   由於首秤左、右盤金幣分別為 1 個和 2 個，右邊金幣較多，故「樹狀圖」分析秤數只

需分析右邊金幣所需分辨真假的最大秤數，即可知道最大秤數。 

(1) 首秤「平衡」(左、右相等)時，代表假金幣在未秤的金幣。 

「平衡」時的再秤次數只能等於左盤的再秤次數，才能找出秤的次數與分辨金幣的最

大值的關係。 

(2) 可分辨真偽的金幣量為首秤「左盤」+「右盤」+「平盤」所秤的金幣量。 

以首秤量 1：2 為例，左盤為 1，右盤為 2，平盤的最大量為 3， 

故首秤量為 1：2，可秤的最大量為 1＋2＋3＝6。 

3.   用樹狀圖分析秤量比為 1：2 的不等臂天秤，可分辨金幣真偽的最大值與秤數的關係。 

表 6：樹狀圖分析秤量比 1：2 天秤，秤數 2~6 次可分辨金幣真偽的最大值 

首秤量(左：右)圖示 右量秤數 平可秤最大量 可分辨真偽最大量 秤數 

 
(1)＋1＝2 

 
1＋2＋3＝6 2 

 
(1)＋2＝3 

 

2＋4＋9＝15 3 

 

(1)＋2＝3 

 

3＋6＋9＝18 3 

 

(1)＋2＝3 

 

4＋8＋9＝21 3 



8 
 

 
首秤量(左：右)圖示 右量秤數 平可秤最大量 可分辨真偽最大量 秤數 

 

(1)＋3＝4 

 

5＋10＋27＝42 4 

 

(1)＋3＝4 

 

6＋12＋27＝45 4 

 

(1)＋3＝4 

 

7＋14＋27＝48 4 

 

(1)＋3＝4 

 

8＋16＋27＝51 4 

⁞ ⁞ ⁞ ⁞ ⁞ 

 

(1)＋3＝4 

 

12＋24＋27＝63 4 

 

(1)＋3＝4 

 

13＋26＋27＝66 4 

 

(1)＋4＝5 

 

14＋28＋81＝123 5 

 

(1)＋4＝5 

 

15＋30＋81＝126 5 

 



9 
 

首秤量(左：右)圖示 右量秤數 平可秤最大量 可分辨真偽最大量 秤數 

 

(1)＋4＝5 

 

16＋32＋81＝129 5 

⁞ ⁞ ⁞ ⁞ ⁞ 

 

(1)＋4＝5 

 

40＋80＋81＝201 5 

 

(1)＋5＝6 

 

41＋82＋243＝366 6 

⁞ ⁞ ⁞ ⁞ ⁞ 

 

(1)＋5＝6 

 

121＋242＋243＝606 6 

(三) 整理樹狀圖分析結果 

表 7：不同秤數(𝑛)與可分辨金幣真偽最大值𝑀的關係 

秤數(𝑛) 2 3 4 5 6 …  𝑛 

左最大量 1＝
ଷభିଵ

ଶ
  4＝

ଷమିଵ

ଶ
  13＝

ଷయିଵ

ଶ
 40＝

ଷరିଵ

ଶ
 121＝

ଷఱିଵ

ଶ
  ଷషభିଵ

ଶ
  

右最大量 2＝31─1 8＝32─1 26＝33─1 80＝34─1 242＝35─1 … 3ିଵ − 1  

平最大量 3＝31 9＝32 27＝33 81＝34 243＝35 … 3ିଵ 
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(四) 分辨金幣真偽的最大值(Mn)與秤數(𝒏)的關係 

1. 由(表 6)天秤的樹狀圖和(表 7)樹狀圖的結果分析可推出： 

平盤(𝑚)的最大量為3ିଵ；右盤(𝑚)的最大量為3ିଵ − 1；左盤(𝑚)最大量為
ଷషభିଵ

ଶ
。 

2. 分辨金幣真偽的最大值 Mn＝左盤(𝑚)最大量＋右盤(𝑚)最大量＋平盤(𝑚)最大量。 

3. 故 𝑀＝(
ଷషభିଵ

ଶ
)＋(3ିଵ − 1)＋(3ିଵ)＝

ଷషభିଵ

ଶ
+

(ଷషభିଵ)×ଶ

ଶ
+

ଷషభ×ଶ

ଶ
  ＝ଷషభ×ହିଷ

ଶ
。 

4. 以 𝑛＝3 為例，則𝑀ଷ＝
ଷయషభ×ହିଷ

ଶ
＝

ଽ×ହିଷ

ଶ
＝21。(與表 6 樹狀圖分析結果相符) 

以 𝑛＝5 為例，則𝑀ହ＝
ଷఱషభ×ହିଷ

ଶ
＝

଼ଵ×ହିଷ

ଶ
＝201。(與表 6 樹狀圖分析結果相符) 

5. 根據以上結果因此我們得到定理 1。 

定理 1：秤量比為 1：2 的不等臂天秤，  

設秤數為𝑛，則分辨金幣真偽的最大值(Mn) 為 ଷ
షభ×ହିଷ

ଶ
。 

 (五) 分辨金幣真偽的最小次數 

1. 整理金幣數 𝑚 (包含 1 假幣) 與分辨真偽最小秤數 𝑛 的關係 

表 8：秤量比為 1：2，不同秤數與可分辨金幣真偽量的範圍。 

秤數(𝑛) 2 3 4 5 6 … 𝑛 

金幣數𝑚 3 ~ 6 7 ~ 21 22 ~66 67 ~201 202 ~606 … ≤
ଷషభ×ହିଷ

ଶ
  

2.   根據定理 1 和表 8，可推出總幣數 𝑚 ≤ 
ଷషభ×ହିଷ

ଶ
 。 

2𝑚 ≤ 3ିଵ × 5 − 3 ，3ିଵ ≥
ଶାଷ

ହ
 。 

 𝑛 − 1 ≥ 𝑙𝑜𝑔ଷ  
ଶାଷ

ହ
 ，𝑛 ≥ 𝑙𝑜𝑔ଷ  

ଶାଷ

ହ
+ 1 

𝑛 = ቒ𝑙𝑜𝑔ଷ
ଶାଷ

ହ
ቓ + 1。 

3.   以 m＝60 為例，則 𝑛 = ቒ𝑙𝑜𝑔ଷ
ଶ×ାଷ

ହ
ቓ + 1＝⌈𝑙𝑜𝑔ଷ24.6⌉ + 1＝𝑙𝑜𝑔ଷ27＋1＝3＋1＝4。 

以 m＝100 為例，則 𝑛 = ቒ𝑙𝑜𝑔ଷ
ଶ×ଵାଷ

ହ
ቓ + 1＝⌈𝑙𝑜𝑔ଷ40.6⌉ + 1＝𝑙𝑜𝑔ଷ81＋1＝4＋1＝5。 

(與表 8 結果相符) 

4. 根據以上結果，我們得到定理 1.1。 

定理 1.1：秤量比為 1：2 的不等臂天秤，分辨𝑚個金幣真偽的最少秤數 𝑛為⌈𝑙𝑜𝑔ଷ
ଶାଷ

ହ
⌉ + 1 
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二、在秤量比 1：3 的天秤放入不同數量的金幣，求秤數與可分辨金幣真偽最大值的關係。 

 (一) 以「樹狀圖」分析秤數(𝒏)與分辨金幣真偽最大值 𝑴𝒏的關係。 

表 9：以樹狀圖分析秤量比為 1：3 的天秤，不同秤數可分辨金幣真偽的最大值。 

秤數(𝑛) 2 3 4 5 

樹狀圖 

 

 

𝑀 7 21 63 189 

(二) 整理秤數(𝒏)與可分辨金幣真偽最大值的關係 

表 10：t ＝3，可分辨金幣真偽左盤、右盤與平盤的最大量 

秤數(𝑛) 2 3 4 5 …  𝑛 

左最大量 1 3 9 27  
ଷషభ

ଷ
  

右最大量 3 9 27 81 … 3ିଵ 

平最大量(𝑀) 3 9 27 81 … 3ିଵ 

1.   由表 10 發現首秤左盤最大量為
ଷషభ

ଷ
，右盤最大量為3ିଵ，平盤最大量為3ିଵ。 

2.   秤數𝑛可分辨金幣真偽的最大量 

 𝑀 = ቀ
ଷషభ

ଷ
ቁ + (3ିଵ) + (3ିଵ) = 3ିଶ + 3ିଶ × 3 + 3ିଶ × 3 = 3ିଶ × 7。 

3.   以𝑛＝4為例，𝑀 = 3ିଶ × 7 = 3ସିଶ × 7 = 63。(與表 9 結果相符) 

以𝑛＝5為例，𝑀 = 3ିଶ × 7 = 3ହିଶ × 7 = 189。(與表 9 結果相符) 

4.  因此我們得到定理 2。 

定理 2：秤量比為 1：3 的不等臂天秤， 

設秤數為𝑛，可分辨金幣真偽的最大值 Mn 為3ିଶ × 7。 

(三) 金幣數 𝒎 (包含 1 假幣)與分辨真偽最小秤數 𝒏 的關係 

1. 整理金幣數 𝑚 (包含 1 假幣) 與分辨真偽最小秤數 𝑛 的關係 

表 11：t ＝3，不同秤數與可分辨金幣真偽的範圍 

秤數(𝑛) 2 3 4 5 … 𝑛 

金幣數(𝑚) 3 ~ 7 8 ~ 21 22 ~63 64~189 … ≤ 3ିଶ × 7 
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2. 根據定理 2 和表 11，可推出總幣數 𝑚 ≤ 3ିଶ × 7。 
୫


≤ 3ିଶ，  3ିଶ ≥

୫


， 

 𝑛 − 2 ≥ 𝑙𝑜𝑔ଷ 



，𝑛 ≥ 𝑙𝑜𝑔ଷ 




+ 2。 

𝑛 = ቒ𝑙𝑜𝑔ଷ 



ቓ + 2 。 

故分辨 m 個金幣真偽的最少秤數 𝑛 = ቒ𝑙𝑜𝑔ଷ 



ቓ + 2。 

3.  以𝑚＝60 為例，則 𝑛 = ቒ𝑙𝑜𝑔ଷ 



ቓ + 2，𝑛 = 𝑙𝑜𝑔ଷ9 + 2 = 2 + 2 = 4。 

以𝑚＝100 為例，則 𝑛 = ቒ𝑙𝑜𝑔ଷ 
ଵ


ቓ + 2，𝑛 = 𝑙𝑜𝑔ଷ27 + 2 = 3 + 2 = 5。 (與表 11 結果相符) 

4.  因此我們得到定理 2.1。 

定理 2.1：秤量比為 1：3 的不等臂天秤， 

設秤數為𝑛，分辨𝑚個金幣真偽的最少秤數 𝑛 = ቒ𝑙𝑜𝑔ଷ 



ቓ + 2。 

三、在秤量比 1：4 的天秤放入不同數量的金幣，求秤數與可分辨金幣真偽最大值的關係。 

(一) 以「樹狀圖」分析可分辨金幣真偽最大值𝑴𝒏。 

表 12：以樹狀圖分析秤量比為 1：4 的天秤，不同秤數可分辨金幣真偽的最大值 

秤數(𝑛) 3 4 5 6 

樹狀圖 

 

𝑀 19 57 181 543 

(二) 秤數(𝒏)與可分辨金幣真偽最大值的關係 

表 13：t ＝4，不同秤數可分辨金幣真偽左盤、右盤與平盤的最大量 

秤數(𝑛) 3 4 5 6 … 
n 

奇數 偶數 

左最大量 2 6 20 60 … ଷషభିଵ

ସ
  ଷషభିଷ

ସ
  

右最大量 8＝9－1 24＝27－3 80＝81－1 240＝243－3 … 3ିଵ − 1 3ିଵ − 3 

平最大量 9＝32 27＝33 81＝34 243＝35 … 3ିଵ 
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1. 由表 13 發現秤量比為1：4 的不等臂天秤，秤數(𝑛)與可分辨金幣真偽最大值(𝑀)的關

係如下： 

(1) 若𝑛為奇數，則左盤最大量為
ଷషభିଵ

ସ
，右盤最大量為3ିଵ − 1，平的最大量為3ିଵ。 

可分辨金幣真偽的最大值 

𝑀 = ቀ
ଷషభିଵ

ସ
ቁ + (3ିଵ − 1) + (3ିଵ) =

ଷషభ

ସ
× 9 −

ହ

ସ
=

ଷశభିହ

ସ
。 

(2) 若𝑛為偶數，則右盤最大量為3ିଵ − 3，左盤最大量為
ଷషభିଷ

ସ
，平的最大量為3ିଵ。 

可分辨金幣真偽的最大值M = 3ିଵ + 3ିଵ − 3 +
ଷషభିଷ

ସ
=

ଷషభ

ସ
× 9 −

ଵହ

ସ
=

ଷశభିଵହ

ସ
。 

(3) 若 n 為奇數，則 M為
ଷశభିହ

ସ
；若 n 為偶數，則 M為

ଷశభିଵହ

ସ
。因此我們得到定理 3。 

定理 3：秤量比為 1：4 的不等臂天秤，設秤數為𝑛， 

若 n 為奇數，則分辨金幣真偽最大值 M為
ଷశభିହ

ସ
； 

若 n 為偶數，則分辨金幣真偽最大值 M為
ଷశభିଵହ

ସ
。 

2. 分辨金幣真偽的最大值因𝑛為奇、偶而不同，故無法準確地由金幣數去推斷最少秤數。 

3. 此外，當秤量比𝑚：𝑚＝1：4 時，出現一個例外，即 5 個金幣數(𝑚＝5)，因輔幣不

足而出現比 6 個金幣(𝑚＝6)的最少秤次(𝑛)多 1。 

表 14：秤量比為 1：4，分辨 5 個金幣與 6 個金幣秤數分析 

秤次 5 個金幣 6 個金幣 說明 

秤(1) ： ： 

左輕則號金幣為假。 

右輕則假幣在右盤故進行秤(2) 

平𝑚＝6，號金幣為假 

秤(2) ： ： 
左輕則號金幣為假。  

右輕則假幣在右盤故進行秤(3) 

秤(3) ： ： 

秤(3)時，𝑚＝6，號金幣可以為輔幣，

故可以 3 分法找出左右平 

𝑚＝5，則、號金幣則需再秤(4)。 

秤(4) ： 故 5 個金幣比 6 個金幣，秤數多 1。 
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四、不等臂天秤可分辨金幣真偽的最大值思考。 

(一) 不等臂天秤平盤(𝒎𝒃)、 左盤(𝒎𝒍)與 右盤(𝒎𝒓)的最大值 

1. 等臂天秤分辨金幣真偽的分堆方法為 3 等分法[5]，即每一次欲秤的金幣都能 3 等分未

分辨真偽的金幣量在左盤、右盤與平盤，依此推論分辨金幣最大值為3。 

2. 平盤(𝑚)的金幣真偽分辨，在首秤之後，即確定首秤左、右盤的金幣皆為「真」的狀

況下進行，故可用真幣當輔幣，使天秤達到平衡的要求。故「平盤」可分辨的最大值

應可等於 3。 

3. 若平盤的金幣數為3，要分𝑘次才能保證分辨出金幣真偽，再加上首秤的 1 次，故秤

數為 𝑘 + 1 次。 

4. 設秤數為 𝑛，則平盤(𝑚)的最大值等於3ିଵ。 

5. 因我們研究的天秤為「不等臂」，首秤的金幣量 𝑚：𝑚為 1：t，故首秤的左盤與右

盤不一定能湊到3金幣量，即3ିଵ的金幣量。 

6. 右盤量較多，故右盤的量越接近3ିଵ，越能使分辨金幣真偽的值達到最大，右盤為左

盤的 t 倍，故左盤(𝑚)為 ቂ
ଷషభ

௧
ቃ，右盤為左盤的 t 倍，故右盤(𝑚)為 ቂ

ଷషభ

௧
ቃ × 𝑡。 

7. 因此我們整理出性質 1 

性質 1： 設不等臂天秤秤量比為 1：𝑡 ，秤數為𝑛， 

則首秤 3 盤分辨金幣真偽的最大值左盤(𝑚) ≤ ቂଷషభ

௧
ቃ，右盤(𝑚) ≤ ቂ

ଷషభ

௧
ቃ × 𝑡， 

平盤(𝑚)≤ 3ିଵ。 

(二)平盤最大值為 𝟑𝒏ି𝟏的條件 

定理 4：設不等臂天秤秤量比為 1：𝑡 ，秤數為𝑛， 

若ቂ
ଷషభ

௧
ቃ × (𝑡 + 1) ≥  3ିଶ × (𝑡 − 1)，則平盤最大值為 3ିଵ。 

證明： 

1. 平盤最大值為 3ିଵ，需平盤(𝑚)輔幣的供應量 ≥ 輔幣的需求量，分辨平盤(𝑚)金幣的

右盤(𝑚)才有足夠的輔幣使天秤平衡，達到分辨金幣真偽的功能。 
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2. 平盤(𝑚)輔幣供應量 

平盤(𝑚)的測量在首秤之後，故左、右盤金幣皆可為輔幣。即 

平盤(𝑚)輔幣供應量＝首秤的左盤(𝑚)＋右盤(𝑚) = ቂ
ଷషభ

௧
ቃ + ቂ

ଷషభ

௧
ቃ × 𝑡。 

3. 平盤(𝑚) 為3ିଵ的輔幣需求量 

表 15：平盤(𝑚) 為3ିଵ的輔幣需求量分析 

平盤欲分辨金幣量 加入輔幣使天秤達平衡的量 𝑚輔幣需求量(紅字) 

   

(1) 若平盤(𝑚)可分辨量的最大值為3ିଵ，依 3 分法等分 3 份， 

左盤(𝑚)＝右盤(𝑚)＝平盤(𝑚)＝3ିଶ。(如表 15 左圖) 

(2) m：m秤量比為 1：𝑡，故左盤(𝑚)為3ିଶ時，右盤(𝑚)需為3ିଶt，不等臂天

秤才能達平衡狀況，故m需填加「輔幣」使天秤達平衡。(如表 15 中圖) 

(3)  m的輔幣需求量＝「天秤達平衡的金幣量」減「欲分辨真偽的金幣量」 

                               ＝3ିଶ × 𝑡 − 3ିଶ = 3ିଶ × (𝑡 − 1)…(如表 15 右圖) 

(4) 輔幣的供應量 ≥ 輔幣的需求量，平盤的金幣量才能為3ିଵ， 

平盤(𝑚)輔幣的最大供應量= ቂ
ଷషభ

௧
ቃ × (𝑡 + 1)，輔幣需求量= 3ିଶ × (𝑡 − 1)， 

ቂ
ଷషభ

௧
ቃ × (𝑡 + 1) ≥  3ିଶ × (𝑡 − 1)。故平盤最大值為 3ିଵ； 

(5) 故ቂ
ଷషభ

௧
ቃ × (𝑡 + 1) ≥  3ିଶ × (𝑡 − 1)也可視為平盤最大值為 3ିଵ的判斷式。 

(三) 分析平盤為 𝟑𝒏ି𝟏，秤量比 1：𝒕，𝒕 的最大值  

1. 由表 6、表 9 和表 12 的樹狀圖分別推出的定理 2、定理 3 和定理 4 平盤最大值都等於 

3ିଵ ，秤量比 1：𝑡，𝑡越大，所需的輔幣就越多，故以𝑡的最大值「4」，代入平盤

(𝑚)為 3ିଵ的判斷式，證明是否符合。 

(1) 若秤量比 1：𝑡，𝑡＝4， 𝑚為 3ିଵ的判斷式為ቂ
ଷషభ

ସ
ቃ × (4 + 1)≥ 3ିଶ(4―1)。 

(2) 右式＝3ିଶ(4―1)＝3ିଶ3 ＝3ିଵ。 

(3) 左式中ቂ
ଷషభ

ସ
ቃ，若秤數𝑛為奇數則ቂ

ଷషభ

ସ
ቃ＝

ଷషభିଵ

ସ
，若秤數𝑛為偶數，則 ቂ

ଷషభ

ସ
ቃ＝

ଷషభିଷ

ସ
。 
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 若秤數 𝑛為奇數，則左式＝
ଷషభିଵ

ସ
× (4 + 1)＝3ିଵ + ቀ3ିଵ ×

ଵ

ସ
−

ହ

ସ
ቁ。 

𝑡 = 4，最小秤量為 1：4，3ଵ<4< 3ଶ，最小秤數為 3，故ቀ3ିଵ ×
ଵ

ସ
−

ହ

ସ
ቁ > 0， 

故3ିଵ + ቀ3ିଵ ×
ଵ

ସ
−

ହ

ସ
ቁ > 3ିଵ；左式>右式。 

 若秤數 𝑛為偶數，則 ቂ
ଷషభ

ସ
ቃ＝

ଷషభିଷ

ସ
；秤數𝑛為偶數的最小值為 4， 

則右式＝
ଷషభିଷ

ସ
× (4 + 1)＝3ିଵ + ቀ3ିଵ ×

ଵ

ସ
−

ଵହ

ସ
ቁ，(3ିଵ ×

ଵ

ସ
−

ଵହ

ସ
)＞0， 

故3ିଵ + ቀ3ିଵ ×
ଵ

ସ
−

ଵହ

ସ
ቁ＞3ିଵ，左式 ＞右式。 

秤量比 1：𝑡，𝑡 ≤4，秤數𝑛無論奇、偶，左式都大於右式，故符合𝑚為 3ିଵ的條

件。 

2. 若秤量比 1：𝑡，𝑡為 5， 𝑚為 3ିଵ的ㄆㄢ為ቂ
ଷషభ

ହ
ቃ × (5 + 1)≥ 3ିଶ(5―1)。 

 ቂ
ଷషభ

ହ
ቃ 變數較大，故我們直接以𝑛＝3、4、5代入求證 

表 16：代入平盤=3ିଵ的判斷式分析 𝑡為 5，平盤(𝑚)能否等於 3ିଵ  

𝑛 3 4 5 6 

左式：ቂ
ଷషభ

ହ
ቃ(5＋1) 6 30 96 288 

右式：3ିଶ(5―1) 12 36 108 324 

結果 
6 − 12 = −6 

左式＜右式 

30 − 36 = −6 

左式＜右式 

96 − 108 = −12 

左式＜右式 

288 − 324 = −36 

左式＜右式 

      故當秤量比 1：𝒕，𝒕為 5時，秤數𝑛 = 3~6皆無法滿足平盤最大值為 3ିଵ的判斷式。 

3. 若秤量比 1：𝒕，𝒕＝6、7、8、9，平盤(𝑚)的最大值是否為3ିଵ。 

(1) 以秤數𝑛＝3 和 4，分析能否滿足𝑚為 3ିଵ的判斷式。 

表 17：𝑡＝6 ~ 9，秤數𝑛為 3，平盤(𝑚)能否滿足 3ିଵ的判斷式分析 

t 6 7 8 9 

左式：ቂ
ଷషభ

௧
ቃ(t＋1) ቂ

ଽ


ቃ × 7 =7 ቂ

ଽ


ቃ × 8 =8 ቂ

ଽ

଼
ቃ × 9 = 9 ቂ

ଽ

ଽ
ቃ × 10 = 10 

右式：3ିଶ(t－1) 35＝15 36＝18 37＝21 38＝24 

結果 
7－15＝ − 8 

左式＜右式 

8 − 18 = −10 

左式＜右式 

9 − 21 = −12 

左式＜右式 

10 − 24 = −14 

左式＜右式 
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表 18：𝑡＝6 ~ 9，𝑛為 4，平盤(𝑚)能否滿足 3ିଵ的判斷式分析 
t 6 7 8 9 

左式：ቂ
ଷషభ

௧
ቃ(t＋1) ቂ

ଶ


ቃ × 7 =28 ቂ

ଶ


ቃ × 8 =24 ቂ

ଶ

଼
ቃ × 9 = 27 ቂ

ଶ

ଽ
ቃ × 10 = 30 

右式：3ିଶ(t－1) 95＝45 96＝54 97＝63 98＝72 

結果 
28 − 45 = −17 

左式＜右式 
24−54=−30 
左式＜右式 

27−63=−36 
左式＜右式 

30−72=−42 
左式＜右式 

(2) 當秤量比 1：𝑡，𝑡＝6 ~ 9，定理 4 中左式與右式的差值會隨著秤數 𝑛的增加而擴大，

故無法符合𝑚為 3ିଵ的判斷式，因此平盤(𝑚)可分辨的最大值小於 3ିଵ。 

4. 當秤量比 1：𝑡，𝑡 ≤4，平盤(𝑚)的最大值為3ିଵ； t ≥5，平盤的最大值小於3ିଵ。 

(四) 整理秤量比 1：𝒕，𝒕≤ 4，最少秤數(n)與可分辨金幣真偽最大值(𝑴𝒏)的關係。 

定理 5：設不等臂天秤秤量比為 1：𝑡 ，秤數為𝑛， 

當 t ≤ 4，則可分辨金幣真偽最大值(𝑀) 為ቂ
ଷషభ

௧
ቃ × (𝑡 + 1) + 3ିଵ。 

證明：  

1. 當 t ≤4 時，符合𝑚為 3ିଵ的判斷式，故平盤(𝑚)可分辨的最大值為3ିଵ。 

2. 右盤量較多，故右盤的量越接近3ିଵ，越能使分辨金幣真偽的值達到最大， 

右盤為左盤的 t 倍，故左盤為ቂ
ଷషభ

௧
ቃ，右盤為左盤的 t 倍，故右盤為ቂ

ଷషభ

௧
ቃ × 𝑡。 

3. 𝑀＝左盤最大量＋右盤最大量＋平盤最大量 ＝ ቂଷషభ

௧
ቃ + ቂ

ଷషభ

௧
ቃ × 𝑡 + 3ିଵ 

     ＝ቂ
ଷషభ

௧
ቃ × (𝑡 + 1) + 3ିଵ。 

4. 分別以 t ＝2、3、4 代入 𝑀＝ቂ
ଷషభ

௧
ቃ × (𝑡 + 1) + 3ିଵ驗證 

(1) t＝2， 𝑀＝ቂ
ଷషభ

ଶ
ቃ × (2 + 1) + 3ିଵ＝

ଷషభିଵ

ଶ
3＋3ିଵ＝

ଷషభ×ହିଷ

ଶ
 (與定理 1 相符) 

(2) t＝3， 𝑀＝ቂ
ଷషభ

ଷ
ቃ × (3 + 1) + 3ିଵ＝3ିଶ × 4 + 3ିଶ × 3＝3ିଶ × 7 (與定理 2 相符) 

(3) t＝4，𝑀＝ቂ
ଷషభ

ସ
ቃ × (4 + 1) + 3ିଵ； 

若 n 為奇數，則ቂ
ଷషభ

ସ
ቃ = ଷ

షభିଵ

ସ
；𝑀＝

ଷషభିଵ

ସ
× 5 +

ଷషభ×ସ

ସ
=

ଷషభ×ଽିହ

ସ
＝

ଷశభିହ

ସ
。 

若 n 為偶數，則ቂ
ଷషభ

ସ
ቃ = ଷ

షభିଷ

ସ
；𝑀＝

ଷషభିଷ

ସ
× 5 +

ଷషభ×ସ

ସ
=

ଷషభ×ଽିଵହ

ସ
＝

ଷశభିଵହ

ସ
。 

(與定理 3 相符) 

5.  故當 t ≤ 4，可分辨金幣真偽最大值(𝑀) 為ቂ
ଷషభ

௧
ቃ × (𝑡 + 1) + 3ିଵ。 
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五、當秤量比 1：𝒕，𝒕≥5 時，應如何找到最少秤數(𝒏)與可分辨金幣真偽最大值(𝑴𝒏)的關係 

(一) 再秤量的分法：類 3 分法 

1.  當 t ≥5 時，無法滿足𝑚為 3ିଵ判斷式，主要原因在於輔幣供應量小於輔幣需求量，

如何在不改變分析的金幣量的狀況下，有效降低輔幣的需求量，首秤之後的再秤量，

我們提出了「類 3 分法」。 

定義 1：「類 3 分法」是針對不等臂天秤首秤之後的金幣真偽分辨，設計「最低輔幣需求

的分類方法」。即在天秤的右盤和平盤各分3個金幣，  

其餘 𝑚－32 個金幣分在左盤的方法。 

表 19：類 3 分法與 3 等分法的比較(秤量比 1：𝑡，𝑡 = 5，金幣量= 21) 

類 3 分法 

 

類 3 分法是將 21 分成 3、9、9， 

則右盤的輔幣需求量 ＝35－9＝6 

3 等分法 

 

3 等分法是將 21 分成 7、7、7， 

則右盤的輔幣需求量 ＝75－7＝28 

2.  我們採用的「類 3 分法」，就是將影響「輔幣量」多寡的「左盤壓到最低，右盤提到

最高，使輔幣需求量降至最低」的分類方法，能幫助我們使用不等臂天秤分辨金幣真

偽時，以最少的秤數分辨出金幣真偽的最大量。 

(二) 右盤(𝒎𝒓)輔幣考量 

定理 6：設不等臂天秤秤量比為 1：𝑡 ，秤數為𝑛，則右盤(𝑚) 的輔幣判斷式為 

𝑚＋𝑚≥ (𝑚－3ିଶ2)t－3ିଶ。 

說明： 

表 20：右盤(𝑚)的輔幣需求分析 

類 3 分法分𝑚欲秤金幣 加入輔幣使天秤達平衡的量 𝑚輔幣需求量 

   

1.  以「類 3 分法」分首秤右盤金幣，則 

右盤(𝑚)＝平盤(𝑚)＝3ିଶ，左盤(𝑚)＝首秤右盤(𝑚)－3ିଶ2。(如表 20 左圖) 
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2.  右盤(𝑚)為左盤(𝑚) 的 𝑡倍，天秤才能平衡，故右盤(𝑚)加入輔幣使天秤達平衡的量

為(𝑚－3ିଶ2)t。 

3.  右盤(𝑚)輔幣的需求量＝達平衡的量－欲秤量＝(𝑚－3ିଶ2)t－3ିଶ 

4.  右盤(𝑚)的輔幣的供應量＝首秤左盤(𝑚)＋平盤(𝑚) 

5.  輔幣供應量 ≥ 輔幣需求量，才能使不等臂天秤數維持平衡分辨金幣真偽，故 

左盤(𝑚)＋平盤(𝑚) ≥ (𝑚－3ିଶ2)t－3ିଶ為右盤(𝑚)的輔幣判斷式。 

換句話說右盤(𝒎𝒓)的極大值需符合右盤(𝒎𝒓)的輔幣判斷式。 

 (三) 平盤(𝒎𝒃) 輔幣考量 

定理 6.1：設不等臂天秤秤量比為 1：𝑡 ，秤數為𝑛，則平盤(𝑚) 的輔幣判斷式為 

𝑚＋𝑚≥ (𝑚－3ିଶ2)t－3ିଶ。 

說明： 

表 21：平盤(𝑚)的輔幣需求分析 

類 3 分法分未秤金幣 𝑚與𝑚天秤達平衡的量 𝑚輔幣需求量 

   

1.  首秤平盤(𝑚)可分辨的最大理想值為 3ିଵ，已知 t ≥5 時，因輔幣需求增加，故 

平(𝑚)可分辨的最大值小於 3ିଵ。 

2.  平盤(𝑚)，以「類 3 分法」分首秤平盤金幣，則右盤(𝑚)＝平盤(𝑚)＝3ିଶ， 

左盤(𝑚)＝首秤平盤(𝑚)－3ିଶ2。 

3.  左盤(𝑚) ＝𝑚－3ିଶ2，為使天秤左、右盤平衡(右盤為左盤的𝑡倍)， 

則右盤(𝑚) 加入輔幣使天秤達平衡的量為(𝑚－3ିଶ2)t 

4.  故右盤(𝑚)的輔幣需求量＝達平衡的量－欲秤量＝(𝑚－3ିଶ2)t－3ିଶ 

5. 右盤(𝑚)的輔幣供應量＝首秤左盤(𝑚)＋右盤(𝑚) 

6.  輔幣供應量 ≥ 輔幣需求量，才能使秤數＝n，故 

左盤(𝑚)＋右盤(𝑚)需 ≥ (𝑚－3ିଶ2)t－3ିଶ，我們稱之為平盤(𝑚)的輔幣判斷式。 

換句話說平盤(𝑚)的極大值需符合平盤(𝑚)的輔幣判斷式。 
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(四) 當 t ≥ 5 時，分辨金幣真假的最大值𝑴𝒏需符合輔幣要求的 2 個條件 

1.  左盤(𝑚)＋平盤(𝑚) ≥ (𝑚－3ିଶ2)t－3ିଶ……右盤(𝑚)的輔幣判斷式。 

2.  左盤(𝑚)＋右盤(𝑚)≥(𝑚－3ିଶ2)t－3ିଶ……平盤(𝑚)的輔幣判斷式。 

3.  換句話說，當秤量比 1：𝑡，𝑡≥ 5 時，我們可以「類 3 分法」分配再秤量，搭配𝑚與𝑚

的輔幣判斷式推算分辨金幣真偽的最大值𝑀。 

 (五) 當 t ≥ 5 時，加入類 3 分法與輔幣的概念，推算分辨金幣真偽的最大值。 

性質 2：設不等臂天秤秤量比為 1：𝑡 ，秤數為𝑛，當 t ≥ 5 時， 

左盤(𝑚) ≤ ቂ
ଷషభ

௧
ቃ，右盤(𝑚)＝ቂ

ଷషభ

௧
ቃ × 𝑡，平盤(𝑚) ≤ 

൫ଷషమ＋＋ೝ൯

௧
൨＋3ିଶ × 2。 

且 3ିଵ ≥ 𝑚 ≥ 𝑚。 

說明： 

1.  由性質 1(14 頁)得知首秤 3 盤分辨金幣真偽的最大值左盤(𝑚) ≤ ቂଷషభ

௧
ቃ， 

右盤(𝑚) ≤ ቂ
ଷషభ

௧
ቃ × 𝑡，平盤(𝑚)≤ 3ିଵ。 

2.  以輔幣的概念思考平盤的最大值 

表 22：平盤(𝑚)最大值分析 

類 3 分法分未秤金幣 加入輔幣後𝑚與𝑚天秤達平衡的量 𝑚 最大值 

  

(1) 分平盤(𝑚)金幣採「類 3 分法」(如表 22 左圖)，右盤𝑚與平盤𝑚皆為3ିଶ。 

(2) 左盤(𝑚)＋右盤(𝑚)為分析平盤(𝑚)金幣真偽時輔幣的供應最大量，故右盤(𝑚)加

入輔幣使天秤達平衡的最大量為3ିଶ + (𝑚 + 𝑚)。 

(3) 𝑚為𝑚的 t 倍，故 𝑚最大量為 
൫ଷషమ＋＋ೝ൯

௧
൨。 

(4) 首秤平盤 (𝑚)的最大量＝𝑚 + 3ିଶ × 2＝ 
൫ଷషమ＋＋ೝ൯

௧
൨＋3ିଶ × 2。 

3. 若平盤 𝑚為 
൫ଷషమ＋＋ೝ൯

௧
൨＋3ିଶ × 2。指以最大輔幣需求量估算𝑚的值，故 

輔幣需求量＝輔幣供應量。 
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4. 右盤的輔幣需求量因左盤𝑚與𝑡值而有所不同，換句話說，右盤的輔幣需求量不一定達

最大量(輔幣供應量)。右盤(𝑚)為𝑚 × 𝑡時，輔幣需求量≤輔幣供應量。 

5.  重新審視𝑚與𝑚的輔幣判斷式。 

(1) 左盤(𝑚)＋平盤(𝑚) ≥ (𝑚－3ିଶ2)t－3ିଶ……𝑚的輔幣判斷式。 

(2) 左盤(𝑚)＋右盤(𝑚)≥(𝑚－3ିଶ2)t－3ିଶ……𝑚的輔幣判斷式。 

(3) 若右盤(𝑚)的輔幣供應量＝輔幣需求量，則𝑚＋𝑚= (𝑚－3ିଶ2)t－3ିଶ…… 

平盤(𝑚)的輔幣供應量＝輔幣需求量，則𝑚＋𝑚=(𝑚－3ିଶ2)t－3ିଶ…… 

式－式，則 

 𝑚 − 𝑚 = 𝑚t－𝑚t….. 

𝑚 + 𝑚𝑡 = 𝑚 + 𝑚t ， 

 𝑚(1+t) = 𝑚(1+t) 

𝑚 = 𝑚。 

(4) 若右盤(𝑚) 輔幣需求量<輔幣供應量，設輔幣供應量＝輔幣需求量＋𝑎， 

則式可修正為式 

𝑚＋𝑚= (𝑚－3ିଶ2)t－3ିଶ+𝑎…。 

式－式，則 

𝑚 − 𝑚 = 𝑚t－𝑚t +𝑎… 

𝑚 + 𝑚𝑡 = 𝑚 + 𝑚t +𝑎 

 𝑚(1+t) = 𝑚(1 +t) +𝑎 

𝑚 = 𝑚＋


ଵା௧
 

𝑚 > 𝑚。 

(5) 平盤(𝑚)≤ 3ିଵ (性質 1)，故3ିଵ ≥ 𝑚 ≥ 𝑚。 

6. 當我們以性質 2 首秤預估最大值左盤(𝑚)為 ቂ
ଷషభ

௧
ቃ，右盤(𝑚)為𝑚 × 𝑡， 

平盤( 𝑚)為 
൫ଷషమ＋＋ೝ൯

௧
൨＋3ିଶ × 2，推算分辨金幣真偽最大值𝑀時，需注意

3ିଵ ≥ 𝑚 ≥ 𝑚。 

7.  故推算分辨金幣真偽最大值𝑀時， 

若出現平盤(𝑚) < 右盤(𝑚)，我們可直接調降左盤(𝑚)與右盤(𝑚)的值。 

若出現平盤( 𝑚)的預估值 
൫ଷషమ＋＋ೝ൯

௧
൨＋3ିଶ × 2 > 3ିଵ，則將平盤( 𝑚)的值調為

3ିଵ。求得分辨金幣真偽的最大值𝑀。 
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 (1) 以 t ＝6，𝑛＝6 為例 

  𝑚為 ቂ
ଷలషభ


ቃ ≤ 40；𝑚 = 406 = 240，𝑚 = 

൫ଷలషమ＋ସ＋ଶସ൯


൨＋3ିଶ × 2 =222。 

222<240(不符第 20 頁性質 2 要求)，調降𝑚為 38。 

  𝑚 = 38；𝑚=386=228，𝑚 = 
൫ଷలషమ＋ଷ଼＋ଶଶ଼൯


൨＋3ିଶ × 2 =219。 

219<228，𝑚 < 𝑚(不符性質 2 要求)。調降𝑚為 37。 

 𝑚 = 37；𝑚 = 376 =222，𝑚 = 
൫ଷలషమ＋ଷ＋ଶଶଶ൯


൨＋3ିଶ × 2 =218。 

218<222(不符性質 2 要求)。調降𝑚為 36。 

 𝑚 = 36；𝑚 = 366 =216，𝑚 = 
൫ଷలషమ＋ଷ＋ଶଵ൯


൨＋3ିଶ × 2 =217。 

217>216(符合性質 2 要求)，則分辨金幣最大值𝑀=36+216+217=469 

(2)  代入𝑚與𝑚的輔幣判斷式，發現與我們推測相符。 

表 23：t ＝6，𝑛＝6 推估分辨金幣真偽最大值𝑀過程 

平盤與右盤  222<240  219<228  218<222  217>216 

圖示 

判斷式 
𝑚 
𝑚 

40+222<387 

40+240>279 

38+219<315 

38+228>261 

37+218<279 

37+222>261 

36+217>253 

36+216>249 

 

小結：秤量比為𝟏：𝒕 的不等臂天秤，能以首秤 3 盤的預估最大值推算分辨金幣真偽的 

最大值𝑴𝒏。 

1.   以首秤預估最大值左盤𝑚為 ቂ
ଷషభ

௧
ቃ，右盤𝑚為 ቂ

ଷషభ

௧
ቃ × 𝑡， 

平盤 𝑚為 
൫ଷషమ＋＋ೝ൯

௧
൨＋3ିଶ × 2，代入求左盤𝑚、右盤𝑚與平盤𝑚的最大值。 

2.  若平盤𝑚<右盤𝑚，則調降左盤𝑚與右盤𝑚的值，直至平盤𝑚≥右盤𝑚 ； 

若
൫ଷషమ＋＋ೝ൯

௧
൨＋3ିଶ × 2 > 3ିଵ，則𝑚為3ିଵ。 

3. 分辨金幣真偽最大值𝑀等於此時左盤、右盤和平盤的和。 

即 𝑀＝ቂ
ଷషభ

௧
ቃ × (1 + 𝑡)＋

൫ଷషమ＋＋ೝ൯

௧
൨＋3ିଶ × 2。 
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 (六)以首秤 3 盤預估最大值求分辨金幣真偽的最大值是否適用秤量比 1：𝒕，𝒕 ≤ 4。 

1.  首秤 3 盤預估最大值𝑚＝ ቂ
ଷషభ

௧
ቃ，𝑚＝𝑚 × 𝑡， 𝑚＝ 

൫ଷషమ＋＋ೝ൯

௧
൨＋3ିଶ × 2，且

3ିଵ ≥ 𝑚 ≥ 𝑚。 

2. 設秤數𝑛為 4，秤量比 1：𝑡，𝑡為 2~4，求首秤 3 盤預估最大值關係。 

表 24：秤量比 1：𝑡，𝑡＝2、3、4，秤數𝑛為 4 推估分辨金幣真偽最大值𝑀 

𝑡 2 3 4 

𝑚 13 9 6 

𝑚 26 27 24 

𝑚預估值 42= 3ଷ+153ଷ 33= 3ଷ+63ଷ 27= 3ଷ 

𝑚 ≥ 𝑚 27>26(符合) 27=27(符合) 27>24(符合) 

𝑀 13+26+27=66 9+27+27=63 57 

(1) 由表 24，可看出當秤量比 1：𝑡，𝑡為 2~4 時，符合平盤𝑚≥右盤𝑚的要求。 

(2) 但平盤𝑚的值皆大於3ିଵ，故𝑚為 
൫ଷషమ＋＋ೝ൯

௧
൨＋3ିଶ × 2的值皆需調整為3ିଵ。 

3. 故當秤量比 1：𝑡，𝑡為 2~4 時，分辨金幣真偽的最大值(𝑀)  

＝ቂ
ଷషభ

௧
ቃ + ቂ

ଷషభ

௧
ቃ × 𝑡 + 3ିଵ＝ቂ

ଷషభ

௧
ቃ × (𝑡 + 1) + 3ିଵ。(與定理 5 的推測相符) 

4. 故以首秤3 盤預估的最大值推測分辨金幣真偽的最大值亦適用秤量比 1：𝑡，𝑡≤ 4。 

5. 以首秤 3 盤的預估最大值推算分辨金幣真偽的最大值𝑀，適用所有秤量比 1：t 的天秤

對最大值的推估。 

六、不等臂天秤秤量比為 𝒂：𝒃，分辨金幣真偽最大值探討。 

(一) 若不等臂天秤秤量比為 𝒂：𝒃 是否存在平盤𝒎𝒃最大值為𝟑𝒏ି𝟏的狀況？ 

定理 7：秤量比為 𝑎：𝑏 的不等臂天秤，設秤數為𝑛，則平盤(𝑚)最大值為3ିଵ的判斷式 

為 ቂଷషభ


ቃ × (𝑎 + 𝑏) ≥ ቒ

ଷషమ


ቓ × (𝑎 + 𝑏) − 3ିଶ × 2。 

證明： 

1.  設不等臂天秤秤量比𝑚：𝑚 = 𝑎：𝑏，右盤量較多，故右盤的量 13n ， 

左盤為右盤的
a

b
倍，故左盤≤

ଷషభ


× 𝑎，且為 a 的整數倍，故左盤≤ ቂ

ଷషభ


ቃ × 𝑎。 

2.   右盤為左盤的
b

a
倍，故右盤≤ ቂ

ଷషభ


ቃ × 𝑎 ×

b

a
= ቂ

ଷషభ


ቃ × 𝑏。 
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3. 平盤 ( )bm 輔幣供應量＝首秤的左盤 ( )lm ＋右盤 ( )rm ，  

平盤 ( )bm 輔幣供應的最大量= ቂ
ଷషభ


ቃ × 𝑎 + ቂ

ଷషభ


ቃ × 𝑏 = ቂ

ଷషభ


ቃ × (𝑎 + 𝑏)。 

4.平盤𝑚為3ିଵ的輔幣需求量 

表 25：平盤𝑚為3ିଵ的輔幣需求量分析 

平盤欲分辨真偽金幣量 𝑚與𝑚天秤達平衡的量 𝑚輔幣需求量 

   

(1) 平盤(𝑚)可分辨量的最大值為3ିଵ，可依 3 分法等分 3 份， 

左盤(𝑚)＝右盤(𝑚)＝平盤(𝑚)＝3ିଶ。 

(2) 天秤平衡的狀況，加入輔幣後左盤(𝑚) ≥ 3ିଶ且為𝑎的整數倍，故 

左盤(𝑚)＝ቒ
ଷషమ


ቓ × 𝑎；左盤(𝑚)的輔幣需求＝ቒ

ଷషమ


ቓ × 𝑎 − 3ିଶ。 

(3)  加入輔幣後右盤(𝑚)為 ቒ
ଷషభ


ቓ × 𝑏，右盤(𝑚)的輔幣需求＝ቒ

ଷషమ


ቓ × 𝑏 − 3ିଶ。 

(4)  𝑚輔幣需求量＝ቒ
ଷషమ


ቓ × 𝑎 − 3ିଶ + ቒ

ଷషమ


ቓ × 𝑏 − 3ିଶ＝ቒ

ଷషమ


ቓ × (𝑎 + 𝑏) − 3ିଶ × 2。 

5.  輔幣的供應量需 ≥ 輔幣的需求量，平盤(𝑚)才有足夠的輔幣分辨金幣的真偽。 

故平盤(𝑚)最大值為3ିଵ的判斷式為ቂ
ଷషభ


ቃ × (𝑎 + 𝑏) ≥ ቒ

ଷషమ


ቓ × (𝑎 + 𝑏) − 3ିଶ × 2。 

(二)  若秤量比 𝒎𝒍：𝒎𝒓＝𝒂：𝒃，求平盤(𝒎𝒃)最大值為𝟑𝒏ି𝟏的限制。 

1.   𝑚：𝑚＝1：𝑡 時，𝑡 ≤ 4符合平盤最大值為3ିଵ，故𝑚與𝑚的比值暫取 3~5 之間加

以分析。 

2. 以秤數 𝑛＝4，秤量比𝑎：𝑏＝2：3、2：5、2：7、2：9 代入定理 7 分析是否符合平盤

(𝑚)最大值為3ିଵ的判斷式。 

表 26：秤量比為 2：b 不等臂天秤，平盤(𝑚)最大值為3ିଵ分析 

秤量比(𝑚：𝑚) 2：5 2：7 2：9 2：11 

左式＝ቂ
ଷరషభ


ቃ × (2 + 𝑏) 57＝35 39＝27 311＝33 213＝26 

右式＝ቒ
ଷరషమ

ଶ
ቓ(2+b)－

3ସିଶ2 
57－18＝17 59－18＝27 511－18＝37 513－18＝47 

結果 
35－17＝18 

左式>右式 

27－27＝0 

左式>右式 

33－37＝－4 

左式<右式 

26－47＝－21 

左式<右式 

 (1) 秤量比 2：b 的不等臂天秤，當 b 值≤7 時，平盤(𝑚)最大值為3ିଵ。 
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3. 以秤數 𝑛＝4，秤量比𝑎：𝑏＝ 3：10、3：11、3：13、3：14 代入代入定理 7 分析是否符

合平盤(𝑚)最大值為3ିଵ的判斷式。表 27：秤量比為 3：b 不等臂天秤，平盤(𝑚)最大

值為3ିଵ分析 

𝑚：𝑚 3：10 3：11 3：13 3：14 

左式＝ቂ
ଷరషభ


ቃ × (𝑎 + 𝑏)  213＝26 214＝28 216＝32 117＝17 

右式＝ቒ
ଷరషమ

ଷ
ቓ(𝑎+b)－3ସିଶ2 313－18＝21 314－18＝24 316－18＝30 317－18＝33 

結果 
26－21＝5 

左式>右式 

28－24＝4 

左式>右式 

32－30＝2 

左式>右式 

17－33＝－16 

左式<右式 

秤量比 3：b 的不等臂天秤，當 b 值≤13 時，平盤(𝑚)最大值為3ିଵ。 

4.  以秤數 𝑛＝4，秤量比𝑎：𝑏＝4：11、4：13、4：15、4：17 代入代入定理 7 分析是否符合

平盤(𝑚)最大值為3ିଵ的判斷式。 

表 28：秤量比為 4：b 不等臂天秤，平盤(𝑚)最大值為3ିଵ分析 

𝑚：𝑚 4：11 4：13 4：15 4：17 

左式＝ቂ
ଷరషభ


ቃ × (𝑎 + 𝑏)  215＝30 217＝34 119＝19 121＝21 

右式＝ቒ
ଷరషమ

ସ
ቓ(𝑎+b)－3ସିଶ2 315－18＝27 317－18＝33 319－18＝39 321－18＝45 

結果 
30－27＝3 

左式>右式 

34－33＝1 

左式>右式 

19－39＝－20 

左式<右式 

21－45＝－24 

左式<右式 

4：b 的不等臂天秤，當 b 值≤13 時，平盤(𝑚)最大值為3ିଵ。 

5. 𝑎＝5，以以秤量比𝑚：𝑚＝5：13、5：14、5：17、5：19 代入定理 7 分析是否符合

平盤(𝑚)最大值為3ିଵ的判斷式。 

表 29：秤量比為 5：b 不等臂天秤，平盤(𝑚)最大值為3ିଵ分析 

𝑚：𝑚 5：13 5：14 5：16 5：17 

左式＝ቂ
ଷరషభ


ቃ × (𝑎 + 𝑏)  218＝36 119＝19 121＝21 122＝22 

右式＝ቒ
ଷరషమ

ହ
ቓ(𝑎+b)－3ସିଶ2 218－18＝18 219－18＝20 221－18＝24 222－18＝26 

結果 
36－18＝18 

左式>右式 

19－20＝−1 

左式<右式 

21－24＝－3 

左式<右式 

22－26＝－4 

左式<右式 

 5：b 的不等臂天秤，當 b 值≤13 時，平盤(𝑚)最大值為3ିଵ。 
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6. 若 𝑎：𝑏不等臂天秤符合平盤𝑚最大值為3ିଵ的判斷式，則分辨金幣最大值 

𝑀＝左盤(𝑚)和右盤(𝑚)最大值 + 3ିଵ=ቂ
ଷషభ


ቃ × (𝑎 + 𝑏) + 3ିଵ。 

7.  不等臂天秤秤量比為 𝑎：𝑏 ，亦存在符合平盤𝑚最大值為3ିଵ的判斷式。但會因 𝑎值的

不同，合乎條件的𝑚與𝑚比值也不一樣，故比不上 1：t 不等臂天秤的單純化。 

8. 若平盤(𝑚)最大值為 3ିଵ，則分辨金幣真偽的最大值𝑀＝ቂ
ଷషభ


ቃ × (𝑎 + 𝑏) + 3ିଵ。 

(三) 秤量比為 𝒂：𝒃 不等臂天秤的輔幣判斷式 

定理 8：秤量比為 𝑎：𝑏 的不等臂天秤，設秤數為𝑛，則右盤(𝑚) 的輔幣判斷式為 

𝑚＋𝑚≥ ቒ
ೝିଷషమ×ଶ


ቓ × (𝑎 + 𝑏) + 3ିଶ − 𝑚。 

定理 8.1：秤量比為 𝑎：𝑏 的不等臂天秤，設秤數為𝑛，則平盤(𝑚) 的輔幣判斷式為 

𝑚＋𝑚 ≥  ቒ
್ିଷషమ×ଶ


ቓ × (𝑎 + 𝑏) + 3ିଶ − 𝑚。 

說明： 

表 30：右盤𝑚輔幣需求量分析 

類 3 分法分右盤(𝑚)金幣 加輔幣後天秤達平衡量 𝑚輔幣需求量 

   

1. 首秤右盤(𝑚)的輔幣判斷式 

(1) 以類 3 分法分右盤(𝑚)未分辨真偽的金幣，則右盤(𝑚) = 平盤(𝑚) = 3ିଶ， 

左盤(𝑚) = 𝑚 − 3ିଶ × 2。(見表 30 左圖) 

(2) 秤量比為 𝑎：𝑏，故𝑚與𝑚加入輔幣後取其較大值，分別為ቒ
ೝିଷషమ×ଶ


ቓ × 𝑎與

ቒ
ೝିଷషమ×ଶ


ቓ × 𝑏。(見表 30 中圖) 

(3) 右盤(𝑚)的輔幣需求量＝𝑚與𝑚加輔幣後達平衡量－𝑚與𝑚的金幣量 

＝ቒ
ೝିଷషమ×ଶ


ቓ × 𝑎＋ቒ

ೝିଷషమ×ଶ


ቓ × 𝑏－(𝑚 − 3ିଶ × 2)－3ିଶ 

= ቒ
ೝିଷషమ×ଶ


ቓ × (𝑎 + 𝑏) + 3ିଶ − 𝑚。(見表 30 右圖) 

(4) 右盤𝑚的輔幣量供應量＝左盤(𝑚)＋平盤(𝑚) 
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(5) 左盤(𝑚)＋平盤(𝑚) ≥ ቒ
ೝିଷషమ×ଶ


ቓ × (𝑎 + 𝑏) + 3ିଶ − 𝑚……𝑚的輔幣判斷式。 

2. 同理，左盤(𝑚)＋右盤(𝑚) ≥  ቒ
್ିଷషమ×ଶ


ቓ × (𝑎 + 𝑏) + 3ିଶ − 𝑚…𝑚的輔幣判斷式。 

 (四) 套用秤量比為1：t 不等臂天秤「以首秤 3 盤的預估最大值推算分辨金幣真偽的最大

值」模式(性質 2)求分辨金幣真偽的最大值𝑴𝒏，我們得到性質 3。 

性質 3：秤量比為 𝑎：𝑏 的不等臂天秤，以首秤 3 盤的最大值推算分辨金幣真偽的最大值

則，左盤(𝑚) ≤ ቂ
ଷషభ


ቃ × 𝑎，右盤(𝑚)＝ቂ

ଷషభ


ቃ × 𝑏， 

平盤(𝑚) ≤ 
൫ଷషమ＋＋ೝ൯

௧
൨＋3ିଶ × 2。且 3ିଵ ≥ 𝑚 ≥ 𝑚。 

說明： 

1. 首秤左盤(𝑚)與右盤(𝑚)最大值× 𝑎，且為𝑎的整數倍，以[ ]取
ଷషభ


的較小值， 

故左盤＝ቂ
ଷషభ


ቃ × 𝑎。 

2. 右盤為左盤的
b

a
倍，故右盤＝ቂ

ଷషభ


ቃ × 𝑎 ×

b

a
＝ቂ

ଷషభ


ቃ × 𝑏。 

3. 平盤(𝑚)的最大值 

表 30：平盤𝑚預估最大值 

類 3 分法分𝑚 加輔幣達平衡的最大值 𝑚的最大值 

  

(1) 分平盤(𝑚)金幣採「類 3 分法」(如表 30 左圖)，𝑚實際量＝3ିଶ。 

(2) 秤量比為𝑎：𝑏的天秤，𝑚與𝑚都需加上輔幣，使天秤達平衡， 

故𝑚達平衡最大量≤ 𝑚 + 𝑚 + 3ିଶ；秤量比為𝑎：𝑏， 

𝑚為𝑚的



，且為𝑎的整數倍，故𝑚 ≤ ቂ

ାೝାଷషమ


ቃ × 𝑎。 

(3) 首秤平盤(𝑚)的預估最大值為ቂ
ାೝାଷషమ


ቃ × 𝑎 + 3ିଶ × 2。 

4.  沿用等臂天秤「性質 2」的推論，我們得到「性質 4」中3ିଵ ≥ 𝑚 ≥ 𝑚。 

5.   故依𝑚為 ቂ
ଷషభ


ቃ × 𝑎，𝑚為 ቂ

ଷషభ


ቃ × 𝑏，平盤𝑚為 ቂ

ାೝାଷషమ


ቃ × 𝑎 + 3ିଶ × 2 

代表𝑚的輔幣供應量=輔幣需求量，故依此預估值最大值求首秤 3 盤的值時， 
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若出現右盤𝑚 > 平盤𝑚，則與推測不符，則需調降𝑚與𝑚的值，重新求𝑚的值； 

若出現平盤𝑚 > 3ିଵ，則𝑚調為3ିଵ。(因3ିଵ ≥ 𝑚 ≥ 𝑚) 

6.  不等臂天秤秤量比𝑎：𝑏 = 2：9，以𝑚為 ቂ
ଷషభ

ଽ
ቃ × 2，𝑚為 ቂ

ଷషభ

ଽ
ቃ × 9，𝑚為

ቂ
ାೝାଷషమ

ଽ
ቃ × 2 + 3ିଶ × 2代入，求當𝑛=3、4、5、6、7 時𝑚、𝑚與𝑚的最大值。 

表 31：秤量比𝑚：𝑚為 2：9 的不等臂天秤，秤數𝑛=3、4、5、6、7 時𝑀的值 

𝑛 3 4 5 6 7 

𝑚 2 6 4 18 54 162 

𝑚 9 27 18 81 243 729 

𝑚 8 26 24 82 246 738 

判斷 8<9 26<27 24>18 82>81 246>243 738>729 

𝑀 無 調降 46 181 543 1629 

(1) 秤數𝑛=3 時，因 𝑚的最小值為 2，故無法再調降𝑚的值，故秤量比為 2：9 的不等

臂天秤最少秤數為「4」。 

(2) 秤數𝑛=4，經過一次調降的過程，才找到分辨金幣真偽的最大值𝑀。 

7. 秤量比𝑎：𝑏 = 3：13 天秤，以𝑚為 ቂ
ଷషభ

ଵଷ
ቃ × 3，𝑚為 ቂ

ଷషభ

ଵଷ
ቃ × 13， 

𝑚為 ቂ
ାೝାଷషమ

ଵଷ
ቃ × 2 + 3ିଶ × 2代入，求當𝑛=4、5、6 時分辨金幣真偽的最大值

𝑀。 

表 32：𝑚：𝑚秤量比為 3：13 的不等臂天秤，秤數𝑛=4、5、6 時𝑀的值 

𝑛 4 5 6 

𝑚 6 3 18 15 54 51 

𝑚 26 13 78 65 234 221 

𝑚 20 20 72 70 218 230 

判斷 20<26 20>13 72<78 70>65 218<234 230>221 

𝑀 調降 36 調降 150 調降 732 

(1) 秤數𝑛=4、5、6 時，都經過一次調降的過程，才找到分辨金幣真偽的最大值𝑀。 

小結：𝑎：𝑏 的不等臂天秤，以首秤 3 盤預估最大值推算分辨金幣真偽的最大值𝑀的過程。 
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1.   以首秤預估最大值左盤𝑚為 ቂ
ଷషభ


ቃ × 𝑎，右盤𝑚為 ቂ

ଷషభ


ቃ × 𝑏， 

平盤 𝑚為 ቂ
ାೝାଷషమ


ቃ × 𝑎 + 3ିଶ × 2，代入求左盤𝑚、右盤𝑚與平盤𝑚的最大值。 

2.  若平盤𝑚<左盤𝑚，則調降左盤𝑚的值，直至平盤𝑚≥左盤𝑚； 

若平盤預估值ቂ
ାೝାଷషమ


ቃ × 𝑎 + 3ିଶ × 2 > 3ିଵ，則將平盤𝑚的值調為3ିଵ。則分辨

金幣真偽最大值𝑀等於此時左盤、右盤和平盤的和。 

3.  𝑀＝ቂ
ଷషభ


ቃ × (𝑎＋𝑏)＋

൫ଷషమ＋＋ೝ൯

௧
൨＋3ିଶ × 2，且 3ିଵ ≥ 𝑚 ≥ 𝑚。 

肆、結論 

一、以不等臂天秤分辨金幣真偽時，「類三分法」的金幣分法，可降低輔幣的需求量，找到

以最少秤數(𝒏)分辨金幣真偽的最大值。 

二、不等臂天秤，平盤(𝒎𝒃)最大值為 𝟑𝒏ି𝟏 是個重要的分水嶺，當𝒎𝒃最大值為 𝟑𝒏ି𝟏時，可

以秤數(𝒏) 和 t 值，直接找出分辨金幣真偽的最大值 𝑴𝒏。 

(一) 秤量比為1：𝑡的不等臂天秤， 

平盤(𝑚)最大值為 3ିଵ 的判斷式為 ቂ
ଷషభ

௧
ቃ × (𝑡 + 1) ≥  3ିଶ(𝑡―1)。 

若平盤(𝑚)最大值為 3ିଵ，則分辨金幣真偽的最大值(𝑀)為 ቂ
ଷషభ

௧
ቃ × (𝑡 + 1) + 3ିଵ。 

(二)  秤量比為𝑎：𝑏的不等臂天秤， 

平盤(𝑚)最大值為3ିଵ的條件為ቂ
ଷషభ


ቃ × (𝑎 + 𝑏) ≥ ቒ

ଷషమ


ቓ × (𝑎 + 𝑏) − 3ିଶ × 2。 

若平盤(𝑚)最大值為 3ିଵ，則分辨金幣真偽的最大值𝑀＝ቂ
ଷషభ


ቃ × (𝑎 + 𝑏) + 3ିଵ。 

三、秤量比𝒎𝒍：𝒎𝒃＝1：𝒕的不等臂天秤，當 t 值≤ 3 時，分辨 m 個金幣的最少秤數( 𝒏 )可

由分辨金幣真偽最大值𝑴𝒏的公式推出。 

(一) 𝑡＝1，分辨 m 個金幣最少秤數 𝑛 = ⌈𝑙𝑜𝑔ଷ𝑚⌉。 

(二) 𝑡＝2，分辨 m 個金幣最少秤數 𝑛 = ⌈𝑙𝑜𝑔ଷ
ଶାଷ

ହ
⌉ + 1。 

(三) 𝑡＝3，分辨 m 個金幣最少秤數 𝑛 = ቒ𝑙𝑜𝑔ଷ 



ቓ + 2。 
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四、不等臂天秤，可以首秤 3 盤的預估最大值推算分辨金幣真偽的最大值𝑴𝒏。 

(一) 首秤 3 盤的預估最大值 

1.  秤量比為 1：t 的不等臂天秤 

左盤為 ቂ
ଷషభ

௧
ቃ，右盤為ቂ

ଷషభ

௧
ቃ × 𝑡，平盤 為 

൫ଷషమ＋＋ೝ൯

௧
൨＋3ିଶ × 2。 

2. 秤量比為𝑎：𝑏的不等臂天秤 

左盤為 ቂ
ଷషభ


ቃ × 𝑎，右盤為ቂ

ଷషభ


ቃ × 𝑏，平盤 為 ቂ

ାೝାଷషమ


ቃ × 𝑎 + 3ିଶ × 2。 

(二) 若平盤𝑚<右盤𝑚，則調降左盤𝑚與右盤𝑚的值，直至平盤𝑚≥右盤𝑚； 

若平盤𝑚 > 3ିଵ，則𝑚的值調為3ିଵ。 

(三) 分辨金幣最大的值(𝑀)為首秤 3 盤的預估最大值的和。 

五、右盤(𝒎𝒓)與平盤(𝒎𝒃)的輔幣判斷式，能檢核我們求出的分辨金幣真偽最大值(𝑴𝒏)是否

正確。 

六、以不等臂天秤分辨金幣真偽時，「類三分法」、平盤(𝒎𝒃)最大值為𝟑𝒏ି𝟏的條件，及𝒎𝒓

與𝒎𝒃的輔幣判斷式，是幫助我們找到分辨金幣真偽最大值𝑴𝒏的重要工具。 
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080407-評語 

【評語】080407  

1. 該作品為利用不等臂天秤判斷偽幣之研究，研究者提出『類

三分法』的研究方法有效處理秤量與秤數，並在上述之方法

下提出『輔幣』輔以該作法討論，最終得到秤數與最大幣量

之關係並將研究結果推廣到一般比例的不等臂天秤，圖表與

樹狀圖的利用讓研究思路清晰有趣。 

2. 該作品結果具一般性，可再多討論問題所對應的日常生活場

景及其應用，讓作品鋪陳更加生動。



 

 

 

 

 

 

 

 

 

作品簡報



隱藏在天秤裡的秘密

數學科 國小組



研究動機
科學研習月刊[1]「奇怪天秤」這個題目引起
我們的興趣。

實驗室中有一個奇怪天秤，左臂長度是右臂
長度的兩倍，也就是說，左盤重量剛好為右
盤的一半時，天秤會平衡…。

研究過程

圖1：研究架構圖

研究目的
(一)  用不等臂天秤，找出分辨金幣真偽的最佳

方法。

(二) 用秤量比為1：t  的不等臂天秤，找出
秤數與可分辨金幣真偽最大值的關係。

(三) 用秤量比為1：t  的不等臂天秤，找出分辨
𝑚個金幣(包含1假幣)真偽的最少次數。

(四)  用臂長比為 𝑎：𝑏的不等臂天秤，找出秤數
與可分辨金幣真偽最大值的關係。



(一) 𝑚𝑙：代表首秤左盤放入的金幣數(本研究指長臂端的秤量)。

(二) 𝑚𝑟：代表首秤右盤的金幣量(本研究指短臂端的秤量)。

(三) 𝑚𝑏：代表金幣總量扣除首秤左盤和右盤的未秤量。

(四) 𝑚𝑟的分量：分辨右盤(𝑚𝑟)金幣的真偽，𝑚𝑟𝑙表示左盤的量；

𝑚𝑟𝑟表示右盤的量； 𝑚𝑟𝑏表示平盤的量。

(五)𝑚𝑏的分量：分辨右盤(𝑚𝑏)金幣的真偽，𝑚𝑏𝑙表示左盤的量；

𝑚𝑟𝑟表示右盤的量；𝑚𝑟𝑏表示平盤的量。

(六) 秤量比：天秤達平衡時左盤與右盤的金幣的數量比，

如圖5金幣數左盤為2，右盤為4，則秤量比為1：2。

(七) 𝑡值：本研究指在秤量比為1：𝑡的天秤，後項的值。

如秤量比為1：2，則𝑡值為2。

名詞定義

圖2：天秤首秤盤

圖3：右盤再秤量

圖4：平盤再秤量

圖5：秤量比與𝑡值



以樹狀圖分析不同首秤，找出秤數(𝒏)與可分辨真偽最大值(𝑴𝒏)的關係

秤數 3 4 5

左最大量 4=
32−1

2
13=

33−1

2
40 =

34−1

2

右最大量 8=32-1 26=33─1 80=34─1

平最大量 9=32 27=33 81=34

金幣數m 7 ~21 22 ~66 67 ~201

研究結果：秤量比1：t 的天秤可分辨金幣真偽的最大值探討

表2：秤量比1：2天秤秤數與最大值關係

t ＝2，分辨金幣真偽最大值𝑴𝒏為
𝟑𝒏−𝟏×𝟓−𝟑

𝟐
。

分辨𝒎個金幣真偽的最少秤數 𝒏 = ⌈𝒍𝒐𝒈𝟑
𝟐𝒎+𝟑

𝟓
⌉ + 𝟏

定理 1

𝒕 = 𝟑，分辨金幣真偽最大值𝑴𝒏為 𝟑𝒏−𝟐 × 𝟕。

分辨𝒎個金幣真偽的最少秤數 𝒏 = 𝒍𝒐𝒈𝟑
𝒎

𝟕
+ 𝟐

定理 2

𝒕 = 𝟒，𝒏若為奇數，分辨金幣真偽最大值𝑴𝒏為
𝟑𝒏+𝟏−𝟓

𝟒
。

𝒏若為偶數，分辨金幣真偽最大值𝑴𝒏為=
𝟑𝒏+𝟏−𝟏𝟓

𝟒
。

定理 3

表1：秤量比1：2不同首秤最大值樹狀圖

秤數=3 秤數=4 秤數=5

性質 1

首秤3盤分辨金幣真偽最大值

左盤≤
𝟑𝒏−𝟏

𝒕
，右盤≤

𝟑𝒏−𝟏

𝒕
× 𝒕，

平盤 ≤ 𝟑𝒏−𝟏



平盤𝒎𝒃最大值為 𝟑𝒏−𝟏的條件與分辨金幣真偽最大值𝑴𝒏

平盤(𝑚𝑏)輔幣供應量＝首秤左盤＋右盤=
𝟑𝒏−𝟏

𝒕
+

𝟑𝒏−𝟏

𝒕
× 𝑡。

平盤的輔幣需求量＝3𝑛−2 × 𝑡 − 3𝑛−2 = 3𝑛−2 × (𝑡 − 1)

「類3分法」是針對不等臂天秤首秤之後的金幣真偽分辨

設計「最低輔幣需求的分類方法」。

即在天秤的右盤和平盤各分3𝑘個金幣，其餘

𝑚－3𝑘2個金幣分在左盤的方法。

表3：平盤為3𝑛−1輔幣需求分析

分辨金幣量 達平衡的量

平盤最大值= 𝟑𝒏−𝟏的條件為
𝟑𝒏−𝟏

𝒕
× 𝒕 + 𝟏 ≥ 𝟑𝒏−𝟐 × (𝒕 − 𝟏)。

定理 4

當秤量比𝒕 ≤ 𝟒，平盤(𝒎𝒃)的最大值為𝟑𝒏−𝟏，可分辨金幣真偽最大值(𝑴𝒏) 為
𝟑𝒏−𝟏

𝒕
× 𝒕 + 𝟏 + 𝟑𝒏−𝟏

定理 5

平盤𝒎𝒃最大值小於 𝟑𝒏−𝟏分辨金幣真偽最大值

定義 1 類3分法 表4：t=5,類3分法與3等分法

類 3 分法 3 等分法

圖6：類3分法



分辨金幣量 達平衡的量

表5：右盤𝑚𝑟輔幣需求分析

定理 6 左盤(𝒎𝒍)＋平盤(𝒎𝒃) ≥ (𝒎𝒓 − 𝟑𝒏−𝟐2)𝒕 − 𝟑𝒏−𝟐為右盤(𝒎𝒓)的輔幣判斷式。

1. 右盤(𝑚𝑟𝑟)輔幣的需求量＝(𝑚𝑟－3𝑛−22)𝑡－3𝑛−2

2. 右盤(𝑚𝑟𝑟)輔幣的供應量＝首秤左盤(𝑚𝑙)＋平盤(𝑚𝑏)

3. 輔幣供應量需≥需求量，右盤的秤數才能不增加。

4. 左盤(𝑚𝑙)＋平盤(𝑚𝑏) ≥ (𝑚𝑟－3𝑛−22)𝑡－3𝑛−2為右盤(𝑚𝑟)的輔幣判斷式。

分辨金幣量 達平衡的量

表6：平盤𝑚𝑏輔幣需求分析

定理 6.1 左盤(𝒎𝒍)＋右盤(𝒎𝒓) ≥ (𝒎𝒃 − 𝟑𝒏−𝟐2)𝒕 − 𝟑𝒏−𝟐為平盤(𝒎𝒃)的輔幣判斷式。

1. 平盤(𝑚𝑏𝑟)輔幣的需求量＝(𝑚𝑏－3𝑛−22)𝑡－3𝑛−2

2. 平盤(𝑚𝑏𝑟)輔幣的供應量＝首秤左盤(𝑚𝑙)＋右盤(𝑚𝑟)

3. 輔幣供應量需≥需求量，右盤的秤數才能不增加。

4. 左盤(𝑚𝑙)＋右盤(𝑚𝑟) ≥ (𝑚𝑏－3𝑛−22)𝑡－3𝑛−2為平盤(𝑚𝑏)的輔幣判斷式。

右盤與平盤再秤量輔幣需求分析

16+81<103(不符)，16+80<108(不符) 15+79>78(符合)，15+75<98(不符) 15+77>78(符合)，15+75>88(符合)

表7：以右盤與平盤的輔幣判斷式分析𝑡=5，𝑛=5再秤量最大值



1. 右盤𝑚𝑏𝑟達平衡最大量為(3𝑛−2+所有輔幣)，且為𝑡的倍數，故𝑚𝑏𝑟 ≤
3𝑛−2+𝑚𝑙+𝑚𝑟

𝑡
× 𝑡。

2.  故左盤𝑚𝑏𝑙 ≤
3𝑛−2+𝑚𝑙+𝑚𝑟

𝑡
；因此首秤平盤𝑚𝑏 ≤

3𝑛−2+𝑚𝑙+𝑚𝑟

𝑡
+ 3𝑛−2 × 2。

以首秤3盤預估最大值推算分辨金幣真偽最大值𝑴𝒏

(1) 以首秤三盤預估最大值代入求分辨金幣真偽最大值𝑴𝒏。

(2) 若平盤𝒎𝒃<右盤𝒎𝒓，則需調降左盤𝒎𝒍與右盤𝒎𝒓的值，直至平盤𝒎𝒃 ≥右盤𝒎𝒓；

若平盤> 𝟑𝒏−𝟏，則平盤𝒎𝒃調為𝟑𝒏−𝟏。

(3) 𝑴𝒏＝
𝟑𝒏−𝟏

𝒕
× (𝟏 + 𝒕)＋

𝟑𝒏−𝟐+𝒎𝒍+𝒎𝒓

𝒕
＋𝟑𝒏−𝟐 × 𝟐，且𝟑𝒏−𝟏 ≥ 𝒎𝒃 ≥ 𝒎𝒓。

表8：平盤𝑚𝑏預估最大值

性質 2 首秤3盤最大值左盤≤
𝟑𝒏−𝟏

𝒕
，右盤≤

𝟑𝒏−𝟏

𝒕
× 𝒕，平盤≤

3𝑛−2+𝑚𝑙+𝑚𝑟

𝑡
+ 3𝑛−2 × 2。

+𝟑𝒏−𝟐 × 𝟐

小結

欲分辨金幣 𝒎𝒃𝒍與𝒎𝒃𝒓天秤達平衡的最大量 𝒎𝒃最大值



研究結果：秤量比 𝑎：𝑏的天秤可分辨金幣真偽的最大值探討

3.平盤為𝟑𝒏−𝟏的判斷式為
𝟑𝒏−𝟏

𝒃
× (𝒂 + 𝒃) ≥

𝟑𝒏−𝟐

𝒂
× (𝒂 + 𝒃) −𝟑𝒏−𝟐 × 𝟐

平盤𝒎𝒃最大值為 𝟑𝒏−𝟏的條件與分辨金幣真偽最大值𝑴𝒏

2.輔幣需求量

(1)平盤𝑚𝑏為3𝑛−1，故再秤量的左、右、平盤皆為3𝑛−2。

(2)左盤𝑚𝑏𝑙加入輔幣的平衡量≥ 3𝑛−2，且為𝑎的整數倍，以 取其

較大值，故左盤𝑚𝑏𝑙為
3𝑛−2

𝑎
× 𝑎，右盤𝑚𝑏𝑟為

3𝑛−2

𝑎
× 𝑏。

(3)平盤𝑚𝑏為3𝑛−1的輔幣需求量為
3𝑛−2

𝑎
× (𝑎+𝑏)−3𝑛−2 × 2。

定理 7 平盤為𝟑𝒏−𝟏的判斷式為
𝟑𝒏−𝟏

𝒃
× (𝒂 + 𝒃) ≥

𝟑𝒏−𝟐

𝒂
× (𝒂 + 𝒃) −𝟑𝒏−𝟐 × 𝟐。

表9：平盤為3𝑛−1的首秤3盤

右盤 首秤3盤
1. 輔幣供應量

(1)秤量比為 𝑎：b，右盤≤ 3𝑛−1且為b的整數倍，以 取較小值，

故右盤𝑚𝑟 ≤
𝟑𝒏−𝟏

𝒃
× 𝑏，左盤𝑚𝑙 ≤

𝟑𝒏−𝟏

𝒃
× 𝑎。

(2)輔幣供應量取左、右盤最大值為
𝟑𝒏−𝟏

𝒃
× 𝑎 + 𝑏

平盤欲分辨量 加輔幣達平衡量

表10：平盤為3𝑛−1輔幣需求分析



類3分法分𝑚𝑟欲秤金幣 𝑚𝑟𝑙與𝑚𝑟𝑟天秤達平衡的量 𝑚𝑟𝑟輔幣需求量

1.以類3分法分右盤(𝑚𝑟)的金幣，右盤𝑚𝑟𝑟=平盤𝑚𝑟𝑏=3𝑛−2，左盤𝑚𝑟𝑙為𝑚𝑟 − 3𝑛−2 × 2。

2. 秤量比為𝑎：𝑏，故加輔幣天秤平衡左盤𝑚𝑟𝑙為
𝑚𝑟−3

𝑛−2×2

𝑎
× 𝑎，右盤𝑚𝑟𝑟為

𝑚𝑟−3
𝑛−2×2

𝑎
× 𝑏

3. 輔幣需求量＝
𝑚𝑟−3

𝑛−2×2

𝑎
× (𝑎＋𝑏)－(𝑚𝑟 − 3𝑛−2 × 2)－3𝑛−2 =

𝑚𝑟−3
𝑛−2×2

𝑎
× 𝑎 + 𝑏 + 3𝑛−2- 𝑚𝑟

4.左盤(𝒎𝒍)＋平盤(𝒎𝒃) ≥
𝒎𝒓−𝟑

𝒏−𝟐×𝟐

𝒂
× 𝒂 + 𝒃 + 𝟑𝒏−𝟐 −𝒎𝒓。…為右盤(𝒎𝒓)的輔幣判斷式。

平盤(𝒎𝒃)的輔幣判斷式：

左盤(𝒎𝒍)＋右盤(𝒎𝒓) ≥
𝒎𝒃−𝟑

𝒏−𝟐×𝟐

𝒂
× 𝒂 + 𝒃 + 𝟑𝒏−𝟐 −𝒎𝒃。

右盤與平盤再秤量輔幣需求分析

定理 8 右盤(𝒎𝒓)的輔幣判斷式：左盤(𝒎𝒍)＋平盤(𝒎𝒃) ≥
𝒎𝒓−𝟑

𝒏−𝟐×𝟐

𝒂
× 𝒂 + 𝒃 + 𝟑𝒏−𝟐 −𝒎𝒓。

定理 8.1

表11：右盤𝑚𝑟輔幣需求



首秤平盤預估最大值推算

右盤𝑚𝑏𝑟達平衡最大量為3𝑛−2+所有輔幣，且為𝑏的倍數，故𝑚𝑏𝑟 ≤
3𝑛−2+𝑚𝑙+𝑚𝑟

𝑏
× 𝑏；

左盤𝑚𝑏𝑙 ≤
3𝑛−2+𝑚𝑙+𝑚𝑟

𝑏
× 𝑎；因此首秤平盤𝑚𝑏 ≤

3𝑛−2+𝑚𝑙+𝑚𝑟

𝑏
× 𝑎 + 3𝑛−2 × 2。

以首秤3盤預估最大值推算分辨金幣真偽最大值𝑴𝒏

(1) 以首秤三盤預估最大值代入求分辨金幣真偽最大值𝑴𝒏。

(2) 若平盤𝒎𝒃<右盤𝒎𝒓，則需調降左盤𝒎𝒍與右盤𝒎𝒓的值，直至平盤𝒎𝒃 ≥右盤𝒎𝒓；

若平盤> 𝟑𝒏−𝟏，則平盤𝒎𝒃調為𝟑𝒏−𝟏。

(3) 則𝑴𝒏＝
𝟑𝒏−𝟏

𝒃
× (𝒂 + 𝒃)＋

𝟑𝒏−𝟐+𝒎𝒍+𝒎𝒓

𝒃
× 𝒂＋𝟑𝒏−𝟐 × 𝟐，且𝟑𝒏−𝟏 ≥ 𝒎𝒃 ≥ 𝒎𝒓。

表12：平盤𝑚𝑏預估最大值

性質 3 首秤3盤最大值左盤≤
𝟑𝒏−𝟏

𝒃
× 𝒂，右盤 ≤

𝟑𝒏−𝟏

𝒃
× 𝒃，平盤 ≤

𝟑𝒏−𝟐+𝒎𝒍+𝒎𝒓

𝒃
× 𝒂 + 𝟑𝒏−𝟐 × 𝟐

小結

欲分辨金幣 𝑚𝑏𝑙與𝑚𝑏𝑟天秤達平衡的最大量 𝑚𝑏最大值



結論

一、以不等臂天秤分辨金幣真偽時，「類三分法」、平盤(𝑚𝑏)最大值為3𝑛−1的條件，及𝑚𝑟與𝑚𝑏

的輔幣判斷式，是幫助我們找到分辨金幣真偽最大值𝑀𝑛的重要工具。

二、秤量比為𝑎：𝑏的不等臂天秤，當𝑚𝑏最大值為 3𝑛−1時，分辨金幣真偽的最大值

𝑀𝑛 =
3𝑛−1

𝑏
× 𝑎 + 𝑏 + 3𝑛−1。

三、不等臂天秤，可以首秤3盤的預估最大值推算分辨金幣真偽的最大值𝑀𝑛。

𝑀𝑛＝
3𝑛−1

𝑏
× (𝑎＋𝑏)＋

3𝑛−2+𝑚𝑙+𝑚𝑟

𝑏
× 𝑎＋3𝑛−2 × 2，且3𝑛−1 ≥平盤𝑚𝑏 ≥左盤𝑚𝑙。

四、秤量比1：𝑡是秤量比𝑎：𝑏不等臂天秤的特例，故秤量比𝑎：𝑏的一般式亦適用1：𝑡 的天秤。

五、當𝑡值≤ 3時，可由𝑀𝑛的公式推出分辨𝑚個金幣真偽的最少秤數( 𝑛 )。

六、右盤(𝑚𝑟)與平盤(𝑚𝑏)的輔幣判斷式，能檢核我們求出的分辨金幣真偽最大值(𝑀𝑛)是否正確。
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未來展望
一、分辨m個金幣(包含1假幣)真偽的最少秤數。

關於分辨金幣真偽的最少次數，目前我們僅在1：2，1：3這兩種天秤找到解決的辦法，其他秤

量比的不等臂天秤並沒有繼續探討。

但我們相信不等臂天秤分辨金幣真偽最少次數，應該是個可以繼續探討的主題。

二、分辨出2個以上的假金幣

在等臂天秤的研究中，已將分辨金幣真偽問題推到2個以上假金幣的研究，相信未來在不等臂天
秤的研究，這也是個值得繼續探討的問題。
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