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摘要 

    本研究旨在探討科學研習月刊 60-3 期中「黑白毛毛蟲」的問題。意即在一類身體有黑、

白色花紋相間的毛毛蟲中，每隻毛毛蟲從頭到尾巴，恰好可以分成四個段落，且這四個段落

剛好是兩段黑色及兩段白色，那麼可以分成多少種類的毛毛蟲呢？其身上的顏色段數總和是

多少呢？ 

先以直接劃記的方法解題，藉由觀察及分析探討，再利用二項式定理、巴斯卡三角形、 

排列組合的方式推論出符合的關係式。最後進一步延伸探討，當毛毛蟲身體段數為 2n，3n 時，

其毛毛蟲的種類和身體顏色段數總和之間的關係，以及遞迴關係式。  

 

 

壹、 前言 

一、 研究動機 

     本研究源自於科學研習月刊 60-3 期中「黑白毛毛蟲」的問題。 

題目如下： 

    在一個小島上，生物學家發現了一類身體有黑、白色花紋相間的毛毛蟲，並經過仔細觀

察後，發現毛毛蟲的花紋組成，似乎是有規律的！ 

    每隻毛毛蟲從頭到尾巴，恰好可以分成四個段落，且這四個段落剛好是兩段黑色及兩段

白色，所以，共可分成六種毛毛蟲，分別是: 

黑黑白白 

黑白黑白 

黑白白黑 

白黑黑白 

白黑白黑 

白白黑黑 
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    但是相鄰的兩段如果是同色，其實看起來是一整段同樣顏色，例如“黑白白黑”的毛毛

蟲，其實只有 3 段顏色，而“白白黑黑”毛毛蟲，只有 2 段顏色。 

    延續上述，六種毛毛蟲的顏色段數，分別是 2、4、3、3、4、2 ，而顏色的段數總和為 

2 + 4 + 3 + 3 + 4 + 2 = 18 

 

1.如果毛毛蟲身體有六段，每段可以黑白兩色，那有幾種毛毛蟲? 

2.其中有幾種毛毛蟲只有 3 段顏色? 

3.所有不同毛毛蟲的顏色段數總和是多少? 

 

    在研究這個問題的過程中，我們用直接畫出圖案計算，然後也將問題簡化，如果毛毛蟲

的身體只有兩段，那麼會有 2 種，顏色總和為 4，接著將毛毛蟲的身體延伸為四段、六段和

八段，觀察身體不同段數之下，毛毛蟲總類和顏色段數總和的相關性。我們發現除了一個個

徒法煉鋼之外，也可以運用乘法公式，然後延伸至巴斯卡三角形，以及排列組合的概念，協

助我們更快找到在毛毛蟲不同身體段數中，計算出毛毛蟲種類，以及顏色段數總和。我們亦

進一步將問題延伸挑戰，探討如果當顏色從黑、白兩色變成黑、白、紅三種顏色時，是否也

具有相關性。 

 

二、 研究目的 

我們的研究目的如下： 

一、 探討並計算毛毛蟲身體有兩段、四段、六段、八段時，每段可以黑白兩色，那有幾種毛

毛蟲？毛毛蟲的顏色段數總和？ 

二、 探討當毛毛蟲段數為 2n 時，推論毛毛蟲種類？顏色段數總和？ 

三、 利用二項式定理、巴斯卡三角形、排列組合等概念，推論毛毛蟲段數為 2n 時之數學關

係式。 

四、 延伸探討計算當毛毛蟲身體有三段、六段時，每段可以黑、白、紅三色，那有幾種毛毛

蟲？毛毛蟲的顏色段數總和？ 
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三、 文獻探討： 

(一) 名詞定義 

1. f (2n)：當毛毛蟲身體段數為 2n 時，n 為正整數，毛毛蟲之種類數量。 

f (3n)：當毛毛蟲身體段數為 3n 時，n 為正整數，毛毛蟲之種類數量。 

f (kn)：當毛毛蟲身體本段數為 kn 時，n 為正整數，毛毛蟲之種類數量。 

2. S (2n)：當毛毛蟲本段數為 2n 時, n 為正整數，毛毛蟲之顏色段數總合。 

 

(二) 文獻探討 

    在中華民國第 52 屆中小學科學展覽會中作品(許家哲)：「怨言不斷～探討排列人數

與怨言數的關係｣中，提到一個數學問題如下： 

    從一年級到六年級的兒童各一人，排成一列領取糖果。 

    如果一個高年級的兒童站在低年級兒童前，那麼他後面所以比他低年級的兒童都 

各有 1 次怨言，而怨言的總數叫做怨言數，例如:下面的排列，其怨言數就是 4。 

 

               怨言 

前     1 年級    0 次 

       4 年級    0 次  

       3 年級    1 次 

       2 年級    2 次 

       6 年級    0 次 

後     5 年級    1 次 

此組怨言數為 4。 

其作品的研究結果如下: 

以 f(x,y)表示 x 個人怨言數為 y 的排列方式的個數，x 表示 1、2、3、…、x-1、x 個人，

y 指怨言數。 
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1. x 個人排列，怨言數最小 y=0，最大
2

)1( 


xxy ，即
2

)1(0 


xxy 。 

2. 怨言數的排列個數具有對稱姓，也就是 )
2

)(,(),( yyxxxfyxf 


 。 

3. 依序列出 1~x 個人的各怨言數的排列個數，再依 

f(x,y)= f(x-1,y)+ f(x-1,y-1)+ f(x-1,y-2)+……+ f(x-1,y-x+1)即可算出 f(x,y)的值。 

4. 以組合公式
)!(!

!
mnm

n


可推算出怨言數 0~3 的排列個數， 

f(x,0)=1、f(x,1)=x-1、f(x,2)= 1
2

)1(


xx
。 

 

    從上述作品的文獻探討，利用研究中提到的資訊連結運用到我們這次的研究，我

們在研究過程中，也先從依序的劃記開始觀察，然後發現規律性，然後我們再依發現

的規律，利用巴斯卡三角形、含有相同物的排列、相異物的組合的概念，找尋之間的

數學關係式。 

 

(三) 本研究相關的數學概念: 

1. n 階層：規定符號 12...)2()1(!  nnnn ，讀做〝n 階層〞。 

2. 相異物排列：將 n 個不同物品排成一列有 

             n!= n (n-1) ( n-2)…21 種方法。  

3. 含有相同物品的排列： 

  設 n 個物品分成 k 類,每類各有 kmmm ...21、 個(每類中的物品相同 

且 nmmm k  ...21 ),則這 n 個物品排成一列有
!!...!

!
21 kmmm
n

種方法。 

4. 相異物的組合： 

  用 n
kC 表示從 n 個不同的物品中挑出 k 個不同物品的組合數 )0( nk  ，則 

  
)!(!

!
knk

nCn
k


  
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5. 二項式定理： 

  設 n 為非負整數，則 

       nn
n

kknn
k

nnnnn yxCyxCyxCyxCyx 011
1

0
0 ......)(   。 

6. 巴斯卡三角形： 

       由二項式定理展開(x+y) n ,其中 n=0,1,2,3,…並將係數排列成如下三角形: 

           

 1                                     Ｃ 0
0           n=0 

1  1                                Ｃ 1
0    Ｃ1

1          n=1  

1  2   1                           Ｃ 2
0   Ｃ 2

1   Ｃ 2
2         n=2   

1  3   3   1                       Ｃ 3
0   Ｃ 3

1   Ｃ 3
2   Ｃ 3

3            n=3 

1  4   6   4   1                  Ｃ 4
0   Ｃ 4

1   Ｃ 4
2   Ｃ 4

3   Ｃ 4
4          n=4  

1  5  10  10   5  1              Ｃ 5
0   Ｃ 5

1   Ｃ 5
2   Ｃ 5

3   Ｃ 5
4   Ｃ 5

5        n=5 

1  6  15  20  15   6  1         Ｃ 6
0   Ｃ 6

1   Ｃ 6
2   Ｃ 6

3   Ｃ 6
4   Ｃ 6

5   Ｃ 6
6      n=6  

       圖 1                                     圖 2                      

                                                                      

這稱為巴斯卡三角形(或楊輝三角形)。 

    觀察巴斯卡三角形可以看出下列性質； 

(1)如圖 1，數字呈現左右對稱，且兩端的數都是 1，這是因為 

.1, 0 
 CCCC n

n

nn

kn

k

n 且  

    (2)如圖 2，每個數等於其左上的數與右上的數的和，即 

              CCC n

k

n

k

n

k

11

1




 ，1 1 nk  

    此式稱為巴斯卡公式。 
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貳、 研究設備及器材 

紀錄單、計算機、紙、筆、電腦、Microsoft  Office  Word。 

 

 

參、 研究過程或方法 

【研究架構】 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖 4-1 研究架構   

 

一、 方法一：以直接劃記計算毛毛蟲身體為兩段、四段、六段、八段，每段可以黑白兩色，

毛毛蟲種類及毛毛蟲顏色段數總和 

(一) 毛毛蟲身體為兩段，每段可以黑白兩色 

毛毛蟲身體有兩段，每段可以

黑白兩色 

毛毛蟲身體有四段時，每段可

以黑白兩色 

毛毛蟲身體有六段時，每段可

以黑白兩色 

毛毛蟲身體有八段時，每段可

以黑白兩色 

毛毛蟲身體有 2n 段時，每段

可以黑白兩色 

排列組合 

巴斯卡三角形 

二項式定理 

毛

毛

蟲

的

種

類

及

毛

毛

蟲

顏

色

段

數

之

總

和 

毛毛蟲身體有 3n 段時，每段

可以黑白紅三色 
排列組合 

毛毛蟲身體有 kn 段時，每段

可以黑、白、紅…、k 色 
排列組合 
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1.實際劃記如表 4-1.1 

表 4-1.1 

2 個段落 毛毛蟲種類 顏色段數 顏色段數總和 

●○ 2 2 4 
○● 2 

顏色段數為 2、2。 

 

(二) 毛毛蟲身體為四段，每段可以黑白兩色 

1.實際劃記如表 4-1.2 

表 4-1.2 

4 個段落 毛毛蟲種類 顏色段數 顏色段數總和 

●●○○ 6 2 18 
○○●● 2 
●○○● 3 
○●●○ 3 
●○●○ 4 
○●○● 4 

顏色段數為 2、3、4、4、3、2。 

 

(三) 毛毛蟲身體為六段，每段可以黑白兩色 

1.實際劃記如表 4-1.3 

6 個段落 毛毛蟲種類 顏色段數 顏色段數總和 

○○○●●● 20 2 80 

●●●○○○ 2 

○○●●●○ 3 

○●●●○○ 3 

●○○○●● 3 

●●○○○● 3 

○○●○●● 4 

○○●●○● 4 

○●○○●● 4 

○●●○○● 4 

●○○●●○ 4 
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●○●●○○ 4 

●●○○●○ 4 

●●○●○○ 4 

○●○●●○ 5 

○●●○●○ 5 

●○●○○● 5 

●○○●○● 5 

●○●○●○ 6 

○●○●○● 6 

 

顏色段數為 2、3、3、4、4、4、4、5、5、6、6、6、6、5、5、4、4、4、4、3、3、2。 

 

(四) 毛毛蟲身體為八段，每段可以黑白兩色 

1.實際劃記如表 4-1.4 

表 4-1.4 

8 個段落 毛毛蟲種類 顏色段數 顏色段數總和 

●●●●○○○○ 70 2 350 
○○○○●●●● 2 
○○○●○●●● 4 
○○○●●○●● 4 
○○○●●●○● 4 
○○●○○●●● 4 
○●○○○●●● 4 
○○●●○○●● 4 
○○●●●○○● 4 
●○○○●●●○ 4 
○●●○○○●● 4 
●○○●●●○○ 4 
●●○○○●●○ 4 
●●○○●●○○ 4 
●●●○○○●○ 4 
●●●○○●○○ 4 
●●●○●○○○ 4 
●●○●●○○○ 4 
●○●●●○○○ 4 
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○●●●○○○● 4 
○○○●●●●○ 3 
●○○○○●●● 3 
○○●●●●○○ 3 
●●○○○○●● 3 
●●●○○○○● 3 
○●●●●○○○ 3 
○○●○●●●○ 5 
○●○○●●●○ 5 
●○○○●○●● 5 
●○○○●●○● 5 
○○●●○●●○ 5 
○○●●●○●○ 5 
○●○●●●○○ 5 
○●●○○●●○ 5 
○●●○●●○○ 5 
●○○●○○●● 5 
●○●○○○●● 5 
●●○○○●○● 5 
●●○○●○○● 5 
●●○●○○○● 5 
●○●●○○○● 5 
○●●●○○●○ 5 
○●●●○●○○ 5 
○○●○●○●● 6 
○○●○●●○● 6 
○●○○●○●● 6 
○○●●○●○● 6 
○●○●○○●● 6 
○●○●●○○● 6 
○●●○○●○● 6 
○●●○●○○● 6 
●○○●○●●○ 6 
●○○●●○●○ 6 
●○●○○●●○ 6 
●○●○●●○○ 6 
●●○○●○●○ 6 
●●○●○○●○ 6 
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●●○●○●○○ 6 
●○●●○○●○ 6 
●○●●○●○○ 6 
○●○●○●●○ 7 
○●○●●○●○ 7 
○●●○●○●○ 7 
●○○●○●○● 7 
●○●○●○○● 7 
●○○●○●○● 7 
●○●○○●○● 7 
○●○●○●○● 8 
●○●○●○●○ 8 

顏色段數為 2、3、3、3、4、4、4、4、4、4、4、4、4、5、5、5、5、5、5、5、5、5、6、6、

6、6、6、6、6、6、6、7、7、7、8、 

8、7、7、7、6、6、6、6、6、6、6、6、6、5、5、5、5、5、5、5、5、5、4、4、4、4、4、4、

4、4、4、3、3、3、2。 

 

整理上列劃記之結果如下表 4-1.5 

表 4-1.5 

毛毛蟲身體段數 毛毛蟲種類 f(2n) 顏色段數總和 S(2n) 

n=1，2 段 2 4 
n =2，4 段 6 18 
n =3，6 段 20 80 
n =4，8 段 70 350 
n =5，10 段 252 1512 

     

      我們發現： 

1. 顏色段數可以視為一個對稱的數列。 

2. 當毛毛蟲身體段數 2，顏色段數總和等於毛毛蟲總類的 2 倍； 

 當毛毛蟲身體段數 4，顏色段數總和等於毛毛蟲總類的 3 倍； 

 當毛毛蟲身體段數 6，顏色段數總和等於毛毛蟲總類的 4 倍； 

 當毛毛蟲身體段數 8，顏色段數總和等於毛毛蟲總類的 5 倍。 
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小結: 

定理一: 當毛毛蟲身體段落 2n，每段可以黑白兩色且居分，顏色段數總和 S(2n)等於毛 

       毛蟲總類 f(2n)的 n+1 倍。 

即 S(2n)= (n+1) f(2n) 

 

利用上述方法，雖然可以順利解題，但是太費力耗時了，且中間是否有遺漏或錯誤的 

  情形，都需要再檢查，因此我們希望能再探究是否有簡單的方法。 

 

二、 方法二：利用二項式定理及巴斯卡三角形概念計算毛毛蟲種類及毛毛蟲顏色段數總和 

(一) 毛毛蟲身體為兩段、四段、六段、八段，每段可以黑白兩色時，其毛毛蟲種類及毛

毛蟲顏色段數總和整理如下表 4-1.6 

表 4-1.6 

毛毛蟲身體段落(2n) 毛毛蟲種類 f(2n) 

n =1，2 段 2=1+1 

n =2，4 段 6=1+2+2+1=1+2x2+1 

n =3，6 段 20=1+3+3+3+3+3+3+1=1+3x3+3x3+1 

n =4，8 段 70=1+4x4+6x6+4x4+1 

       

      從方法一直接劃記中，計算出身體段數不同時，其毛毛蟲的種類，我們發現，將毛毛 

  蟲種類數字拆解，結果發現和巴斯卡三角形的數字竟有相關，所以我們先用直接劃記，畫 

  出當段數是 10 段時的情形，並加以驗証我們的推論是否正確。 

 表 4-1.7 

10 個段落 毛毛蟲種類 顏色段數 顏色段數總和 

○○○○○●●●●● 252 2 4 
●●●●●○○○○○ 2 
○○○○●●●●●○ 3 
●○○○○○●●●● 3 
○○○●●●●●○○ 3 
●●○○○○○●●● 3 
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○○●●●●●○○○ 3 
●●●●○○○○○● 3 
○●●●●●○○○○ 3 
●●●○○○○○●● 3 
●○○○●○○○●● 4 
●○○●●●●○○○ 4 
●●○○●●●○○○ 4 
●●●○○○○●●○ 4 
○○○○●○●●●● 4 
○○○○●●○●●● 4 
○○○○●●●○●● 4 
○○○○●●●●○● 4 
○○○●○○●●●● 4 
○○●○○○●●●● 4 
○●○○○○●●●● 4 
●○○○○●●●●○ 4 
○○○●●○○●●● 4 
○○○●●●○○●● 4 
○○○●●●●○○● 4 
●○○○●●●●○○ 4 
○○●●○○○●●● 4 
○●●○○○○●●● 4 
●●○○○○●●●○ 4 
●●○○○●●●○○ 4 
○○●●●○○○●● 4 
○○●●●●○○○● 4 
●●●●○○○○●○ 4 
●●●●○○○●○○ 4 
●●●●○○●○○○ 4 
●●●●○●○○○○ 4 
●●●○●●○○○○ 4 
●●○●●●○○○○ 4 
●○●●●●○○○○ 4 
○●●●●○○○○● 4 
●●●○○●●○○○ 4 
●●●○○○●●○○ 4 
○○○●○●●●●○ 5 
○○●○○●●●●○ 5 
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○●○○○●●●●○ 5 
●○○○○●○●●● 5 
●○○○○●●○●● 5 
●○○○○●●●○● 5 
○○○●●○●●●○ 5 
○○○●●●○●●○ 5 
○○○●●●●○●○ 5 
○○●○●●●●○○ 5 
○●○○●●●●○○ 5 
●○○○●○○●●● 5 
●○○○●●○○●● 5 
●○○○●●●○○● 5 
○○●●○○●●●○ 5 
○○●●○●●●○○ 5 
●○○●○○○●●● 5 
○●●○○○●●●○ 5 
○●●○○●●●○○ 5 
●○●○○○○●●● 5 
●●○○○○●○●● 5 
●●○○○○●●○● 5 
●●○○○●○○●● 5 
●●○○○●●○○● 5 
○○●●●○○●●○ 5 
○○●●●●○○●○ 5 
○○●●●○●●○○ 5 
○○●●●●○●○○ 5 
○●○●●●●○○○ 5 
○●●○●●●○○○ 5 
●●●○●○○○○● 5 
●●○●●○○○○● 5 
●○●●●○○○○● 5 
○●●●●○○○●○ 5 
○●●●●○○●○○ 5 
○●●●●○●○○○ 5 
●●●○○●○○○● 5 
●●●○○○●○○● 5 
●●●○○○○●○● 5 
●●○●○○○○●● 5 
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●●○○●●○○○● 5 
●●○○●○○○●● 5 
●○●●○○○○●● 5 
●○○●●●○○○● 5 
●○○●●○○○●● 5 
○●●●○●●○○○ 5 
○●●●○○●●○○ 5 
○●●●○○○●●○ 5 
○○○●○●○●●● 6 
○○○●○●●○●● 6 
○○○●○●●●○● 6 
○○●○○●○●●● 6 
○○●○○●●○●● 6 
○○●○○●●●○● 6 
○●○○○●○●●● 6 
○●○○○●●○●● 6 
○●○○○●●●○● 6 
○○○●●○●○●● 6 
○○○●●○●●○● 6 
○○○●●●○●○● 6 
○○●○●○○●●● 6 
○○●○●●○○●● 6 
○○●○●●●○○● 6 
○●○○●○○●●● 6 
○●○○●●○○●● 6 
○●○○●●●○○● 6 
●○○○●○●●●○ 6 
●○○○●●○●●○ 6 
●○○○●●●○●○ 6 
○○●●○○●○●● 6 
○○●●○○●●○● 6 
○○●●○●○○●● 6 
○○●●○●●○○● 6 
○●○●○○○●●● 6 
●○○●○○●●●○ 6 
●○○●○●●●○○ 6 
○●●○○○●○●● 6 
○●●○○○●●○● 6 



15 
 

○●●○○●○○●● 6 
○●●○○●●○○● 6 
●○●○○○●●●○ 6 
●○●○○●●●○○ 6 
●●○○○●○●●○ 6 
●●○○○●●○●○ 6 
○○●●●○○●○● 6 
○○●●●○●○○● 6 
○●○●●○○○●● 6 
○●○●●●○○○● 6 
○●●○●○○○●● 6 
○●●○●●○○○● 6 
●●●○●○○○●○ 6 
●●●○●○○●○○ 6 
●●●○●○●○○○ 6 
●●○●●○○○●○ 6 
●●○●●○○●○○ 6 
●●○●●○●○○○ 6 
●○●●●○○○●○ 6 
●○●●●○○●○○ 6 
●○●●●○●○○○ 6 
●●●○○●○●○○ 6 
●●●○○●○○●○ 6 
●●●○○○●○●○ 6 
●●○●○●●○○○ 6 
●●○●○○●●○○ 6 
●●○●○○○●●○ 6 
●●○○●●○●○○ 6 
●●○○●○●●○○ 6 
●●○○●●○○●○ 6 
●●○○●○○●●○ 6 
●○●●○●●○○○ 6 
●○●●○○●●○○ 6 
●○●●○○○●●○ 6 
●○●○●●●○○○ 6 
●○○●●●●○○○ 6 
●○○●●●●○○○ 6 
●○○●●●○○●○ 6 
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●○○●●○○●●○ 6 
○●●●○●○○○● 6 
●○○○●○●○○● 6 
●○○○●○○●○● 6 
○○●○●○●●●○ 7 
○○●○●●○●●○ 7 
○○●○●●●○●○ 7 
○●○○●○●●●○ 7 
○●○○●●○●●○ 7 
○●○○●●●○●○ 7 
●○○○●○●○●● 7 
●○○○●○●●○● 7 
●○○○●●○●○● 7 
○○●●○●○●●○ 7 
○○●●○●●○●○ 7 
○●○●○○●●●○ 7 
○●○●○●●●○○ 7 
●○○●○○●○●● 7 
●○○●○○●●○● 7 
●○○●○●○○●● 7 
●○○●○●●○○● 7 
○●●○○●○●●○ 7 
○●●○○●●○●○ 7 
●○●○○○●○●● 7 
●○●○○○●●○● 7 
●○●○○●○○●● 7 
●○●○○●●○○● 7 
●●○○○●○●○● 7 
○○●●●○●○●○ 7 
○●○●●○○●●○ 7 
○●○●●●○○●○ 7 
○●○●●○●●○○ 7 
○●○●●●○●○○ 7 
○●●○●○○●●○ 7 
○●●○●●○○●○ 7 
○●●○●○●●○○ 7 
○●●○●●○●○○ 7 
●●○●○●○○○● 7 
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●●○●○○●○○● 7 
●●○●○○○●○● 7 
●●○○●○●○○● 7 
●●○○●○○●○● 7 
●○●●○●○○○● 7 
●○●●○○●○○● 7 
●○●●○○○●○● 7 
●○●○●●○○○● 7 
●○●○●○○○●● 7 
●○○●●○●○○● 7 
●○○●●○○●○● 7 
○●●●○●○●○○ 7 
○●●●○●○○●○ 7 
○●●●○○●○●○ 7 
○○●○●○●○●● 8 
○○●○●○●●○● 8 
○○●○●●○●○● 8 
○●○○●○●○●● 8 
○●○○●○●●○● 8 
○●○○●●○●○● 8 
○○●●○●○●○● 8 
○●○●○○●○●● 8 
○●○●○○●●○● 8 
○●○●○●○○●● 8 
○●○●○●●○○● 8 
●○○●○●○●●○ 8 
●○○●○●●○●○ 8 
○●●○○●○●○● 8 
●○●○○●○●●○ 8 
●○●○○●●○●○ 8 
○●○●●○○●○● 8 
○●○●●○●○○● 8 
○●●○●○○●○● 8 
○●●○●○●○○● 8 
●●○●○●○●○○ 8 
●●○●○●○○●○ 8 
●●○●○○●○●○ 8 
●●○○●○●○●○ 8 
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●○●●○●○●○○ 8 
●○●●○●○○●○ 8 
●○●●○○●○●○ 8 
●○●○●●○●○○ 8 
●○●○●○●●○○ 8 
●○●○●●○○●○ 8 
●○●○●○○●●○ 8 
●○○●●○●○●○ 8 
○●○●○●○●●○ 9 
○●○●○●●○●○ 9 
●○○●○●○●○● 9 
●○●○○●○●○● 9 
○●○●●○●○●○ 9 
○●●○●○●○●○ 9 
●○●○●○●○○● 9 
●○●○●○○●○● 9 
○●○●○●○●○● 10 
●○●○●○●○●○ 10 
 

    從上面表格 4-1.7 得知，當身體段數 10 段時，毛毛蟲種類共 252 種。而

252=1+5x5+10x10+5x5+1，同樣符合和巴斯卡三角形的數字相關，我們推論成功。 

巴斯卡三角形： 

1                      n=0 

1  1                     n=1 

1  2   1                   n=2 

1  3   3   1                 n=3 

1  4   6   4   1               n=4 

1  5  10  10   5  1              n=5 

1  6  15  20  15   6  1            n=6 

 

    當毛毛蟲身體段數 2 段，對應巴斯卡三角形的第一層係數，當毛毛蟲身體段數 4 段，對

應巴斯卡三角形的第二層係數，當毛毛蟲身體段數 6 段，對應巴斯卡三角形的第三層係數，
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因此整理成下表 4-1.8： 

      表 4-1.8 

n 
毛毛蟲身體段落 

2 n 

巴斯卡三角形的 

第 n 層係數 
毛毛蟲種類 f(2n) 

1 2 段 2x1 1、1 2=1+1 

2 4 段  2x2 1、2、1 6=1+2x2+1 

3 6 段  2x3 1、3、3、1 20=1+3x3+3x3+1 

4 8 段  2x4 1、4、6、4、1 70=1+4x4+6x6+4x4+1 

5 10 段  2x5 1、5、10、10、5、1 252=1+5x5+10x10+5x5+1 

      

  而巴斯卡三角形的係數是由二項式定理展開(x+y)n，其中 n=0,1,2,3,…， 

nn
n

kknn
k

nnnnn yxCyxCyxCyxCyx 011
1

0
0 ......)(   。 

小結: 

定理二：毛毛蟲身體段落 2 n，每段可以黑白兩色且均分，毛毛蟲種類為 f(2n) 

        f(2n)= n
n

n
n

nnnnnn CCCCCCC  ......C 221100 ，S(2n)= (n+1) f(2n) 

 

三、 方法三：利用排列概念計算毛毛蟲種類及毛毛蟲顏色段數總和 

  從直接劃記的結果中，如果將毛毛蟲身上的白色花紋、黑色花紋都看成相同物排列，我

們嘗試利用高中數學「含有相同物品排列」的概念幫助我們解題。 

 

當毛毛蟲身體段數四段，會有二段黑色及二段白色， 

●●○○      n=2    毛毛蟲種類 f(2n)=
!2!2

!4
=6 ，S(2n)= (n+1) f(2n)=12 

當毛毛蟲身體段數六段，會有三段黑色及三段白色， 

●●●○○○  n=3   毛毛蟲種類 f(2n)=
!3!3

!6
=20 ，S(2n)= (n+1) f(2n)=80 

當毛毛蟲身體段數八段，會有四段黑色及四段白色， 

●●●●○○○○ n=4   毛毛蟲種類 f(2n)=
!4!4

!8
=70 ，S(2n)= (n+1) f(2n)=350 
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小結: 

定理三: 毛毛蟲身體段落 2n，每段可以黑白兩色且均分，毛毛蟲種類為 f(2n)，顏色段數總和 

        S(2n) 

f(2n)=
!!
)!2(

nn
n   ，   S(2n)= (n +1)

!!
)!2(

nn
n

 

 

四、 方法四：利用組合概念計算毛毛蟲種類及毛毛蟲顏色段數總和 

從定理三：毛毛蟲身體段落 2 n，毛毛蟲種類為 f(2n)，顏色段數總和 S(2n) 

f(2n)= 
!!
)!2(

nn
n = n

n
2C ，S(2n)= (n +1)

!!
)!2(

nn
n = (n +1) n

n
2C 。 

   

我們再結合「組合」的概念，可以推論得到： 

小結: 

定理四: 毛毛蟲身體段落 2n，每段可以黑白兩色且均分，毛毛蟲種類為 f(2n)，顏色段數總和 

        S(2n) 

f(2n)= 
!!
)!2(

nn
n = n

n
2C   ，  S(2n)= (n +1)

!!
)!2(

nn
n = (n +1) n

n
2C 。 

   

五、 延伸推論(一)：當毛毛蟲身體有 3 段、6 段時，每段可以黑、白、紅三色，那有幾種毛毛

蟲？毛毛蟲的顏色段數總和？ 

(一) 當毛毛蟲身體有 3 段時: 

1. 方法一：直接劃記計算 

  (1)當毛毛蟲身體段數為 3 段時,實際劃記如表 4-1.9 

表 4-1.9 

3 個段落 毛毛蟲種類 顏色段數 顏色段數總和 

      ●○ 6 3 18 
      ●  ○ 3 

○●   3 
○  ● 3 
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  ●○ 3 
  ○● 3 

顏色段數為 3、3、3、3、3、3。 

 

2. 方法二：利用含有相同物品排列的概念，則毛毛蟲的種類有 3！＝6 種。 

3. 顏色段數只有 3 段一種，所以顏色段數總和為 3x6=18。 

(二) 當毛毛蟲身體段數為 6 段時： 

1. 方法一：直接劃記計算 

  (1)當毛毛蟲身體段數為 6 段時,實際劃記如表 4-1.10 

 

表 4-1.10 

6 個段落 毛毛蟲種類 顏色段數 顏色段數總和 
   ●●○○    90 3 18 

●●    ○○ 3 

   ○○●●   3 
   ○○    ●● 3 

    ●●○○ 3 
    ○○●● 3 

     ●●  ○○ 4 
●●○○ 4 

   ●●  ○○  4 
  ○○  ●● 4 

 ○○●●  4 
○○  ●● 4 
○●●○   4 
○●●    ○ 4 
●●○    ○ 4 
○    ○●● 4 
○    ●●○ 4 
    ○●●○ 4 
●○○● 4 
●○○    ● 4 
○○●    ● 4 
●    ●○○ 4 
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●    ○○● 4 
    ●○○● 4 

…… 

…… 

…… 

…… 
…… 
…… 

 

…… 

…… 

        直接劃記的方式太繁瑣，所以直接利用方法二計算。 

 

2. 方法二：利用含有相同物品排列的概念，則毛毛蟲的種類有 90
!2!2!2

!6
 種。 

 

(三) 顏色段數總和之討論：當毛毛蟲身體為 6 段時，因為一一劃記太繁瑣，所以無法直

接計算，因此在毛毛蟲身體 6 段時，我們將毛毛蟲顏色段數分成 3 段、4 段、5 段、

6 段分別進行討論。 

1. 利用組合概念計算顏色段數總合，當毛毛蟲身體 6 段時，將顏色段數分成 3 段、4

段、5 段、6 段分別進行討論。 

 

 (1)當顏色為 3 段時： 

●● ○○  

   視成三個大方框，也就是相同顏色必須放在同一個方框內，所以會有 3！的排法，而  

   顏色段數為 3，所以顏色段數總和為 3x3!=18。 

 所以當顏色為 3 段時，顏色段數總和為 3x3!=18。 

 

 (2)當顏色為 4 段時： 

 ●●    

   

      ●●和    的這四個位置必須二二同樣顏色，所以可以看成兩個大位置，而這兩個大 

   位置的選擇顏色有 3x2=6 種，另一個剩餘顏色在箭頭的三個位置中擇二放入，所以有 

   3x2 兩種，因此會有 3x2x3x2=36 種，顏色段數總和為 4x36=144。 
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    所以當顏色為 4 段時，顏色段數總和為 144。 

 

 (3)當顏色為 5 段時： 

●● A B C D 

     

       ●●的這二個位置必須同樣顏色，所以看成一個大位置，而這一個大位置的選擇顏 

    色有 3 種，A 的位置剩下二種顏色可以選，剩下的 B、C、D 位置則固定無法再選， 

    所以有 2x1 兩種，因此會有 3x2+3x2=12 種。 

 

A ●● B C D 

       

 同理，對稱之下，會有 3x2+3x2=12 種。      

 

A B ●● C D 

      

 A 的位置和 C 的位置有兩個顏色可以選擇，剩下的 B、D 位置則固定無法再選，因 

 此會有 3x2x2=12 種。 

      所以當顏色為 5 段時，顏色段數總和為 5x(12+12+12)=5x36=180 種。 

 

 (4)當顏色為 6 段時：      

● ○  ● ○  

       

        先將前面三個位置看成一個大位置，後面三的位置也看成一個大位置，大位置裡 

   的顏色必須是不同的，所以會有 3x2x3x2=36 種。但是為了符合顏色 6 段，所以必須扣 

   除出現下列情形者， 

   

● ○   ○ ● 

 

        也就是當最中間的兩個顏色相同時，所以將中間兩個位置看成一個大位置，所以 

   中間的顏色選擇有 3 種，另外前面兩個位置和後面兩個位置的選擇各有 2 種，所以共 

A B C D ●● 

A B C ●● D 
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   有 2x3x2=12 種。 

      因此第一種情形顏色 6 段的有 36-12=24 種。    

 

      第二種情形為       

● ○ ●  ○  

       

        前面三個位置看成一個大位置，後面三的位置也看成一個大位置，大位置裡的顏 

      色必須有兩個相同的，所以當前面大位置選完顏色和位置有 3x2=6 種，後面的大位置 

      也固定了，因此第二種情形顏色 6 段的有 6 種。 

        綜合兩種情形，顏色 6 段的共有 30 種，顏色段數總和為 6x30=180 種。 

    所以當顏色為 6 段時，顏色段數總和為 6x(24+6)=6x30=180 種。 

 

 小結：當毛毛蟲身體分 6 段，顏色為黑、白、紅個兩個時，毛毛蟲的種類有 90
!2!2!2

!6
  

    種，顏色段數總和為 18+144+180+180=522。 

 

綜合上述之結果，整理如下表 4-1.11 

表 4-1.11 

毛毛蟲身體段數 毛毛蟲總類 f(3n) 顏色段數總和 S(3n) 
n=1，3 段 6 18 
n =2，6 段 90 522 

 但我們無法找出符合 S(3n)與 f(3n)之間的數學關係式。 

 

小結: 

定理五: 毛毛蟲身體段落 3 n，每段可以黑、白、紅三色且均分，毛毛蟲種類為 f(3n)，  

f(3n)=
!!!

)!3(
nnn

n    
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肆、 研究結果 

一、 利用「直接劃記」計算其關係為： 

定理一：當毛毛蟲身體段數 2n，每段可以黑白兩色且均分， 

        顏色段數總和 S(2n)等於毛毛蟲種類 f(2n)的 n+1 倍。 

    S(2n)= (n+1) f(2n) 

例如：  

當 n=5，毛毛蟲身體段數 10，每段可以黑白兩色，毛毛蟲種類 f(10)=252， 

顏色段數總和 S(10)=1512，所以 1512=(5+1)x252，S(10)= (5+1) f(10)。 

 

二、 利用「二項式定理」及「巴斯卡三角形」概念其關係為： 

定理二：毛毛蟲身體段落 2n，每段可以黑白兩色且均分，毛毛蟲種類為 f(2n) 

        f(2n)= n
n

n
n

nnnnnn CCCCCCC  ......C 221100 ，S(2n)= (n+1) f(2n) 

例如：  

當 n=6，毛毛蟲身體段數 12，每段可以黑白兩色， 

毛毛蟲種類 f(12)=1x1+6x6+15x15+20x20+15x15+6x6+1x1=924， 

顏色段數總和 S(12)=(6+1)x924=6468。 

 

三、 利用「排列」概念其關係為： 

定理三: 毛毛蟲身體段落 2n，每段可以黑白兩色且均分，毛毛蟲種類為 f(2n)，顏色段數 

        總和 S(2n) 

f(2n)=
!!
)!2(

nn
n   ，   S(2n)= (n +1)

!!
)!2(

nn
n

 

例如： 

當 n=6，毛毛蟲身體段數 12，每段可以黑白兩色， 

毛毛蟲種類 f(12)= 924
123456

789101112
!6!6
!12





 ， 
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顏色段數總和 S(12)=(6+1)x924=6468。 

四、 利用「組合」概念其關係為： 

定理四：毛毛蟲身體段落 2n，每段可以黑白兩色且均分，毛毛蟲種類為 f(2n)，顏色段 

        數總和 S(2n) 

        f(2n)= n
n
2C   ，  S(2n)= (n +1) n

n
2C 。 

例如：  

當 n=7，毛毛蟲身體段數 14，每段可以黑白兩色， 

毛毛蟲種類 f(14)= 3432
1234567

891011121314C14
7 




 ， 

顏色段數總和 S(14)=(7+1)x3432=27456。 

 

五、 延伸推論(一)： 

定理五：當毛毛蟲身體有 3n 段時，每段可以黑、白、紅三色且均分， 

       則毛毛蟲種類 f(3n)=
!!!

)!3(
nnn

n
 

例如： 

當 n=4，毛毛蟲身體段數 12，每段可以黑、白、紅三色，毛毛蟲種類

f(12)= 34650
12341234

56789101112
!4!4!4

!12





 。 

 

六、 延伸推論(二)： 

定理六：當毛毛蟲身體有 kn 段時，每段可以黑、白、紅……k 色且均分， 

則毛毛蟲種類 f(kn)=
!!...!

)!(
nnn

kn
 

例如： 

當 k=4、n=2，毛毛蟲身體段數 8，每段可以黑、白、紅、綠四色，毛毛蟲種類 

f(8)= 5040
1212

345678
!2!2!2

!8





 。 
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伍、 討論與結論 

一、 我們先用電腦，實際畫出所有可能的情形，然後分別找到當顏色只能有黑、白兩色

且均分時，在毛毛蟲身體段數為 2 段、4 段、6 段、8 段和 10 段之下，毛毛蟲的種

類以及顏色總段數的情形，雖然這花費了我們很多的時間，但從中也學習到如何整

理和分析數據的能力。 

二、 為了希望可以找到其他方法幫助我們可以更迅速的解題，所以我們試著觀察數據，

找到規律性，也提前學習了高中課程，藉由二項式定理、巴斯卡三角形及排列組合

的概念，成功找到了數學關係式。 

三、 當毛毛蟲身體段落 2 n，每段可以黑白兩色且均分，毛毛蟲種類為 f(2n)，在定理二

中 f(2n)= n
n

n
n

nnnnnn CCCCCCC  ......C 221100 ，定理三、四中 f(2n)= 
!!
)!2(

nn
n = n

n
2C ，

我們欲推論 f(2n)= n
n

n
n

nnnnnn CCCCCCC  ......C 221100 = n
n
2C 之證明。 

其過程如下： 

由二項式定理可知   nn
n

nnnn xCxCxCCx  ...1 2
210  

∵      nnn xxx  111 2
 

∴     )...)(...(11 2
210

2
210

nn
n

nnnnn
n

nnnnn xCxCxCCxCxCxCCxx   

              . . . . . .).........( 022110
nnn

n
n
n

nn
n

nn
n

n xCCCCCCCC    

              ......).........( 221100
nn

n
n
n

nnnnnn xCCCCCCCC   

              ......)(......
0

n
n

k

n
k

n
k xCC



  

              . . . . . .)(. . . . . .
0

2 n
n

k

n
k xC



  

由上可知， nx 的係數為


n

k

n
kC

0

2)( ………………(1) 

直接利用二項是定理：   nn
n

nn
n

nnnn xCxCxCxCCx 22
2

222
2

2
1

2
0

2 ......1   

其 nx 的係數為 n
nC2 ……………(2) 
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綜合(1)、(2) 

故


n

k

n
kC

0

2)( = n
nC2   

意即 n
n

n
n

nnnnnn CCCCCCCC  ...221100 = n
nC2  

故得證。 

四、 我們試著觀察，是否具有遞迴關係式，我們發現： 

毛毛蟲身體段落 2n，顏色只能有黑、白兩色且均分時，毛毛蟲種類為 f(2n)， 

當 n=1，f(2)=2，n=2，f(4)=6，n=3，f(6)=20，n=4，f(8)=70，…. 

我們令 g(n)= f(2n)，所以 g(1)=2、 g(2)=6、 g(3)=20、 g(4)=70…， 

其遞迴關係式為 g(n)=5g(n-1)-5g(n-2)。 

故毛毛蟲身體段落 2n，每段可以黑白兩色且均分，毛毛蟲種類為 f(2n)= g(n)， 

則遞迴關係式 g(n)=5g(n-1)-5g(n-2)。 

利用二階遞迴關係式， 

        ， 

        g(1)=2、g(2)=6 

         
       得到 

         
故毛毛蟲身體段落 2n，每段可以黑白兩色且均分，毛毛蟲種類為 f(2n)= g(n)， 

則一般式 。 

 

五、 毛毛蟲段數是 2n，每段可以黑白兩色且均分時，從不同的數學概念推論出定理一至

定理六的數學式，最後也找到遞迴關係式和一般式。毛毛蟲身體有 3n，每段可以黑、

白、紅三色且均分時，透過排列的概念計算出毛毛蟲種類，但在計算顏色段數總和

時，只能以不同顏色段數做討論，尚未找到一個直接的數學式，同理在最後延伸推
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論毛毛蟲身體 kn 段，每段可以黑白紅…k 色且均分時，只能以排列的概念計算出毛

毛蟲種類。 

六、 延伸討論，如果我們將毛毛蟲身體段數分成一段、二段、三段、……，顏色以黑白兩

色，但不規定顏色要平均分配，例如： 

當毛毛蟲身體段數三段時，情形有三白、三黑、一白二黑、一黑二白，然後再討論

其排列，所以會有 16 種。 

因此我們設毛毛蟲段數 n，毛毛蟲種類 h(n)， 

h(1)=2， h(2)=6，h(3)=16，h(4)=40，h(5)=96…. 

我們發現其遞迴關係式為 h(n)=4g(n-1)-4g(n-2)。 

故毛毛蟲身體段落 n，每段可以黑白兩色且均分，毛毛蟲種類為 h(n)， 

則遞迴關係式 h(n)=4h(n-1)-4 h(n-2)。 

利用二階遞迴關係式， 

， 
h(1)=2、h(2)=6 

 
得到 

 
         

故毛毛蟲身體段落 n，每段可以黑白兩色且均分，毛毛蟲種類為 h(n)， 

則一般式  。 

 

七、 這次研究，尚無法找到毛毛蟲身體段落 n，每段可以黑白兩色且均分，顏色段數總

和的數學式，這可留待繼續研究的題材，除外可再延伸考慮下列情形： 

(1)當毛毛蟲段數是 2n，毛毛蟲身上花紋顏色有 3 色且可不均分時， 

(2)當毛毛蟲段數是 3n，毛毛蟲身上花紋顏色有 4 色且可不均分時， 

(3)當毛毛蟲段數是 n，毛毛蟲身上花紋顏色有 3 色且可不均分時， 

(4) 當毛毛蟲段數是 n，毛毛蟲身上花紋顏色多於 3 色以上且可不均分時， 

其毛毛蟲種類的數學式，顏色段數總和之數學式，以及兩者之間存在的關係式，這
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將是我們後續可以再探討，讓研究更加豐富完善的方向。 
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三、 游森棚(2021)。森棚教官的數學題。科學研習月刊，60-03。 

 



030420-評語 

【評語】030420 

本作品討論的是身體有 n 段黑色和 n 段白色花紋的毛毛蟲，

這樣的黑白毛毛蟲的種類數是多少，不同種類的黑白毛毛蟲身體的

顏色區段數的總和又會是多少這樣的問題。這是科學月刊中介紹的

一個有趣的問題。以較為符號化的方式來說，這個問題相當於在考

慮由 n 個黑球及 n 個白球排成一列，這樣的排列有多少種，若以最

長連續相同色球視為區段，作者們計數色球排列的顏色區段數的總

和。作者們由一些較小的例子出發，透過分類討論的方式計算結

果，根據得出的結果找出通則，最後再利用簡單的排列概念來論

證。說明的很仔細，看的出來花費了不少心思，值得鼓勵。在計數

方面，利用了排列組合與遞迴關係的方法。關於段數總和的規則部

分，感覺上只是由觀察小例子來得出通則，如果可以進一步的解釋

與說明得到這個通則的理由則會有更好結果。另一方面，在最後結

論的部分提及毛蟲的種類滿足某一個遞迴關係的部分，似乎也只是

根據前面幾項的數據推論得到，如果可以進一步的解釋與說明這些

數字前後項之間的關連額會更完整。根據小的例子或數字來推論結

果其實是有一定程度的風險的，如何保證推論的結果是正確無誤的

呢？如果在提出猜想後還能進一步給出論述，清楚的說明規則的

正確性，會更好。



 

 

 

 

 

 

 

 

 

作品簡報



科 別：數學科

組 別：國中組

作品名稱：黑白配

－探討毛毛蟲種類與段數的規律



前言-研究動機

毛毛蟲的種類
−數學關係式

在一個小島上，生物學家發現了一類身體有黑、白色花紋相間的毛毛蟲，並經過仔細

觀察後，發現毛毛蟲的花紋組成，似乎是有規律的！

每隻毛毛蟲從頭到尾巴，恰好可以分成四個段落，且這四個段落剛好是兩段黑色及兩

段白色，所以，共可分成六種毛毛蟲，分別是:

黑黑白白 黑白黑白 黑白白黑 白黑黑白 白黑白黑 白白黑黑
六種毛毛蟲的顏色段數，分別是2、4、3、3、4、2 ，顏色的段數總和為18。

前言-研究架構

科學研習月刊60-3期中有一個「黑白毛毛蟲」的問題。

毛毛蟲顏色段數總和
−數學關係式

毛毛蟲的種類
−遞迴關係式
−一般式

毛毛蟲身體有2n段時，
每段可以黑白兩色且均分

毛毛蟲身體有3n段時，
每段可以黑白兩色且均分

毛毛蟲身體有kn段時，
每段可以黑白兩色且均分

二項式定理
巴斯卡三角形
排列組合

二階遞迴關係
毛毛蟲身體有2n、 n段時
，每段可以黑白兩色



前言-名詞定義

• f (2n)：當毛毛蟲身體段數為2n時，n為正整數，

毛毛蟲之種類數量。

f (3n)：當毛毛蟲身體段數為3n時，n為正整數，

毛毛蟲之種類數量。

• f (kn)：當毛毛蟲身體本段數為kn時，n為正整數，毛毛蟲之種類數量。

• S (2n)：當毛毛蟲本段數為2n時, n為正整數，毛毛蟲之顏色段數總合。

範例:毛毛蟲身體段數為2 :

●○ ○●

f(2)=2、 S(2)=4

前
言
∣
數
學
概
念

1.n階乘：規定符號n!= nx(n-1)x(n-2)x…x2x1

，讀做〝n階乘〞。

2.相異物排列：將n個不同物品排成一列

有n!= nx(n-1)x(n-2)x…x2x1種方法。

3.含有相同物品的排列：設n個物品分成k類,

每類各有m1、m2、…mk個(每類中的物品相

同且m1+m2+…+mk =n),則這n個物品排成一

列有 種方法。

4.相異物的組合：用 表示從n個不同的物品

中挑出k個不同物品的組合數 ，則

5.二項式定理：設n為非負整數，則

!!...!

!

21 kmmm

n

n

kC

)0( nk 

)!(!

!
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6.巴斯卡三角形：
由二項式定理展開(x+y)n ,其中n=0,1,2,3,…
並將係數排列成如下三角形:

1                                     Ｃ
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0            
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1
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6

5   Ｃ
6

6       

       圖 1                                     圖 2                      

 

 



研究過程與結果

研究一:直接劃記

毛毛蟲身體
段數

毛毛蟲種類
f(2n)

顏色段數總和
S(2n)

n=1，2段 2 4

n=2，4段 6 18

n=3，6段 20 80

n=4，8段 70 350

n=5，10段 252 1512

●●○○

○○●●

●○○● ●○●○
○●●○ ○●○●

顏色段數
2
2

顏色段數
4
4

顏色段數
3
3

當毛毛蟲身體段數4個段落，每段可以黑白兩色且均分

2倍

4倍

5倍

6倍

3倍

說明

毛毛蟲種類有6種
顏色段數總和為18

★整理劃記之結果如下表
重大發現

顏色段數為2、3、4、4、3、2。

★顏色段數可以視為一個對稱的數列。
★當毛毛蟲身體段數2，

顏色段數總和等於毛毛蟲總類的2倍；
★當毛毛蟲身體段數4，

顏色段數總和等於毛毛蟲總類的3倍；
★當毛毛蟲身體段數6，

顏色段數總和等於毛毛蟲總類的4倍；

定理一：
當毛毛蟲身體段數2n，每段可以黑白兩
色且均分，顏色段數總和S(2n)等於毛
毛蟲種類f(2n)的n+1倍。
S(2n)= (n+1)f(2n)

範例:
當n=5，毛毛蟲身體段數10，
每段可以黑白兩色且均分，
●○●●○○●●○○
毛毛蟲種類f(10)=252，
顏色段數總和
S(10)=(5+1)xf(10)=1512。



研究二:「二項式定理」及「巴斯卡三角形」概念

毛毛蟲身體為2段、4段、6段、8段，每段可以黑白兩色時，
其毛毛蟲種類及毛毛蟲顏色段數總和整理如下表

說明

重大發現

★將毛毛蟲種類數字拆解，
發現和巴斯卡三角形的數字
竟有相關

巴斯卡三角形的係數是由

二項式定理展開

(x+y)n，其中n=0,1,2,3,…，
nn

n

kknn

k

nnnnn yxCyxCyxCyxCyx 011

1

0

0 ......)(  

定理二：毛毛蟲身體段落2n，

每段可以黑白兩色且均分，

毛毛蟲種類為f(2n)

𝒇 𝟐𝒏 = 𝑪𝟎
𝒏 ∙ 𝑪𝟎

𝒏 + 𝑪𝟏
𝒏 ∙ 𝑪𝟏

𝒏+. . . 𝑪𝒏
𝒏 ∙ 𝑪𝒏

𝒏

S(2n)=(n+1)f(2n)

範例:
當n=6，毛毛蟲身體段數12，每
段可以黑白兩色且均分，
●○●●○○●●○○●○
毛毛蟲種類
f(12)=1x1+6x6+15x15+20x20+1
5x15+6x6+1x1=924，
顏色段數總和
S(12)=(6+1)x924=6468。

毛毛蟲身體段數
(2n)

毛毛蟲種類f(2n)

n =1，2段 2=1+1

n =2，4段 6=1+2+2+1=1+2x2+1

n =3，6段 20=1+3+3+3+3+3+3+1=1+3x3+3x3+1

n =4，8段 70=1+4x4+6x6+4x4+1



研究三:排列概念

將毛毛蟲身上的白色花紋、黑色花紋都看成相同物排列，利用「含有相同物品
排列」的數學概念

說明

定理三: 

毛毛蟲身體段落2n，每段黑白兩色且均分，

毛毛蟲種類為f(2n)，顏色段數總和S(2n)

𝒇 𝟐𝒏 =
(𝟐𝒏)!

𝒏!𝒏!
𝐒 𝟐𝐧 = (𝐧 + 𝟏)

𝟐𝐧 !

𝐧!𝐧!

當毛毛蟲身體段數4段，會有兩段黑色及兩段白色，

●●○○ n=2 毛毛蟲種類 f(4)= =6 ，

顏色段數總和S(4)= (n+1) f(4)=12

當毛毛蟲身體段數6段，會有三段黑色及三段白色，

●●●○○○ n=3 毛毛蟲種類 f(6)= =20 ，

顏色段數總和S(6)= (n+1) f(6)=80

當毛毛蟲身體段數8段，會有四段黑色及四段白色，

●●●●○○○○ n=4 毛毛蟲種類f(8)= =70 ，

顏色段數總和S(8)= (n+1) f(8)=350

!2!2

!4

!3!3

!6

!4!4

!8

範例:
當n=6，毛毛蟲身體段數12，
每段可以黑白兩色且均分，
●○●●○○●●○○●○
毛毛蟲種類，f(12)=

𝟏𝟐!

𝟔!𝟔!
=924

顏色段數總和
S(12)=(6+1)x

𝟏𝟐!

𝟔!𝟔!
=6468。



說明

範例:
當n=6，毛毛蟲身體段數12，
每段可以黑白兩色且均分，
●○●●○○●●○○●○
毛毛蟲種類，f(12)=𝑪𝟔

𝟏𝟐=924

顏色段數總和
S(12)=(6+1)x𝑪𝟔

𝟏𝟐=6468。

研究四:組合概念

從定理三的結論，結合組合概念

說明

定理四: 

毛毛蟲身體段落2n，

每段可以黑白兩色且均分，

毛毛蟲種類為f(2n)，顏色段數總和S(2n)

𝒇 𝟐𝒏 =
𝟐𝒏 !

𝒏!𝒏!
= 𝑪𝒏

𝟐𝒏 𝑺 𝟐𝒏 = (𝒏 + 𝟏)𝑪𝒏
𝟐𝒏

研究五:延伸推論(一)

當毛毛蟲身體有3段、6段時，每段可以黑、白、紅三色且均分
直接劃記3段時，其毛毛蟲種類及毛毛蟲顏色段數總和整理如下表

顏色段數為3、3、3、3、3、3 。

利用含有相同物品排列的概念，

則毛毛蟲的種類有3！＝6種。

顏色段數只有3段一種，

所以顏色段數總和為3x6=18。



說明
在毛毛蟲身體6段時，我們將毛毛蟲顏色段數分成3段、4段、5段、6段
分別進行討論

(1)當顏色為3段時：
視成三個大方框，所以會有3！的排法，顏色段數為3，
顏色段數總和為3x3!=18。

(2)當顏色為4段時：
●●和 的這四個位置必須二二同樣顏色，看成
兩個大位置，顏色有3x2=6種，另一個剩餘顏色在箭
頭的三個位置中擇二放入，有3x2兩種，因此有
3x2x3x2=36種，
顏色段數總和為4x36=144。

(3)當顏色為5段時：
●●同顏色，看成一個大位置，顏色3種，A的位置剩
下二種顏色可以選，剩下的Ｂ、Ｃ、Ｄ位置則固定無
法再選，所以有2x1兩種，故3x2+3x2=12種。
對稱之下，會有3x2+3x2=12種。
Ａ的位置和Ｃ的位置有兩個顏色選擇，剩下的Ｂ、Ｄ
位置則固定無法再選，有3x2x2=12種。
所以當顏色為5段時，
顏色段數總和為5x(12+12+12)=5x36=180種。



說明

(4)當顏色為6段時：
第一種情形:將前面三個位置看成一個大位置，後面三位置也
看成一個大位置，大位置裡的顏色不同，所以有3x2x3x2=36
種。但為了符合顏色6段，必須扣除下列情形:
當最中間的兩個顏色相同時，將中間兩個位置看成一個大位
置，中間的顏色選擇有3種，前面兩個和後面兩個選擇各有2
種，所以有2x3x2=12種。第一種情形顏色6段的有36-12=24種。

第二種情形:前面三個位置看成一個大位置，後面三的位置也
看成一個大位置，大位置裡的顏色必須有兩個相同的，當前面
大位置選完顏色和位置有3x2=6種，後面的大位置也固定了，
因此第二種情形顏色6段的有6種。
綜合兩種情形，顏色6段共有30種，顏色段數總和為180種。

毛毛蟲身體段數
毛毛蟲總類

f(3n)
顏色段數總和

S(3n)

n =1，3段 6 18

n=2，6段 90 522

★當毛毛蟲身體3n段，顏色為黑、白、
紅三色且均分時，毛毛蟲的種類與顏色
段數總和並未像2n段直觀找到倍數關係。

定理五: 

毛毛蟲身體段落3n，每段可以黑白兩色且均分，毛毛蟲種類為f(3n)，f(3n)=
(𝟑𝒏)!

𝒏!𝒏!𝒏!

定理六: 

毛毛蟲身體段落kn ，每段可以k色且均分，毛毛蟲種類為f(kn)，f(kn)=
(𝒌𝒏)!

𝒏!𝒏!…𝒏!

小結



討論

說明

討論一:𝐶0
𝑛 ∙ 𝐶0

𝑛 + 𝐶1
𝑛 ∙ 𝐶1

𝑛+. . . 𝐶𝑛
𝑛 ∙ 𝐶𝑛

𝑛=𝐶𝑛
2𝑛

說明說明 當毛毛蟲身體段落2n，每段可以黑白兩色且均分，毛毛蟲種類為f(2n)

在定理二:𝒇 𝟐𝒏 = 𝑪𝟎
𝒏 ∙ 𝑪𝟎

𝒏 + 𝑪𝟏
𝒏 ∙ 𝑪𝟏

𝒏+. . . 𝑪𝒏
𝒏 ∙ 𝑪𝒏

𝒏，定理三:𝒇 𝟐𝒏 =
(𝟐𝒏)!

𝒏!𝒏!

定理四:𝒇 𝟐𝒏 =
𝟐𝒏 !

𝒏!𝒏!
= 𝑪𝒏

𝟐𝒏

我們欲推論𝒇 𝟐𝒏 = 𝑪𝟎
𝒏 ∙ 𝑪𝟎

𝒏 + 𝑪𝟏
𝒏 ∙ 𝑪𝟏

𝒏+. . . 𝑪𝒏
𝒏 ∙ 𝑪𝒏

𝒏=𝑪𝒏
𝟐𝒏

由二項式定理可知

由上可知， 的係數為 ……(1)

直接利用二項式定理：
其 的係數為 ……(2)

綜合(1)、(2) 故 ，意即
故得證。
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說明

討論二:二階遞迴關係式

說明

說明 當毛毛蟲身體段落2n，每段可以黑白兩色且均分，毛毛蟲種類為f(2n)

令g(n)=f(2n)，故f(2)=g(1)=2、f(4)=g(2)=6、f(6)= g(3)=20、f(8)= g(4)=70…，

重大發現

2、6、20、70......
20=5(6-2)

4 14 50 70=5(20-6)

定理七: 
毛毛蟲身體段落2n，每段可以黑白兩色且均分，毛毛蟲種類為f(2n)=g(n)，

則遞迴關係式g(n)=5g(n-1)-5g(n-2)，一般式𝒈 𝒏 =
𝟐

𝟓
(
𝟓+ 𝟓

𝟐
)𝒏 +

𝟐

𝟓
(
𝟓− 𝟓

𝟐
)𝒏

利用二階遞迴關係式，

g(1)=2、g(2)=6 ，

得到

說明 毛毛蟲身體段數分成1段、2段、3段…，顏色黑白兩色，不規定顏色要均分

我們設毛毛蟲段數n，毛毛蟲種類h(n)，h(1)=2，h(2)=6，h(3)=16，h(4)=40，h(5)=96….

重大發現

2、6、16、40......
16=4(6-2)

4 10 14 40=4(16-6)

利用二階遞迴關係式，

H(1)=2、h(2)=6 ，

得到 ，

， 

定理八: 

毛毛蟲身體段落n，每段可以黑白兩色且不一定均分，毛毛蟲種類為h(n)，

則遞迴關係式h(n)=4h(n-1)-4 h(n-2)，一般式𝒉 𝒏 = (𝒏 + 𝟏)𝟐𝒏−𝟏



結論與未來展望

結論

未來展望

參考資料

一、許家哲(2012)。怨言不斷~探討排列人數與怨言數的關係。中華民國第五十二屆中
小學科學展覽會國小組數學科第二名。

二、游森棚(2019)。高中數學課本第二冊第三章：排列組合與機率。翰林版。
三、游森棚(2021)。森棚教官的數學題。科學研習月刊，60-03。

★整理和分析數據的能力:實際畫出所有可能的情形，雖然這花費了我們很多的時間，
但從中也學習到如何整理和分析數據的能力。

★加深加廣提前學習:試著觀察數據，找到規律性，提前學習了高中課程，藉由二項式
定理、巴斯卡三角形及排列組合的概念，成功找到了數學關係式。

★數學概念之間的互通性:毛毛蟲段數是2n，每段可以黑白兩色且均分時，從不同的數
學概念推論出定理一至定理六的數學式，最後也找到遞迴關係式和一般式(定理七、
定理八)。並且成功的推導定理二與定理三、定理四之間的證明。

(1)當毛毛蟲段數是2n，毛毛蟲身上花紋顏色有3色且可不均分時，
(2)當毛毛蟲段數是3n，毛毛蟲身上花紋顏色有4色且可不均分時，
(3)當毛毛蟲段數是n，毛毛蟲身上花紋顏色有3色且可不均分時，
(4)當毛毛蟲段數是n，毛毛蟲身上花紋顏色多於3色以上時，
其毛毛蟲種類的數學式，顏色段數總和之數學式，以及兩者之間存在的關係式，
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