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摘  要 

    本研究探討在直角三角形勾股中容一個正方形，即為「勾股容方」，其正方形邊長、周長

與面積會有什麼關係？若不斷重覆延伸此圖形，觀察這樣的圖形模式，最後又會有什麼結果？

發現同一層內正方形周長的總和，其值會相等，也觀察到勾股容方與黃金比例的關聯性。 

另外，如果將正方形邊長擺放在直角三角形的斜邊上，我們稱為「斜邊容方」，同樣逐步

討論其正方形邊長、周長與面積的關係。當不斷重覆延伸此圖形時，發現在勾股容方或斜邊

容方中，將所有正方形的面積加總後，其面積和皆會等於原直角三角形的面積，以及勾股容

方的邊長會大於斜邊容方的邊長。 

 

壹、前言 

一、 研究動機 

    八年級上學期時，老師在介紹畢氏定理單元時，給我們挑戰一道 2005 年 JHMC 的數學競

賽試題，原題目內容是：「如圖 1，∠A = 90°，AB̅̅ ̅̅ = 4，AC̅̅̅̅ = 3，其中S1，S2，…，S7均為正

方形，試求這七個正方形周長的總和。」（答：
144

7
） 

 
圖 1  2005 年 JHMC 數學試題 

這個圖形引起我們的興趣，不禁思考，若是在直角三角形內部放上更多正方形，則其正

方形邊長、周長或面積又會是多少？若是直角三角形三內角為特殊角度時，其正方形邊長、

周長及面積又會有什麼關係？在不斷的討論過程中，我們靈機一想，若是將正方形用不同方

式擺放時，其正方形邊長、周長及面積又會有什麼變化？於是我們就開始著手進入研究。 

 

二、 研究目的 

（一）探討在直角三角形中，當內接正方形相鄰兩邊長擺放在「勾股」上時，其正方形邊長、

周長及面積的關聯性。 
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（二）探討勾股容方中，直角三角形之長短股比率，與其內接正方形邊長的關係討論。 

（三）探討在直角三角形中，當內接正方形邊長擺放在「斜邊」上時，其正方形邊長、周長

及面積的關聯性。 

（四）探討斜邊容方中，直角三角形之三邊長比，與其內接正方形邊長的關係討論。 

 

三、 圖形名稱定義 

（一）勾股容方 

將內接正方形相鄰兩邊長擺放在直角三角形的勾股上，是為「勾股容方」，之後會各自再

形成小直角三角形，接著不斷重覆在直角三角形中放置正方形，如圖 2。原直角三角形的勾股

容方是為第一層，其正方形稱為𝑆1,1；這時會形成兩個小直角三角形，是為第二層，且以相同

方式所放置的正方形，由短股至長股方向依序稱為𝑆2,1和𝑆2,2；再延伸此圖形，會形成四個更

小的直角三角形，是為第三層，其所放置的正方形，由短股至長股方向依序稱為𝑆3,1、𝑆3,2、

𝑆3,3和𝑆3,4。爾後，不斷重覆放置的內接正方形，將按此規則依序命名。 

 
圖 2 勾股容方中正方形名稱 

（二）斜邊容方 

將內接正方形某一邊長擺放在直角三角形的斜邊上，我們稱為「斜邊容方」，之後也會各

自再形成小直角三角形，接著不斷重覆在直角三角形中放置正方形，如圖 3。原直角三角形的

斜邊容方是為第一層，其正方形稱為𝑇1,1；這時會形成三個小直角三角形，是為第二層，且以

相同方式放置正方形，將落在斜邊最短之小直角三角形中的正方形稱為𝑇2,1，落在斜邊次短之

小直角三角形中的正方形稱為𝑇2,2，最後落在斜邊最長之小直角三角形中的正方形稱為𝑇2,3；

再延伸此圖形，將形成九個更小的直角三角形，是為第三層，其所放置的小正方形，以第二

層命名規則，依序稱為𝑇3,1、𝑇3,2、……、𝑇3,8和𝑇3,9。爾後，不斷重覆放置的內接正方形，也以

此規則依序命名。 
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圖 3 斜邊容方中正方形名稱 

 

貳、研究設備及器材 

筆、紙、直尺、黑板、Word、Power point 

 

參、研究過程 

一、探討在直角三角形中，當內接正方形相鄰兩邊長擺放在「勾股」上時，其正方形邊長、

周長及面積的關聯性。 

（一）勾股容方—正方形邊長公式 

若直角三角形邊長比為a ∶ b ∶ c，如圖 4，利用相似三角形對應邊成比例性質，可推導出

內接正方形𝑆1,1邊長為 
𝑎𝑏

𝑎+𝑏
。 

證明：假設𝑆1,1邊長為 x 

      因為△ BFE~ △ BCA（AA 相似性質） 

所以 (a − 𝓍) ∶ 𝓍 = 𝑎 ∶ b                   圖 4 勾股容方正方形邊長 

x =
𝑎𝑏

𝑎+𝑏
⋯ ⋯式（1）  

 

（二）直角三角形三內角45° − 45° − 90° 

首先從直角三角形的特殊角度開始進行研究，當三角形內角為45° − 45° − 90°時，其對

應邊長比為1 ∶ 1 ∶ √2，如圖 5。以下將每層內接正方形邊長、周長及面積的計算結果整理於

表 1。 
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圖 5 邊長比1 ∶ 1 ∶ √2 

 

表 1 勾股容方邊長比1 ∶ 1 ∶ √2  

正方形 
第一層 

𝑆1,1 

第二層 

𝑆2,1=𝑆2,2 

第三層 

𝑆3,1=𝑆3,2=𝑆3,3=𝑆3,4 
…… 

第 n 層 

𝑆𝑛,1=…=𝑆𝑛,2𝑛−1 

邊長 
1

2
 

1

4
 

1

8
 …… 

1

2𝑛
 

周長 2 1 
1

2
 …… 

1

2𝑛
× 4 = 22−𝑛 

面積 
1

4
 

1

16
 

1

64
 …… (

1

2𝑛
)2 =

1

4𝑛
 

 

1. 正方形邊長 

利用式（1）可求得𝑆1,1邊長為 
1

2
，分割後內部小直角三角形，皆會與原直角三角形相

似。同樣，利用式（1）求得第二層、第三層、……、第 n 層的正方形邊長。由表 1 可

觀察得到，若是不斷重覆在直角三角形中放入正方形，其邊長的值由大到小是為等比

數列。 

2. 正方形周長 

正方形周長是其邊長的 4 倍，因此可得出每一個正方形周長，如表 1。若將同一層內

的正方形周長加總後，可得： 

𝑆1,1周長 = 2 

𝑆2,1周長+ 𝑆2,2周長 = 1 × 2 = 2 

𝑆3,1周長+ 𝑆3,2周長+ 𝑆3,3周長 + 𝑆3,4周長 =
1

2
× 4 = 2 

⋮ 

𝑆𝑛,1周長 + 𝑆𝑛,2周長 + ⋯ ⋯ + 𝑆𝑛,2𝑛−1周長 = 22−𝑛 × 2𝑛−1 = 2 

根據計算後結果，發現若加總同一層內所有正方形周長後，其周長的值皆會等於 2。 
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3. 正方形面積 

正方形面積是其邊長的平方，也可得出每一個正方形面積，如表 1。將加總同一層正

方形的面積後，可得： 

𝑆1,1面積 = 
1

4
 

𝑆2,1面積+ 𝑆2,2面積 = 
1

16
× 2 =

1

8
 

𝑆3,1面積+ 𝑆3,2面積 + 𝑆3,3面積+ 𝑆3,4面積 = 
1

64
× 4 =

1

16
 

⋮ 

𝑆𝑛,1面積 + 𝑆𝑛,2面積 + ⋯ ⋯ + 𝑆𝑛,2𝑛−1面積 = 
1

4𝑛
× 2𝑛−1 =

1

2𝑛+1
 

根據計算後結果，發現若將同一層內所有正方形面積加總後，其值皆為上一層正方形

面積總和的 
1

2
 倍，且若不斷重覆在直角三角形中放入正方形，當加總同一層內所有正

方形面積後，其面積的值由大到小是為等比數列。研究動機中 2005 年 JHMC 試題，是

為求 7 個正方形周長的總和（如圖 1），於是激發我們是否也可以進一步的將每一層內

所有正方形面積累加起來，於是得出以下的推導： 

𝑆1,1面積+𝑆2,1面積 × 2 + ⋯ ⋯ + 𝑆𝑛,1面積 × 2𝑛−1 =
1

2
− (

1

2
)𝑛+1 

此等比數列中，首項為 
1

4
 ，公比為 

1

2
 ，透過以下無窮等比級數求和公式後，可得所

有正方形面積總和是為 
1

2
，發現會與原直角三角形的面積（

1×1

2
=

1

2
）相等。 

𝑎

1 − 𝑟
=

1
4

1 −
1
2

=
1

2
，|𝑟| < 1 

（三）直角三角形三內角30° − 60° − 90° 

當三角形內角為30° − 60° − 90°時，其對應邊長比為1 ∶ √3 ∶ 2，如圖 6。 

 

圖 6 邊長比1 ∶ √3 ∶ 2 
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1. 正方形邊長 

利用式（1）求得𝑆1,1邊長為 
√3

1+√3
，分割後內部小直角三角形，也皆與原直角三角形相

似，依序在小直角三角形中放入正方形，因為直角三角形長短股的長度不同，故其內

部同一層正方形邊長也會不相等，將計算結果整理於表 2。 

表 2 勾股容方邊長比1 ∶ √3 ∶ 2 

正方形 第一層 第二層 第三層 

邊長 

𝑆1,1 = 
√3

1+√3
 𝑆2,1 =

√3

(1+√3)2
 𝑆3,1 =

√3

(1+√3)3
 

 𝑆2,2 =
3

(1+√3)2 𝑆3,2 =
3

(1+√3)3 

  𝑆3,3 =
3

(1+√3)3 

  𝑆3,4 =
3√3

(1+√3)3 

由表 2 可觀察得到： 

(1) 每一層分母的底數均為1 + √3，而其指數的關係與所在的層數有關聯性。 

(2) 𝑆3,2邊長與𝑆3,3邊長相等 。 

2. 正方形周長 

由正方形邊長可得出每個正方形周長，再將同一層內正方形的周長加總後，可得： 

𝑆1,1周長 =
4√3

1 + √3
 

𝑆2,1周長 + 𝑆2,2周長 =
4√3

1 + √3
 

𝑆3,1周長+ 𝑆3,2周長 + 𝑆3,3周長+ 𝑆3,4周長 =
4√3

1 + √3
 

⋮ 

𝑆𝑛,1周長 + 𝑆𝑛,2周長 + ⋯ ⋯ + 𝑆𝑛,2𝑛−1周長 =
4√3

1 + √3
 

觀察計算後結果，發現若加總同一層內所有正方形的周長後，其值皆等於 
4√3

1+√3
。 

3. 正方形面積 

由正方形邊長也可得出每個正方形面積，將同一層內正方形的面積加總後，可得： 
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𝑆1,1面積 = 
3

(1+√3)
2 

𝑆2,1面積+ 𝑆2,2面積 = 
12

(1+√3)
4 

𝑆3,1面積+𝑆3,2面積+𝑆3,3面積+𝑆3,4面積 = 
48

(1+√3)
6 

⋮ 

𝑆𝑛,1面積 + 𝑆𝑛,2面積 + ⋯ ⋯ + 𝑆𝑛,2𝑛−1面積= 
3×4𝑛−1

(1+√3)
2𝑛 

觀察計算後結果，發現若加總同一層所有正方形的面積後，其值是為上一層正方形

面積總和的
4

(1+√3)
2 = (

2

1+√3
)2倍。接著，也進一步將每一層內所有正方形面積累加起

來，計算如下： 

𝑆1,1面積 = 
3

(1+√3)
2 

𝑆1,1面積+ 𝑆2,1面積 + 𝑆2,2面積 =
24+6√3

(1+√3)
4 

𝑆1,1面積+ 𝑆2,1面積 + ⋯ ⋯ + 𝑆3,3面積 + 𝑆3,4面積 =
132+72√3

(1+√3)
6  

⋮ 

𝑆1,1面積+ 𝑆2,1面積 + ⋯ ⋯ ⋯ + 𝑆𝑛,2𝑛−1面積 =
√3

2
(1 −

4𝑛

(1+√3)2𝑛) 

此等比數列中，首項為
3

(1+√3)
2 ，公比為(

2

1+√3
)2 ，透過無窮等比級數求和公式後，可

得所有正方形面積總和為
√3

2
，發現會與原直角三角形的面積（

1×√3

2
=

√3

2
）相等。 

 

（四）直角三角形的邊長比a ∶ b ∶ c  

1. 正方形邊長 

由式（1）已知圖 7 中的𝑆1,1邊長為 
𝑎𝑏

𝑎+𝑏
，同樣使用式（1）可推得第二層、第三層的正

方形邊長，如表 3，且其𝑆3,2與𝑆3,3的邊長也是相等。 
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圖 7 邊長比a ∶ b ∶ c 

表 3 勾股容方邊長比a ∶ b ∶ c 

正方形 第一層 第二層 第三層 

邊長 

𝑆1,1 = 
𝑎𝑏

𝑎+𝑏
 𝑆2,1 = 

𝑎2𝑏

(𝑎+𝑏)2
 𝑆3,1 = 

𝑎3𝑏

(𝑎+𝑏)3
 

 𝑆2,2 = 
𝑎𝑏2

(𝑎+𝑏)2 𝑆3,2 = 
𝑎2𝑏2

(𝑎+𝑏)3
 

  𝑆3,3 = 
𝑎2𝑏2

(𝑎+𝑏)3 

  𝑆3,4 = 
𝑎𝑏3

(𝑎+𝑏)3 

2. 正方形周長 

由正方形邊長得出每個正方形周長後，將加總同一層內正方形的周長後，可得： 

𝑆1,1周長 =
4𝑎𝑏

𝑎 + 𝑏
 

𝑆2,1周長+ 𝑆2,2周長 =
4𝑎𝑏

𝑎 + 𝑏
 

𝑆3,1周長+ 𝑆3,2周長+𝑆3,3周長+ 𝑆3,4周長 =
4𝑎𝑏

𝑎 + 𝑏
 

⋮ 

𝑆𝑛,1周長 + 𝑆𝑛,2周長 + ⋯ ⋯ + 𝑆𝑛,2𝑛−1周長 =
4𝑎𝑏

𝑎 + 𝑏
 

觀察計算後結果，若加總同一層內所有正方形周長後，其周長的值皆等於 
4𝑎𝑏

𝑎+𝑏
。 

3. 正方形面積 

由正方形邊長得出每個正方形面積後，將加總同一層內正方形的面積後，可得： 

𝑆1,1面積 =
𝑎2𝑏2

(𝑎+𝑏)2
 

𝑆2,1面積+𝑆2,2面積 =
𝑎2𝑏2𝑐2

(𝑎+𝑏)4
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𝑆3,1面積+𝑆3,2面積+𝑆3,3面積+𝑆3,4面積 =
𝑎2𝑏2𝑐4

(𝑎+𝑏)6
 

⋮ 

𝑆𝑛,1面積+𝑆𝑛,2面積+⋯ ⋯+𝑆𝑛,2𝑛−1面積 =
𝑎2𝑏2𝑐2𝑛−2

(𝑎+𝑏)2𝑛  

觀察計算後結果，得到若加總同一層所有正方形面積後，其值是為上一層正方形面積

總和的 
𝑐2

(𝑎+𝑏)2 倍，也就是說，當不斷重覆在直角三角形中放入正方形後，將同一層內

正方形面積加總後，其值由大到小是為等比數列。再進一步將每一層內所有正方形面

積累加起來，計算如下： 

𝑆1,1面積 = 
𝑎2𝑏2

(𝑎+𝑏)2
 

𝑆1,1面積+ 𝑆2,1面積 + 𝑆2,2面積 =
2𝑎2𝑏2(𝑐2+𝑎𝑏)

(𝑎+𝑏)4  

𝑆1,1面積+ 𝑆2,1面積 + ⋯ ⋯ + 𝑆3,3面積+ 𝑆3,4面積=
4(𝑐2+𝑎𝑏)2−𝑐2(𝑎+𝑏)2

(𝑎+𝑏)6  

因此，若加總第一層到第 n 層的面積總和是為： 

𝑆1,1面積+ 𝑆2,1面積 + ⋯ ⋯ + 𝑆𝑛,2𝑛−1−1面積+ 𝑆𝑛,2𝑛−1面積 

＝∑ ∑ 𝑆𝑖,𝑗

2𝑛−1

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

的面積 =
𝑎𝑏

2
(1 −

(𝑎2 + 𝑏2)𝑛

(𝑎 + 𝑏)2𝑛
) 

此等比數列中，首項為
𝑎2𝑏2

(𝑎+𝑏)2
 ，公比為

𝑐2

(𝑎+𝑏)2
，透過無窮等比級數的公式計算，當我們

將正方形面積累加至第 n 層（𝑛 → ∞）時， 

𝑎2𝑏2

(𝑎 + 𝑏)2

1 −
𝑐2

(𝑎 + 𝑏)2

=
𝑎2𝑏2

(𝑎 + 𝑏)2 − 𝑐2
=

𝑎2𝑏2

(𝑎2 + 2𝑎𝑏 + 𝑏2) − (𝑎2 + 𝑏2)
=

𝑎𝑏

2
 

可得計算後結果為 
𝑎𝑏

2
，發現累加所有正方形面積總和是會與原三角形面積相等。 

 

二、 探討勾股容方中，直角三角形之長短股比率，與其內接正方形邊長的關係討論。 

（一） 正方形邊長與直角三角形兩股長之關係 

我們也從表 3 中，發現每層第一個正方形邊長是其上一層第一個正方形邊長的 
𝑎

𝑎+𝑏
 倍，
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更進一步觀察到，當內接正方形將三角形分割出兩個小三角形時，三角形中往短股方向的小

正方形，其邊長為前一正方形邊長的 
𝑎

𝑎+𝑏
 倍，反之，往長股方向的小正方形，則是為 

𝑏

𝑎+𝑏
 倍，

其說明如圖 8。 

 
圖 8  勾股容方邊長倍數關係 

由上述研究過程中，得知直角三角形的內接正方形邊長，都和原直角三角形的兩股長有

關聯性，此時兩者的代數關係為： 

𝑎

𝑎+𝑏
(𝑆𝑛,𝑛′邊長) = 𝑆𝑛+1,2𝑛′−1邊長 

𝑏

𝑎+𝑏
(𝑆𝑛,𝑛′邊長) = 𝑆𝑛+1,2𝑛′邊長 

（n : 第 n 層正方形；n’ : 同層正方形中，由短股至長股的第 n’個正方形） 

  若將往短股方向的次數稱為 s，往長股方向的次數稱為 r，可得出，勾股容方中的每個正

方形邊長的關係式：
𝑎𝑠+1𝑏𝑟+1

(𝑎+𝑏)𝑛  。並與表 3 的每個正方形邊長進行驗證，皆可驗證此闗係式成

立。故往後我們就可藉由此關係式，計算某正方形的邊長。 

 

（二） 討論𝑆3,2邊長 = 𝑆3,3邊長。 

從一、（二）到一、（四）之討論中，發現 𝑆3,2邊長與𝑆3,3邊長相等，如圖 9，不禁令我們好

奇這其中的關聯性，以下將對於構成這兩個正方形的直角三角形再做進一步的探討。 

 
圖 9  𝑆3,2邊長與𝑆3,3邊長 
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證明：△ DEF ≅△ FGH 

∵ ∠CBA = ∠EDF = ∠GFH = ∠JHA  且 ∠CAB = ∠GHF = ∠EFD = ∠KDB 

∴ 可得△ DEF ≈△ FGH（AA 相似性質） 

又因相似三角形對應邊成比例性質， 

假設𝑆1,1邊長 = 𝑙1、𝑆2,1邊長 = 𝑙2、𝑆2,2邊長 = 𝑙3，得 

 𝐺𝐻: 𝐸𝐹 = 𝐺𝐹: 𝐸𝐷 

𝑙3 ∶ (𝑙1 − 𝑙2) = (𝑙1 − 𝑙3) ∶ 𝑙2 

(𝑙1 − 𝑙2)(𝑙1 − 𝑙3) = 𝑙2 × 𝑙3 

𝑙1
2 − 𝑙1𝑙3 − 𝑙1𝑙2 + 𝑙2𝑙3 = 𝑙2 × 𝑙3 

𝑙1 = 𝑙2 + 𝑙3 … …式（2） 

由式（2）可得： ED = GF = 𝑙2 ； GH = EF = 𝑙3 

故△ DEF ≅△ FGH（ASA 全等性質），得證之。 

由上述證明兩三角形全等的過程中，我們也就可以說明𝑆3,2邊長 = 𝑆3,3邊長。 

 

（三） 在不同層的正方形周長總和皆是相等。 

另外，也發現加總每一層內的正方形周長後，其周長和皆是相等。以下將說明第二層所

有正方形周長總和與第一層正方形周長的關係，如圖 10。 

 

圖 10 正方形周長關係 

從式（2）可得： 𝐷𝐸 + 𝐸𝐹 = 𝐹𝐺 + 𝐺𝐻 = 𝑆1,1邊長 

即第二層正方形邊長相加會等於第一層的正方形邊長，也就可以說明其同一層正方形周

長總和也都會和第一層的正方形周長相等。 
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（四） 勾股容方與黃金比例之關聯性 

      在繪製勾股容方的圖形時，我們猜想𝑆2,1的邊長與𝑆3,4的邊長似乎相等，於是想要進一

步的驗證，這兩個正方形的邊長會有什麼關聯性呢？ 

假設 𝑆2,1邊長 = 𝑆3,4邊長 

𝑆1,1邊長×
𝑎

(𝑎 + 𝑏)
= 𝑆1,1邊長 ×

𝑏2

(𝑎 + 𝑏)2
 

→ 𝑎 =
𝑏2

(𝑎+𝑏)
 

→ 𝑎2 + 𝑎𝑏 − 𝑏2 = 0 

解得 𝑎 =
−𝑏±√𝑏2+4𝑏2

2
=

−𝑏+𝑏√5

2
= b (

−1+√5

2
)  

𝑎 ∶ 𝑏 =
√5 − 1

2
∶ 1 

因此，我們找到直角三角形邊長比為𝑎 ∶ 𝑏 ∶ 𝑐時，當𝑎：𝑏為黃金比例時，則𝑆2,1的邊長等於

𝑆3,4的邊長。 

 

三、探討在直角三角形中，當內接正方形邊長擺放在「斜邊」上時，其正方形邊長、周長及

面積的關聯性。 

（一） 斜邊容方—正方形邊長公式 

如圖 11，若直角三角形邊長比為𝑎 ∶ 𝑏 ∶ 𝑐，連結三邊上的高𝐶𝐼及𝐷𝐼 和𝐺𝐼後，可分割為四

邊形 CDIG、△ADI 及△BIG。當假設𝑇1,1邊長為 x，利用原直角三角形面積是為切割圖形面積總

和，可得： 

𝐴𝐼 × 𝑥

2
+

𝐶𝐼 × 𝑥

2
+

𝐵𝐼 × 𝑥

2
=

𝑎𝑏

2
 

(c +
𝑎𝑏

𝑐
) × 𝑥 = 𝑎𝑏 

𝑥 =
𝑎𝑏𝑐

𝑎𝑏 + 𝑐2
⋯ ⋯式（3） 

                                                圖 11 斜邊容方正方形邊長 
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（二） 直角三角形三內角45° − 45° − 90° 

直接三角形內角為45° − 45° − 90°，其對應邊長比為1：1：√2，如圖 12。 

  
圖 12 斜邊容方名稱 

1. 正方形邊長 

由式（3）可求得正方形𝑇1,1邊長為 
√2

3
，接著同樣利用式（3）計算第二層與第三層的正

方形邊長，將計算結果整理於表 4。 

表 4 斜邊容方邊長比1：1：√2 

正方形 第一層 第二層 第三層 

邊長 

𝑇1,1 =
√2

3
 𝑇2,1 =

√2

9
 𝑇3,1 =

√2

27
 𝑇3,2 =

2

27
 𝑇3,3 =

2

27
 

 𝑇2,2 =
2

9
 𝑇3,4 =

2

27
 𝑇3,5 =

2√2

27
 𝑇3,6 =

2√2

27
 

 𝑇2,3 =
2

9
 𝑇3,7 =

2

27
 𝑇3,8 =

2√2

27
 𝑇3,9 =

2√2

27
 

從表 4 中，觀察第一層到第三層的正方形邊長關係，有以下的發現： 

(1) 𝑇1,1邊長、𝑇2,1 邊長和𝑇3,1 邊長均為前一個正方形邊長的 
1

3
 倍。 

(2) 由同一個直角三角形所延伸的三個正方形，其邊長之間均為放大√2 倍。 

2. 正方形周長 

由正方形邊長求得第一層到第三層的每個正方形周長。若將同一層內正方形周長加總後，

可得： 

𝑇1,1周長 =
4√2

3
 

𝑇2,1周長 + 𝑇2,2周長 + 𝑇2,3周長 =
16 + 4√2

9
 

𝑇3,1周長+ 𝑇3,2周長 + ⋯ ⋯ + 𝑇3,9周長 =
32 + 36√2

27
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3. 正方形面積 

由正方形邊長求得第一層到第三層的每個正方形面積，加總同一層內正方形面積後，其

值整理於表 5。 

表 5 斜邊容方邊長比1：1：√2 

正方形 第一層 第二層 第三層 

面積 

𝑇1,1 =
2

9
 𝑇2,1 =

2

81
 𝑇3,1 =

2

729
 𝑇3,4 =

4

729
 𝑇3,7 =

4

729
 

 𝑇2,2 =
4

81
 𝑇3,2 =

4

729
 𝑇3,5 =

8

729
 𝑇3,8 =

8

729
 

 𝑇2,3 =
4

81
 𝑇3,3 =

4

729
 𝑇3,6 =

8

729
 𝑇3,9 =

8

729
 

所在之層 

正方形 

面積總和 

2

9
 

10

81
 

50

729
 

由表 5，可觀察得到： 

(1) 𝑇2,1面積是𝑇1,1面積的 
2

9
 倍，𝑇3,1面積亦是𝑇2,1面積的 

2

9
 倍。 

(2) 每一層正方形的面積總和是為上一層的 
5

9
 倍。 

接著，進一步將每一層內所有正方形面積總和累加起來，計算如下： 

𝑇1,1面積 =
2

9
 

𝑇1,1面積+𝑇2,1面積+𝑇2,2面積+𝑇2,3面積 =
28

81
 

𝑇1,1面積+𝑇2,1面積+ ⋯ ⋯ + 𝑇3,9面積 =
302

729
 

 

（三） 直角三角形三內角30° − 60° − 90° 

1. 正方形邊長 

利用式（3）求出第一層到第三層的每個正方形邊長，計算結果整理於表 6。 
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表 6 斜邊容方邊長比30° − 60° − 90° 

正方形 第一層 第二層 第三層 

邊長 

𝑇1,1＝
2√3

4 + √3
 

𝑇2,1

=
6

(4 + √3)2
 

𝑇3,1

=
6√3

(4 + √3)3
 

𝑇3,4

=
12

(4 + √3)3
 

𝑇3,7

=
12√3

(4 + √3)3
 

 

𝑇2,2

=
4√3

(4 + √3)2
 

𝑇3,2

=
12

(4 + √3)3
 

𝑇3,5

=
8√3

(4 + √3)3
 

𝑇3,8

=
24

(4 + √3)3
 

 

𝑇2,3

=
12

(4 + √3)2
 

𝑇3,3

=
12√3

(4 + √3)3
 

𝑇3,6

=
24

(4 + √3)3
 

𝑇3,9

=
24√3

(4 + √3)3
 

2. 正方形周長 

由正方形邊長求得每個正方形周長，將同一層內正方形周長加總後，可得： 

𝑇1,1周長 =
8√3

4 + √3
 

𝑇2,1周長+ 𝑇2,2周長 + 𝑇2,3周長 =
72 + 16√3

(4 + √3)2
 

𝑇3,1周長 + 𝑇3,2周長 + ⋯ ⋯ + 𝑇3,9周長 =
288 + 248√3

(4 + √3)3
 

3. 正方形面積 

由正方形邊長求得每個正方形面積，將同一層內正方形面積加總後，其值整理於表 7。 

表 7 斜邊容方邊長比30° − 60° − 90° 

正方形 第一層 第二層 第三層 

面積 

𝑇1,1

=
12

(4 + √3)2
 

𝑇2,1

=
36

(4 + √3)4
 

𝑇3,1  

=
108

(4 + √3)6
 

𝑇3,4

=
144

(4 + √3)6
 

𝑇3,7

=
432

(4 + √3)6
 

 

𝑇2,2

=
48

(4 + √3)4
 

𝑇3,2

=
144

(4 + √3)6
 

𝑇3,5

=
192

(4 + √3)6
 

𝑇3,8

=
576

(4 + √3)6
 

 

𝑇2,3

=
144

(4 + √3)4
 

𝑇3,3

=
432

(4 + √3)6
 

𝑇3,6

=
576

(4 + √3)6
 

𝑇3,9

=
1728

(4 + √3)6
 

所在之層 

正方形 

面積總和 

12

(4 + √3)2
 

228

(4 + √3)4
 

4332

(4 + √3)6
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接著，再進一步將每一層內所有正方形面積總和累加起來，計算如下： 

𝑇1面積 =
12

(4+√3)2
 

𝑇1,1面積+𝑇2,1面積+𝑇2,2面積+𝑇2,3面積 =
456+96√3

(4+√3)4  

 

（四） 直角三角形邊長比 a：b：c  

1. 正方形邊長 

利用式（3）可求第一層到第三層每個正方形邊長，得出結果整理於表 8。 

表 8 斜邊容方邊長比為a：b：c  

正方形 第一層 第二層 第三層 

邊長 

𝑇1,1

=
𝑎𝑏𝑐

𝑎𝑏 + 𝑐2
 

𝑇2,1

=
𝑎2𝑏2𝑐

(𝑎𝑏 + 𝑐2)2
 

𝑇3,1

=
𝑎3𝑏3𝑐

(𝑎𝑏 + 𝑐2)3
 

𝑇3,4

=
𝑎3𝑏2𝑐2

(𝑎𝑏 + 𝑐2)3
 

𝑇3,7

=
𝑎2𝑏3𝑐2

(𝑎𝑏 + 𝑐2)3
 

 

𝑇2,2

=
𝑎2𝑏𝑐2

(𝑎𝑏 + 𝑐2)2
 

𝑇3,2

=
𝑎3𝑏2𝑐2

(𝑎𝑏 + 𝑐2)3
 

𝑇3,5

=
𝑎3𝑏𝑐3

(𝑎𝑏 + 𝑐2)3
 

𝑇3,8

=
𝑎2𝑏2𝑐3

(𝑎𝑏 + 𝑐2)3
 

 

𝑇2,3

=
𝑎𝑏2𝑐2

(𝑎𝑏 + 𝑐2)2
 

𝑇3,3

=
𝑎2𝑏3𝑐2

(𝑎𝑏 + 𝑐2)3
 

𝑇3,6

=
𝑎2𝑏2𝑐3

(𝑎𝑏 + 𝑐2)3
 

𝑇3,9

=
𝑎𝑏3𝑐3

(𝑎𝑏 + 𝑐2)3
 

由表 8，可以觀察得到： 

(1) 分母的底數都是 ab + 𝑐2，且分母指數部分為所在之第 n 層。 

(2) 不同大小的正方形邊長，其分子的 a、b、c 次方數字總和均為 7。 

2. 正方形周長 

由正方形邊長求出每個正方形周長，將同一層內正方形的周長加總起來，可得： 

𝑇1,1周長 =
4𝑎𝑏𝑐

𝑎𝑏 + 𝑐2
 

𝑇2,1周長 + 𝑇2,2周長 + 𝑇2,3周長 =
4𝑎𝑏𝑐(𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐)

(𝑎𝑏 + 𝑐2)2
 

𝑇3,1周長 + 𝑇3,2周長 + ⋯ ⋯ + 𝑇3,9周長 =
4𝑎𝑏𝑐(𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐)2

(𝑎𝑏 + 𝑐2)3
 

接著，將第一層到第 n 層內所有正方形周長進行加總，得出以下推導： 
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∑ ∑ 𝑇𝑖,𝑗

3𝑛−1

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

=
4𝑎𝑏

𝑐 − 𝑎 − 𝑏
(1 −

(𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐)𝑛

(𝑎𝑏 + 𝑐2)𝑛
) 

3. 正方形面積 

由正方形邊長求出每個正方形面積，將同一層正方形的面積加總後，其值整理於表 9。 

表 9 斜邊容方邊長比為a：b：c  

正方形 第一層 第二層 第三層 

面積 

𝑇1,1

=
𝑎2𝑏2𝑐2

(𝑎𝑏 + 𝑐2)2
 

𝑇2,1

=
𝑎4𝑏4𝑐2

(𝑎𝑏 + 𝑐2)4
 

𝑇3,1

=
𝑎6𝑏6𝑐2

(𝑎𝑏 + 𝑐2)6
 

𝑇3,4

=
𝑎6𝑏4𝑐4

(𝑎𝑏 + 𝑐2)6
 

𝑇3,7

=
𝑎4𝑏6𝑐4

(𝑎𝑏 + 𝑐2)6
 

 

𝑇2,2

=
𝑎4𝑏2𝑐4

(𝑎𝑏 + 𝑐2)4
 

𝑇3,2

=
𝑎6𝑏4𝑐4

(𝑎𝑏 + 𝑐2)6
 

𝑇3,5

=
𝑎6𝑏2𝑐6

(𝑎𝑏 + 𝑐2)6
 

𝑇3,8

=
𝑎4𝑏4𝑐6

(𝑎𝑏 + 𝑐2)6
 

 

𝑇2,3

=
𝑎2𝑏4𝑐4

(𝑎𝑏 + 𝑐2)4
 

𝑇3,3

=
𝑎4𝑏6𝑐4

(𝑎𝑏 + 𝑐2)3
 

𝑇3,6

=
𝑎4𝑏4𝑐6

(𝑎𝑏 + 𝑐2)6
 

𝑇3,9

=
𝑎2𝑏6𝑐6

(𝑎𝑏 + 𝑐2)6
 

所在之層 

正方形 

面積總和 

𝑎2𝑏2𝑐2

(𝑎𝑏 + 𝑐2)2
 

𝑎2𝑏2𝑐2(𝑎2𝑏2 + 𝑐4)

(𝑎𝑏 + 𝑐2)4
 

𝑎2𝑏2𝑐2(𝑎2𝑏2 + 𝑐4)2

(𝑎𝑏 + 𝑐2)6
 

從上述的推導，可以進一步求出在第 n 層內正方形面積總和為：  

𝑇𝑛,1面積 + 𝑇𝑛,2面積 + ⋯ ⋯ + 𝑇𝑛,3𝑛−1面積 =
𝑎2𝑏2𝑐2(𝑎2𝑏2 + 𝑐4)𝑛−1

(𝑎𝑏 + 𝑐2)2𝑛
 

發現每一層內正方形面積總和是上一層正方形面積總和的 
𝑎2𝑏2+𝑐4

(𝑎𝑏+𝑐2)2
 倍，也就是當加總

同一層內正方形面積後，其值由大到小也是為等比數列。接著將第一層到第 n 層所有

正方形面積進行加總： 

∑ ∑ 𝑇𝑖,𝑗

3𝑛−1

𝑗=1

的面積

𝑛

𝑖=1

=
𝑎𝑏

2
(1 −

(𝑎2𝑏2 + 𝑐4)𝑛

(𝑎𝑏 + 𝑐2)2𝑛
) 

透過無窮等比級數公式的計算，此等比數列的首項為
𝑎2𝑏2𝑐2

(𝑎𝑏+𝑐2)2
，公比為

𝑎2𝑏2+𝑐4

(𝑎𝑏+𝑐2)2
，將所有

正方形面積累加至第 n 層(n → ∞)時， 

𝑎2𝑏2𝑐2

(𝑎𝑏 + 𝑐2)2

1 −
𝑎2𝑏2 + 𝑐4

(𝑎𝑏 + 𝑐2)2

=
𝑎2𝑏2𝑐2

(𝑎𝑏 + 𝑐2)2 − (𝑎2𝑏2 + 𝑐4)
=

𝑎2𝑏2𝑐2

(𝑎2𝑏2 + 2𝑎𝑏𝑐2 + 𝑐4) − (𝑎2𝑏2 + 𝑐4)
=

𝑎𝑏

2
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得出結果為
𝑎𝑏

2
，加總所有正方形面積也是會與原三角形面積相等。 

 

四、 探討斜邊容方中，直角三角形之三邊長比，與其內接正方形邊長的關係討論。 

（一） 正方形邊長與直角三角形三邊長之倍數關係 

從三、（四）之討論，當將各正方形邊長求出後，發現某些小正方形邊長和其上一層的大

正方形邊長會呈現固定倍數關係。也就是當內接正方形將三角形分割出三個小三角形時，三

角形中往遠離斜邊方向放置的小正方形，其邊長為原本正方形的
𝑎𝑏

𝑎𝑏+𝑐2
 倍，往遠離短股方向的

小正方形，其邊長為原本正方形的
𝑏𝑐

𝑎𝑏+𝑐2
 倍，往遠離長股方向的小正方形，其邊長為原本正方

形的
𝑎𝑐

𝑎𝑏+𝑐2 倍，其形說明如圖 13。 

 
圖 13  斜邊容方邊長倍數關係 

由上述研究過程中，得知直角三角形的內接正方形邊長，都和原直角三角形的三邊長有

關聯性，此時兩者的代數關係為： 

𝑏𝑐

𝑎𝑏 + 𝑐2
(𝑇𝑛,𝑛′邊長) = 𝑇𝑛+1,3𝑛′邊長； 

𝑎𝑐

𝑎𝑏 + 𝑐2
(𝑇𝑛,𝑛′邊長) = 𝑇𝑛+1,3𝑛′−1邊長； 

𝑎𝑏

𝑎𝑏 + 𝑐2
(𝑇𝑛,𝑛′邊長) = 𝑇𝑛+1,3𝑛′−2邊長 

若將往遠離短股方向次數稱為 i、遠離長股方向次數稱為 j、遠離斜邊方向次數稱為 k，可

得出，斜邊容方中的每個正方形邊長的關係式為： 

(𝑎𝑏𝑐)𝑛

(𝑎𝑏 + 𝑐2)𝑛𝑎𝑖𝑏𝑗𝑐𝑘
=

𝑎𝑛−𝑖𝑏𝑛−𝑗𝑐𝑛−𝑘

(𝑎𝑏 + 𝑐2)𝑛
 

並且與表 10 的每個正方形邊長進行驗證，皆可驗證此關係式成立。故往後我們就可藉由

此關係式，來計算某一正方形邊長。 
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（二） 勾股容方𝑆1,1邊長與斜邊容方𝑇1,1邊長之比較 

由以上研究，我們已得知，勾股容方中𝑆1,1邊長為 
𝑎𝑏

𝑎+𝑏
，以及斜邊容方中𝑇1,1邊長為

𝑎𝑏𝑐

𝑎𝑏+𝑐2。

於是又不禁思考，那這兩個正方形邊長的大小關係呢？接著以下討論證明： 

證明：𝑆1,1邊長− 𝑇1,1邊長 = 𝑎𝑏 {
𝑎𝑏+𝑐2−𝑎𝑐−𝑏𝑐

(𝑎+𝑏)(𝑎𝑏+𝑐2)
} 

因
2 2 2c a b= +  (直角三角形畢式定理)且a b c+   (三角形任兩邊和大於第三邊) 

∴ 𝑎𝑏 + 𝑐2 − 𝑎𝑐 − 𝑏𝑐 = 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑎𝑏 − 𝑎𝑐 − 𝑏𝑐        

                                        =
1

2
(𝑎2 + 𝑏2) +

1

2
(𝑎2 + 𝑏2) + 𝑎𝑏 − 𝑎𝑐 − 𝑏𝑐 

                                       =
1

2
(𝑐2) +

1

2
(𝑎2 + 𝑏2 + 2𝑎𝑏 − 2𝑎𝑐 − 2𝑏𝑐) 

                                        =
1

2
(𝑐2 + 𝑎2 + 𝑏2 + 2𝑎𝑏 − 2𝑎𝑐 − 2𝑏𝑐) 

                                        =
1

2
(𝑎 + 𝑏 − 𝑐)2 > 0 

 故𝑆1,1邊長 > 𝑇1,1邊長，得證之。 

 

肆、研究結果 

一、 勾股容方中，在不同直角三角形邊長比，其內部正方形關係的討論： 

（一） 邊長比 1 ∶ 1 ∶ √2（內角為45° − 45° − 90°） 

正方形 
第一層 

𝑆1,1 

第二層 

𝑆2,1=𝑆2,2 

第三層 

𝑆3,1=𝑆3,2=𝑆3,3=𝑆3,4 

邊 長 
1

2
 

1

4
 

1

8
 

所在之層 

正方形 

周長總和 

2 2 2 

所在之層 

正方形 

面積總和 

1

4
 

1

8
 

1

16
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（二） 邊長比 1 ∶ √3 ∶ 2（內角為30° − 60° − 90°） 

正方形 第一層 第二層 第三層 

邊 長 

𝑆1,1 = 
√3

1+√3
 𝑆2,1 =

√3

(1+√3)2 𝑆3,1 =
√3

(1+√3)3 

 𝑆2,2 =
3

(1+√3)2 𝑆3,2 =
3

(1+√3)3 

  𝑆3,3 =
3

(1+√3)3
 

  𝑆3,4 =
3√3

(1+√3)3
 

所在之層 

正方形 

周長總和 

4√3

1 + √3
 

4√3

1 + √3
 

4√3

1 + √3
 

所在之層 

正方形 

面積總和 

3

(1 + √3)
2 

12

(1 + √3)
4 

48

(1 + √3)
6 

累加至第 n 層 

的面積總和 

3

(1 + √3)
2 

24 + 6√3

(1 + √3)
4 

132 + 72√3

(1 + √3)
6  

 

（三） 邊長比 a ∶ b ∶ c 

正方形 第一層 第二層 第三層 

邊長 

𝑆1,1邊長 = 
𝑎𝑏

𝑎+𝑏
 𝑆2,1邊長 = 

𝑎2𝑏

(𝑎+𝑏)2 𝑆3,1邊長 = 
𝑎3𝑏

(𝑎+𝑏)3 

 𝑆2,2邊長 = 
𝑎𝑏2

(𝑎+𝑏)2
 𝑆3,2邊長 = 

𝑎2𝑏2

(𝑎+𝑏)3 

  𝑆3,3邊長 = 
𝑎2𝑏2

(𝑎+𝑏)3 

  𝑆3,4邊長 = 
𝑎𝑏3

(𝑎+𝑏)3 

所在之層 

正方形 

周長總和 

4𝑎𝑏

𝑎 + 𝑏
 

4𝑎𝑏

𝑎 + 𝑏
 

4𝑎𝑏

𝑎 + 𝑏
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所在之層 

正方形 

面積總和 

𝑎2𝑏2

(𝑎 + 𝑏)2
 

𝑎2𝑏2𝑐2

(𝑎 + 𝑏)4
 

𝑎2𝑏2𝑐4

(𝑎 + 𝑏)6
 

累加至第 n 層 

的面積總和 

𝑎2𝑏2

(𝑎 + 𝑏)2
 

2𝑎2𝑏2(𝑐2 + 𝑎𝑏)

(𝑎 + 𝑏)4
 

4(𝑐2 + 𝑎𝑏)2 − 𝑐2(𝑎 + 𝑏)2

(𝑎 + 𝑏)6  

 

二、 在勾股容方中，邊長比對正方形的影響： 

（一）每個內接正方形的邊長會依目前所在的位置，與上一層正方形邊長成倍數關係。 

（二）透過每個所形成的小直角三角形彼此都相似性質，故當證明任意兩個直角三角形股長

相等時，即可找到在勾股容方中的全等三角形。 

（三）在計算每一層內正方形周長總和時，其值為一定值，與第一個正方形周長相等。 

（四）當兩股長 a 與 b 的邊長比為黃金比例時，在第 n 層的正方形邊長會和第 n-1 層的正方

形邊長相等。 

 

三、 斜邊容方中，在不同直角三角形邊長比，其內部正方形關係的討論： 

（一） 邊長比 1 ∶ 1 ∶ √2（內角為45° − 45° − 90°） 

正方形 第一層 第二層 第三層 

邊長 

𝑇1,1 =
√2

3
 𝑇2,1 =

√2

9
 𝑇3,1 =

√2

27
 𝑇3,4 =

2

27
 𝑇3,7 =

2

27
 

 𝑇2,2 =
2

9
 𝑇3,2 =

2

27
 𝑇3,5 =

2√2

27
 𝑇3,8 =

2√2

27
 

 𝑇2,3 =
2

9
 𝑇3,3 =

2

27
 𝑇3,6 =

2√2

27
 𝑇3,9 =

2√2

27
 

所在之層 

正方形 

周長總和 

4√2

3
 

16 + 4√2

9
 

32 + 36√2

27
 

所在之層 

正方形 

面積總和 

2

9
 

10

81
 

50

729
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（二） 邊長比 1 ∶ √3 ∶ 2（內角為30° − 60° − 90°） 

正方形 第一層 第二層 第三層 

邊長 

𝑇1,1

=
2√3

4 + √3
 

𝑇2,1

=
6

(4 + √3)2
 

𝑇3,1

=
6√3

(4 + √3)3
 

𝑇3,4

=
12

(4 + √3)3
 

𝑇3,7

=
12√3

(4 + √3)3
 

 

𝑇2,2

=
4√3

(4 + √3)2
 

𝑇3,2

=
12

(4 + √3)3
 

𝑇3,5

=
8√3

(4 + √3)3
 

𝑇3,8

=
24

(4 + √3)3
 

 

𝑇2,3

=
12

(4 + √3)2
 

𝑇3,3

=
12√3

(4 + √3)3
 

𝑇3,6

=
24

(4 + √3)3
 

𝑇3,9

=
24√3

(4 + √3)3
 

所在之層 

正方形 

周長總和 

8√3

4 + √3
 

72 + 16√3

(4 + √3)2
 

288 + 248√3

(4 + √3)3
 

所在之層 

正方形 

面積總和 

12

(4 + √3)2
 

228

(4 + √3)4
 

4332

(4 + √3)6
 

 

（三） 邊長比 a ∶ b ∶ c  

正方形 第一層 第二層 第三層 

邊長 

𝑇1,1

=
𝑎𝑏𝑐

𝑎𝑏 + 𝑐2
 

𝑇2,1 

=
𝑎2𝑏2𝑐

(𝑎𝑏 + 𝑐2)2
 

𝑇3,1

=
𝑎3𝑏3𝑐

(𝑎𝑏 + 𝑐2)3
 

𝑇3,4

=
𝑎3𝑏2𝑐2

(𝑎𝑏 + 𝑐2)3
 

𝑇3,7

=
𝑎2𝑏3𝑐2

(𝑎𝑏 + 𝑐2)3
 

 

𝑇2,2 

=
𝑎2𝑏𝑐2

(𝑎𝑏 + 𝑐2)2
 

𝑇3,2

=
𝑎3𝑏2𝑐2

(𝑎𝑏 + 𝑐2)3
 

𝑇3,5

=
𝑎3𝑏𝑐3

(𝑎𝑏 + 𝑐2)3
 

𝑇3,8

=
𝑎2𝑏2𝑐3

(𝑎𝑏 + 𝑐2)3
 

 

𝑇2,3 

=
𝑎𝑏2𝑐2

(𝑎𝑏 + 𝑐2)2
 

𝑇3,3

=
𝑎2𝑏3𝑐2

(𝑎𝑏 + 𝑐2)3
 

𝑇3,6

=
𝑎2𝑏2𝑐3

(𝑎𝑏 + 𝑐2)3
 

𝑇3,9

=
𝑎𝑏3𝑐3

(𝑎𝑏 + 𝑐2)3
 

所在之層 

正方形 

周長總和 

4𝑎𝑏𝑐

𝑎𝑏 + 𝑐2
 

4𝑎𝑏𝑐(𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐)

(𝑎𝑏 + 𝑐2)2
 

4𝑎𝑏𝑐(𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐)2

(𝑎𝑏 + 𝑐2)3
 

所在之層 

正方形 

面積總和 

𝑎2𝑏2𝑐2

(𝑎𝑏 + 𝑐2)2
 

𝑎2𝑏2𝑐2(𝑎2𝑏2 + 𝑐4)

(𝑎𝑏 + 𝑐2)4
 

𝑎2𝑏2𝑐2(𝑎2𝑏2 + 𝑐4)2

(𝑎𝑏 + 𝑐2)6
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四、 在斜邊容方中，邊長比對正方形的影響： 

（一） 每個正方形的邊長會依目前所在的位置，與上一層正方形邊長成倍數關係。 

（二） 勾股容方中正方形𝑆1,1邊長會大於斜邊容方中正方形𝑇1,1邊長。 

 

伍、討論 

一、 勾股容方與斜邊容方的相同處 

（一）當n → ∞，此時勾股容方與斜邊容方從第一層到第 n 層的所有面積總和會與原三角形

面積相同，即 

lim
𝑛→∞

∑ ∑ 𝑆𝑖,𝑗

2𝑛−1

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

的面積 = lim
𝑛→∞

∑ ∑ 𝑇𝑖,𝑗

3𝑛−1

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

的面積 

（二） 加總兩者在不同層內的正方形面積總和，其值皆為等比數列。 

（三） 在延伸至第 n 層的各正方形邊長均和原三角形的長短股有關。 

 

二、 勾股容方與斜邊容方的相異處 

（一）勾股容方與斜邊容方在第 n 層的周長總和不同，即勾股容方的周長總和均為定值，斜

邊容方的周長總和成等比數列。 

（二）在不同層的周長總和，前者相同，但後者不相同。 

（三）只有勾股容方中會有黃金比例關係，斜邊容方無。 

 

三、研究動機中 2005 年 JHMC 的數學競賽試題，驗證其解答為
144

7
 

2005 年 JHMC 數學競賽試題，題目內容是：「如圖 1，∠A = 90°，AB̅̅ ̅̅ = 4，AC̅̅̅̅ = 3，其中

S1，S2，…，S7均為正方形，試求這七個正方形周長的總和」。此試題是為求勾股容方中

第一層到第三層內所有正方形的周長總和，其𝑎 = 3、𝑏 = 4，每一層正方形的周長和為 

4𝑎𝑏

𝑎+𝑏
=

48

7
，則可求出所有七個正方形周長的總和為

48

7
× 3＝

144

7
。 
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四、在任意三角形中，利用斜邊容方的方式，討論此時的正方形邊長，如圖 13。 

 

圖 13  任意三角形容方 

假設𝑁1,1的邊長為 x，𝐴𝐵邊上的高𝐶𝐼 = ℎ 

利用三角函數中的面積公式：△ABC 面積 =
1

2
𝑎𝑏 sin 𝐶 =

1

2
𝑐ℎ，得h =

𝑎𝑏

𝑐
sin 𝐶 

再依斜邊容方的計算方式： 

𝐴𝐼 × 𝑥

2
+

𝐶𝐼 × 𝑥

2
+

𝐵𝐼 × 𝑥

2
=

𝑎𝑏

2
sin 𝐶 

(c +
𝑎𝑏

𝑐
sin 𝐶) × 𝑥 = 𝑎𝑏 sin 𝐶 

𝑥 =
𝑎𝑏𝑐 sin 𝐶

𝑐2 + 𝑎𝑏 sin 𝐶
 

若當∠𝐶 = 90°時，sin 𝐶 = 1，正方形邊長為𝑥 =
𝑎𝑏𝑐

𝑐2+𝑎𝑏
，即為式（3）。 

 

陸、研究結論 

一、 在勾股容方中，當邊長比不同時，此時每個正方形的邊長、周長與面積的關係。 

（一）當邊長比為1 ∶ 1 ∶ √2  時，每一層正方形邊長皆為上一層的 
1

2
  倍，每一層正方形周長

總和皆為定值 2，每層的正方形面積和是上一層正方形面積和的 
1

2
 倍。 

（二）當邊長比為1 ∶ √3 : 2 時，每一個正方形邊長由小到大放大√3倍，每一層正方形的周長

總和皆為定值 
4√3

1+√3
，每層的正方形面積和是上一層正方形面積和的 

4

(1+√3)
2 倍。 

（三）當邊長比為a ∶ b ∶ c 時，每個正方形邊長會與兩股的長度有不同的倍數關係，每層正方

形的周長和皆為定值 
4𝑎𝑏

𝑎+𝑏
，每層的正方形面積和是上一層正方形面積和的 

𝑐2

(𝑎+𝑏)2
 倍。 
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二、在勾股容方中，其中的正方形邊長會和兩股邊長有關係。透過推導，可得其中的兩正方

形邊長相等，每層正方形的周長總和均相同；每層正方形的面積和是成等比數列關係，

在不同的三邊長比時，累加所有面積至第 n 層(n → ∞)時，其面積和都會等於原三角形面

積。 

 

三、 在斜邊容方中，當邊長比不同時，此時每個正方形的邊長、周長與面積的關係。 

（一）當邊長比為1 ∶ 1 ∶ √2 時，每一個正方形邊長由小至大放大√2倍，每一層的正方形面積

和是上一層正方形面積和的 
5

9
 倍。 

（二）當邊長比為1 ∶ √3 ∶ 2 時，每一個正方形邊長放大√3倍，每一層的正方形面積和是上一

層正方形面積和的 
19

(4+√3)
2 倍。 

（三）當邊長比為a ∶ b ∶ c 時，每一個正方形邊長會與兩股及斜邊的長度有不同的倍數關係，

每一層的正方形面積和是上一層正方形面積總的 
𝑎2𝑏2+𝑐4

(𝑎𝑏+𝑐2)2 倍。 

 

四、在斜邊容方中，其中的正方形邊長會和兩股及斜邊有關係。透過推導，可得出勾股容方

的正方形𝑆1,1邊長比斜邊容方的正方形𝑇1,1邊長大。每層正方形的面積和是成等比數列關

係，在不同的三邊長比時，累加所有面積至第 n 層(n → ∞)時，其面積和都會等於原三角

形面積。 

 

柒、參考資料及其他 

一、 JHMC 2005 年競賽試題。 

二、 國中數學課本第三冊，新北市康軒文教公司。 

三、 高中數學課本第一冊，等比數列，龍騰文教。 

 



030413-評語 

【評語】030413  

本作品考慮的是如下的問題：在給定的直角三角形內作一個內

接正方形，此正方形會分切出一些小的直角三角形，對每個分切出

的直角三角形作內接正方形，再考慮這些內接正方形所分切出的直

角三角形，做它們的內接正方形…，重複這樣的步驟，我們會得出

一序列的正方形。這一序列的正方形的邊長、周長總和、面積、面

積和與原本直角三角形邊長間的關連性是什麼？有什麼特別的性

質？作者們針對正方形有兩邊貼著兩股、一頂點落在斜邊上，以及

一邊落在斜邊上、兩頂點落在兩股上的兩種情形作了討論，給出了

完整的說明。這原本只是一個典型的等比數列問題。作者們發揮想

像力，修改了部分條件，把問題變的有趣多了。想法頗具創意，值

得鼓勵。整個說明的過程稍嫌繁瑣了些，有部分例子的分析其實是

不必要的。問題最關鍵的一步應該是找出分切出的每個直角三角形

和原始三角形邊長間的比例關係（分切出的每個直角三角形均與原

本的直角三角形相似），一旦可以得出通則，原本的特例就會變成

是可由通則導出的結果。如果可以把關鍵的部分交代清楚，將內容

再進一步精簡，作品會更具可讀性也更好。
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能容多少

方

三角形



一、研究動機
2005年JHMC的試題，題目內容是：「如圖，∠A = 90°，AB = 4，AC = 3，

其中S1，S2，…，S7均為正方形，試求

這七個正方形周長的總和。（答：
144

7
）

二、研究目的

2

1. 探討在直角三角形中，當內接正方形相鄰兩邊長擺放在「勾股」上時，

其正方形邊長、周長及面積的關聯性。

2. 探討勾股容方中，直角三角形之長短股比率，與其內接正方形邊長的

關係討論。

3. 探討在直角三角形中，當內接正方形邊長擺放在「斜邊」上時，其正

方形邊長、周長及面積的關聯性。

4. 探討斜邊容方中，直角三角形之三邊長比，與其內接正方形邊長的關

係討論。

前 言 研究過程 討 論 研究結論



三、圖形定義

正方形邊長

勾股容方（𝑆𝑖,𝑗） 斜邊容方（𝑇𝑖,𝑗）

3

∵△ BFE～ △ BCA (AA相似性質)

故 𝑆1,1邊長 =
𝒂𝒃

𝒂+𝒃
⋯⋯式(1)

∵ △ABC面積 =△ ADI +△ BGI + 四CDIG

故 𝑇1,1邊長 =
𝒂𝒃𝒄

𝒂𝒃+𝒄𝟐
⋯⋯式(2)

前 言 研究過程 討 論 研究結論



一、勾股容方
(一) 45° − 45° − 90°

(二) 30° − 60° − 90°

4

前 言 研究過程 討 論 研究結論

(三) 邊長比 a ∶ b ∶ c



(一) 兩股長與正方形邊長之關係

當正方形延伸出兩個直角三角形時，往短

股方向的三角形中，其正方形邊長為上一

層正方形邊長的
𝒂

𝒂+𝒃
倍，反之，則為

𝒃

𝒂+𝒃
倍

𝑎

𝑎+𝑏
(𝑆𝑖,𝑗邊長) = 𝑆𝑖+1,2𝑗−1邊長

𝑏

𝑎+𝑏
(𝑆𝑖,𝑗邊長) = 𝑆𝑖+1,2𝑗邊長

(二) 討論𝑆3,2邊長=𝑆3,3邊長

∵ 𝑆1,1邊長 = 𝑆2,1邊長 + 𝑆2,2邊長

∴ △𝐃𝐄𝐅 ≅△ 𝐅𝐆𝐇 (ASA全等性質)

故 𝑆3,2邊長=𝑆3,3邊長

5

前 言 研究過程 討 論 研究結論



(三)每層的正方形周長和相等

∵ 𝐷𝐸 + 𝐸𝐹 = 𝐺𝐹 + 𝐺𝐻 = 𝑆1,1邊長

且
𝒂

𝒂+𝒃
+

𝒃

𝒂+𝒃
= 𝟏

∴ 𝑆1,1邊長 = 𝑆2,1邊長 + 𝑆2,2邊長

= 𝑆3,1邊長 + 𝑆3,2邊長

+(𝑆3,3邊長 + 𝑆3,4邊長)

故每一層的正方形周長和皆相等。

(四)討論𝑆2,1邊長= 𝑆3,4邊長

𝑆1,1邊長 ×
𝑎

(𝑎+𝑏)
= 𝑆1,1邊長 × (

𝑏

𝑎+𝑏
)2

𝑎2 + 𝑎𝑏 − 𝑏2 = 0

𝑎 =
−𝑏± 𝑏2+4𝑏2

2
= b

−1+ 5

2

𝑎 ∶ 𝑏 =
5 − 1

2
∶ 1

因此，當

兩股長a：b滿足黃金比例關係時，

其𝑆2,1邊長等於𝑆3,4邊長。

6

前 言 研究過程 討 論 研究結論



7

二、斜邊容方

前 言 研究過程 討 論 研究結論

×
5

9 ×
5

9

×
𝟏 + 𝟐 𝟐

𝟑

×
𝟐 + 𝟑 𝟑

𝟒 + 𝟑

×
19

(4 + 3)2

(一) 45° − 45° − 90° (二) 30° − 60° − 90°
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前 言 研究過程 討 論 研究結論
(三) 邊長比 a ∶ b ∶ c

×
𝒂𝒃 + 𝒃𝒄 + 𝒂𝒄

𝒂𝒃 + 𝒄𝟐

×
𝒂𝟐𝒃𝟐 + 𝒄𝟒

(𝒂𝒃 + 𝒄𝟐)𝟐



(一) 三邊長與正方形邊長之關係

𝑏𝑐

𝑎𝑏 + 𝑐2
𝑇𝑖,𝑗邊長 = 𝑇𝑖+1,3𝑗邊長

𝑎𝑐

𝑎𝑏 + 𝑐2
𝑇𝑖,𝑗邊長 = 𝑇𝑖+1,3𝑗−1邊長

𝑎𝑏

𝑎𝑏 + 𝑐2
𝑇𝑖,𝑗邊長 = 𝑇𝑖+1,3𝑗−2邊長

9

(二)討論𝑆1,1邊長> 𝑇1,1邊長

𝑆1,1邊長 − 𝑇1,1邊長 = 𝑎𝑏
𝑎𝑏 + 𝑐2 − 𝑎𝑐 − 𝑏𝑐

𝑎 + 𝑏 𝑎𝑏 + 𝑐2

證明：𝑆1,1邊長 > 𝑇1,1邊長，

等價於證明 𝒂𝒃 + 𝒄𝟐 − 𝒂𝒄 − 𝒃𝒄 > 𝟎。

∵ 畢氏定理及三角形三邊長關係得證

𝑐2 + 𝑎𝑏 − 𝑎𝑐 − 𝑏𝑐

= 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑎𝑏 − 𝑎𝑐 − 𝑏𝑐

=
1

2
𝑎 + 𝑏 − 𝑐 2 > 0

故𝑆1,1邊長 > 𝑇1,1邊長。

前 言 研究過程 討 論 研究結論
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一 .勾股容方與斜邊容方的相同處

1.當n → ∞時，兩者累加到第n層的面積總和

會與原直角三角形面積相等，即

lim
𝑛→∞

෍

𝑖=1

𝑛

෍

𝑗=1

2𝑛−1

𝑆𝑖,𝑗 面積 = lim
𝑛→∞

෍

𝑖=1

𝑛

෍

𝑗=1

3𝑛−1

𝑇𝑖,𝑗面積

2.兩者在不同層的面積和，皆成等比數列。

3.兩者在延伸至第n層的各正方形邊長均和

原直角三角形的長短股有關。

二.勾股容方與斜邊容方的相異處

1.在比較不同層的周長和，前者為定值，但

後者為等比數列。

2.累加到第n層的周長總和，前者為定值×層

數，後者成等比級數。

3.只有前者兩股長可有黃金比例關係，但

後者無。

三.任意三角形的正方形邊長

假設𝑁1,1的邊長為x，𝐴𝐵邊上的高為𝐶𝐼

△ABC面積 =
1

2
𝑎𝑏 sin 𝐶 =

1

2
𝑐 × 𝐶𝐼，

𝐶𝐼 =
𝑎𝑏

𝑐
sin 𝐶

𝐴𝐼 × 𝑥

2
+
𝐶𝐼 × 𝑥

2
+
𝐵𝐼 × 𝑥

2
=
𝑎𝑏

2
sin 𝐶

c +
𝑎𝑏

𝑐
sin 𝐶 × 𝑥 = 𝑎𝑏 sin 𝐶

𝑁1,1邊長 = 𝑥 =
𝑎𝑏𝑐 sin 𝐶

𝑐2 + 𝑎𝑏 sin 𝐶

前 言 研究過程 討 論 研究結論



勾股容方

邊長比 1: 1: 2 1: 3: 2 a: b: c

周長和
定值

2
4 3

1 + 3

𝟒𝒂𝒃

𝒂 + 𝒃

面積和
公比

1

2

4

1+ 3
2

𝑐

𝑎 + 𝑏

2

斜邊容方

邊長比 1: 1: 2 1: 3: 2 a: b: c

周長和
公比

1 + 2 2

3

2 + 3 3

4 + 3

𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐

𝑎𝑏 + 𝑐2

面積和
公比

5

9

19

4 + 3
2

𝑎2𝑏2 + 𝑐4

(𝑎𝑏 + 𝑐2)2

11

• 第一層到第n層的面積總和

෍

𝑖=1

𝑛

෍

𝑗=1

2𝑛−1

𝑆𝑖,𝑗面積 =
𝒂𝒃

𝟐
(1 −

(𝑎2 + 𝑏2)𝑛

(𝑎 + 𝑏)2𝑛
)

• 第一層到第n層的周長總和

෍

𝑖=1

𝑛

෍

𝑗=1

3𝑛−1

𝑇𝑖,𝑗 周長 =
4𝑎𝑏

𝑐 − 𝑎 − 𝑏
(1 −

(𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐)𝑛

(𝑎𝑏 + 𝑐2)𝑛
)

• 第一層到第n層的面積總和

෍

𝑖=1

𝑛

෍

𝑗=1

3𝑛−1

𝑇𝑖,𝑗面積 =
𝒂𝒃

𝟐
(1 −

(𝑎2𝑏2 + 𝑐4)𝑛

(𝑎𝑏 + 𝑐2)2𝑛
)

前 言 研究過程 討 論 研究結論

作品說明書p.17作品說明書p.9
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前 言 研究過程 討 論 研究結論

參考資料

勾股容方

1. 正方形邊長可由三角形兩股長

得出 𝑆1,1 =
𝑎𝑏

𝑎+𝑏
。

2. 從第三層後，每層可證明兩直角

三角形全等，由此得出特定的正
方形邊長相等。

3. 同方向延伸的相鄰正方形邊長會

有倍數關係。

4. 當兩股長呈黃金比例關係，則

第𝑖層第2𝑗 − 1個正方形邊長會與
第𝑖 + 1層第4𝑗個正方形邊長相等。

斜邊容方

1. 正方形邊長可由三角形三邊長

得出 𝑇1,1 =
𝑎𝑏𝑐

𝑎𝑏+𝑐2
。

2. 從第三層後，每層可證明兩直角

三角形全等，由此得出特定的正
方形邊長相等。

3. 遠離特定方向延伸下去的正方形

邊長會有倍數關係。

4. 在同一直角三角形中，勾股容方

邊長大於斜邊容方邊長。
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