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                           摘要 

本研究先利用「直角坐標、畢氏定理、全等、相似、三角函數」等基本概念，探討正多

邊形之邊長依逆時針方向等比例 m:n 切割之面積比值(以下均簡稱為母子多邊形之面積比值)。

我們依序研究母子正三角形、正方形、正五邊形及正六邊形之面積比值，接著透過母子正多

邊形之切割線，推導出任意母子正多邊形之面積比值均為定值(此值只與 m，n，θ相關)。最

後，我們為了探討更多元廣泛的凸多邊形議題，於是運用「解析幾何、海龍公式、行列式、

測量員(surveyor)面積公式、單位向量、線性轉換」等概念，順利推導出母子任意三角形、任

意四邊形之面積比值均為定值，而此值只需用 m、n 表示。以上研究結果均已透過 GSP 繪圖

軟體、Excel 軟體獲得相關檢驗，正確無誤。 

壹、研究動機 

    某天，數學老師補充了一道練習題，內容如下:「如圖(一)，有一正方形 ABCD，若由四

個頂點依逆時針方向將其邊長按照1:3等比例切割，使得AE̅̅̅̅ :EB̅̅̅̅ =BF̅̅̅̅ :FC̅̅ ̅=CG̅̅̅̅ :GD̅̅ ̅̅ =DH̅̅ ̅̅ :HA̅̅ ̅̅ =1:3，

則求四邊形 A1B1C1D1 與 ABCD 之面積比值為何?」。因為我們都對數學問題倍感興趣，於是就

開始研究此類題型的規律性與延展性，並希望將此研究方法與精神，繼續拓展延伸至任意切

割比例(m:n)以及探討任意正多邊形、三角形、長方形、四邊形….等任意凸多邊形。 

 

 

 

 

 

 

圖(一)、正方形 ABCD 之邊長依等比例 1:3 切割之示例 
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                       貳、研究目的 

一、探討正多邊形之邊長依等比例切割之面積比值，並嘗試找出一般式。 

二、探討任意三角形之邊長依等比例切割之面積比值，並嘗試找出一般式。 

三、探討任意長方形之邊長依等比例切割之面積比值，並嘗試找出一般式。 

四、探討任意四邊形之邊長依等比例切割之面積比值，並嘗試找出一般式。 

 

參、研究設備與器材 

筆記本、黑板、粉筆、電腦、GSP 繪圖軟體(THE GEOMETER'S SKETCHPAD)、Excel 統計軟體 

肆、研究過程與方法 

一、定義 

(一)母多邊形:泛指原本的凸多邊形，形如圖(一)中多邊形 ABCD。 

(二)切割點:泛指從頂點開始以逆時針將邊長以 m:n 之切割方式所產生之點，形如圖(一)中 

          點 E、點 F、點 G、點 H。 

(三)切割線:泛指將母多邊形進行切割之線段，即頂點以逆時針方向尋找第二個切割點所連接

之線段，形如圖(一)中線段AF̅̅̅̅、BG̅̅ ̅̅、CH̅̅ ̅̅、DE̅̅ ̅̅。 

(四)子多邊形:泛指所有切割線共同圍成之多邊形區域，形如圖(一)中多邊形A1B1C1D1。因為    

            凹多邊形內部無法形成子多邊形，故本研究只討論凸多邊形。 

(五)母子多邊形之面積比值: 泛指(子多邊形面積)除以(母多邊形面積)之比值。 

為求版面與算式簡潔，故「多邊形之邊長依等比例切割之面積比值」在「肆、研究過程

與方法」中簡寫為「母子多邊形之面積比值」，其中比值為「子多邊形面積除以母多邊形面積」，

以便探討各邊長經過等比例 m:n 切割後，子多邊形面積將變為母多邊形面積的幾分之幾，其

結果將以 m、n 表示。 
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二、正多邊形之邊長依等比例切割之面積比值(母子正多邊形之面積比值)探討 

(一)正三角形 

 

圖(二)、母子正三角形 ABC 與A1B1C1之示例 

條件:在正三角形 ABC 中，AD̅̅ ̅̅ =BE̅̅̅̅ =CF̅̅̅̅ =m，DB̅̅ ̅̅ =EC̅̅̅̅ =FA̅̅ ̅=n 

步驟 1:證明∆A1B1C1 為正三角形 

在∆ACD 和∆BAE 中 

∵ AC̅̅̅̅ =BA̅̅ ̅̅、∠DAC=∠EBA、DA̅̅ ̅̅ =EB̅̅̅̅  ∴ ∆ACD≅ ∆BAE(SAS 全等) ⇒ ∠CDA=∠AEB  

在∆AA1D 和∆ABE 中 

∵ ∠A1AD=∠BAE(共用角)、∠A1DA=∠BEA  ∴ ∆AA1D~∆ABE(AA 相似) 

⇒ ∠AA1D=∠ABE=60° ⇒ ∠C1A1B1=60°(對頂角)，同理可證，∆A1B1C1 為正三角形 

步驟 2:計算AE̅̅̅̅長度 

 

圖(三)、∆ABE 

做EH1̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ AB̅̅ ̅̅於 H1 

∵ ∠EBH1=60°、∠H1EB=30° ∴ BH1̅̅ ̅̅ ̅:H1E̅̅ ̅̅ ̅:EB̅̅̅̅ =1:√3:2 
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∵ BE̅̅̅̅ =m ∴ BH1̅̅ ̅̅ ̅=
m

2
，H1E̅̅ ̅̅ ̅=

√3m

2
 

AE̅̅̅̅ =√AH1̅̅ ̅̅ ̅2 + EH1̅̅ ̅̅ ̅2=√(AB̅̅ ̅̅ − BH1̅̅ ̅̅ ̅)2 + (
√3m

2
)2=√(m+ n −

m

2
)2 +

3m2

4
 

=√(
m

2
+ n)2 +

3m2

4
=√

m2

4
+mn + n2 +

3m2

4
=√m2 +mn + n2 

步驟 3:計算A1B1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅長度 

(1)證明∆AA1D≅ ∆BB1E 

在∆AA1D 和∆BB1E 中 

∵ AD̅̅ ̅̅ =BE̅̅̅̅、∠ADA1=∠BEB1(∵ ∆AA1D~∆ABE)、∠A1AD=∠B1BE(∵ ∆BAE≅ ∆CBF) 

∴ ∆AA1D≅ ∆BB1E(ASA 全等) 

(2)計算A1B1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

令AE̅̅̅̅ =√m2 +mn + n2=z，AA1̅̅ ̅̅ ̅=x，B1E̅̅ ̅̅ ̅=y ⇒ A1B1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅=z−x−y 

∵ ∆AA1D≅ ∆BB1E 且∆AA1D~∆ABE ⇒ ∆AA1D~∆ABE、∆∆BB1E~∆ABE 

∴x:m=(m+n):z、y:m=m:z ⇒x=
m(m+n)

z
、y=

m2

z
 

{
x =

m(m+n)

z

y =
m2

z

代入A1B1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅=z−x−y 

⇒ A1B1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅=z−
m(m+n)

z
−
m2

z
 =

z2

z
−
m(m+n)

z
−
m2

z
 =

z2−m2−mn−m2

z
 =

z2−2m2−mn

z
 

z=√m2 +mn + n2代入A1B1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅=
z2−2m2−mn

z
 

⇒ A1B1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅=
m2+mn+n2−2m2−mn

√m2+mn+n2
 =

n2−m2

√m2+mn+n2
 

步驟 4:計算母子正三角形之面積比值 

∆A1B1C1

∆ABC
=
A1B1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 2

AB̅̅ ̅̅ 2
=
(

n2−m2

√m2+mn+n2
)2

(m+n)2
=

(n+m)2(n−m)2

m2+mn+n2

(m+n)2
=

(n−m)2

m2+mn+n2
=

(n−m)2

(m+n)2−mn
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(二)正方形 

 

圖(四)、母子正方形 ABCD 與A1B1C1D1之示例 

條件:在正方形 ABCD 中，AE̅̅̅̅ =BF̅̅̅̅ =CG̅̅̅̅ =DH̅̅ ̅̅ =m，EB̅̅̅̅ =FC̅̅ ̅=GD̅̅ ̅̅ =HA̅̅ ̅̅ =n 

步驟 1:證明四邊形 A1B1C1D1 為正方形 

在∆ADE 和∆BAF 中 

∵ AD̅̅ ̅̅ =BA̅̅ ̅̅、∠EAD=∠FBA、EA̅̅̅̅ =FB̅̅̅̅  ∴ ∆ADE≅ ∆BAF(SAS 全等) ⇒ ∠DEA=∠AFB 

在∆AA1E 和∆ABF 中 

∵ ∠A1AE=∠BAF(共用角)、∠A1EA=∠BFA ∴ ∆AA1E~∆ABF(AA 相似) 

⇒ ∠AA1E=∠ABF=90° ⇒ ∠D1A1B1=90°(對頂角)，同理可證，四邊形 A1B1C1D1 為正方形 

步驟 2:計算AF̅̅̅̅長度 

AF̅̅̅̅ =√AB̅̅ ̅̅ 2 + BF̅̅̅̅ 2 =√(m + n)2 +m2 =√2m2 + 2mn + n2 

步驟 3:計算A1B1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅長度 

(1)證明∆AA1E≅ ∆BB1F 

在∆AA1E 和∆BB1F 中 

∵ AE̅̅̅̅ =BF̅̅̅̅、∠AEA1=∠BFB1(∵ ∆AA1E~∆ABF)、∠A1AE=∠B1BF(∵ ∆BAF≅ ∆CBG) 

∴ ∆AA1E≅ ∆BB1F(ASA 全等) 
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(2)計算A1B1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

令AF̅̅̅̅ =√2m2 +mn + n2=z，AA1̅̅ ̅̅ ̅=x，B1F̅̅ ̅̅ ̅=y ⇒ A1B1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅=z−x−y 

∵ ∆AA1E≅ ∆BB1F 且∆AA1E~∆ABF ⇒ ∆AA1E~∆ABF、∆BB1F~∆ABF 

∴x:m=(m+n):z、y:m=m:z ⇒x=
m(m+n)

z
、y=

m2

z
 

{
x =

m(m+n)

z

y =
m2

z

代入A1B1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅=z−x−y 

⇒ A1B1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅=z−
m(m+n)

z
−
m2

z
 =

z2

z
−
m(m+n)

z
−
m2

z
 =

z2−m2−mn−m2

z
 =

z2−2m2−mn

z
 

z=√2m2 + 2mn + n2代入A1B1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅=
z2−2m2−mn

z
 

⇒ A1B1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅=
2m2+2mn+n2−2m2−mn

√2m2+2mn+n2
 =

n(m+n)

√2m2+2mn+n2
 

 步驟 4:計算母子正方形之面積比值 

A1B1C1D1

ABCD
=
A1B1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 2

AB̅̅ ̅̅ 2
=
[

n(m+n)

√2m2+2mn+n2
]
2

(m+n)2
=

n2(m+n)2

2m2+2mn+n2

(m+n)2
=

n2

m2+(m+n)2
 

(三)正五邊形 

 

圖(五)、母子正五邊形 ABCDE 與A1B1C1D1E1之示例 

條件:在正五邊形 ABCDE 中，AF̅̅̅̅ =BG̅̅ ̅̅ =CH̅̅ ̅̅ =DI̅̅ ̅=EJ̅=m，FB̅̅̅̅ =GC̅̅̅̅ =HD̅̅ ̅̅ =IE̅=JA̅=n 
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步驟 1:證明五邊形 A1B1C1D1E1 為正五邊形 

在∆AEF 和∆BAG 中 

∵ AE̅̅̅̅ =BA̅̅ ̅̅、∠FAE=∠GBA、FA̅̅ ̅=GB̅̅ ̅̅  ∴ ∆AEF≅ ∆BAG(SAS 全等) ⇒ ∠EFA=∠AGB 

在∆AA1F 和∆ABG    

∵ ∠A1AF=∠BAG(共用角)、∠A1FA=∠BGA ∴ ∆AA1F~∆ABG(AA 相似) 

⇒ ∠AA1F=∠ABG=108° ⇒ ∠E1A1B1=108°(對頂角)， 

同理可證，五邊形 A1B1C1D1E1 為正五邊形 

步驟 2:計算AG̅̅̅̅長度 

 

圖(六)、∆AGH1 

做BH1̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ GH1̅̅ ̅̅ ̅於 H1 

∵ ∠GBH1=72° ∴ BH1̅̅ ̅̅ ̅=BG̅̅ ̅̅ × cos 72 °，GH1̅̅ ̅̅ ̅=BG̅̅ ̅̅ × sin 72° 

∵ BG̅̅ ̅̅ =m ∴ BH1̅̅ ̅̅ ̅=mcos 72 °，GH1̅̅ ̅̅ ̅=m sin 72° 

AG̅̅ ̅̅ =√AH1̅̅ ̅̅ ̅2 + GH1̅̅ ̅̅ ̅2=√(AB̅̅ ̅̅ + BH1̅̅ ̅̅ ̅)2 + (msin 72°)2=√(m + n +mcos 72 °)2 +m2 sin2 72° 

=√m2 + n2 +m2 cos2 72 ° + 2mn + 2mn cos 72 ° + 2m2 cos 72 ° + m2 sin2 72° 

=√(m2 + 2mn + n2) + (m2 cos2 72 ° + m2 sin2 72°) + (2m2 cos 72 ° + 2mn cos 72 °) 

=√(m + n)2 +m2 + (m + n)2mcos 72 ° 

步驟 3:計算A1B1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅長度 

(1)證明∆AA1F≅ ∆BB1G 

在∆AA1F 和∆BB1G 中 
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∵ AF̅̅̅̅ =BG̅̅ ̅̅、∠AFA1=∠BGB1(∵ ∆AA1F~∆ABG)、∠A1AF=∠B1BG(∵ ∆BAG≅ ∆CBH) 

∴ ∆AA1F≅ ∆BB1G(ASA 全等) 

(2)計算A1B1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

令AG̅̅̅̅ =√(m + n)2 +m2 + (m+ n)2mcos 72 °=z，AA1̅̅ ̅̅ ̅=x，B1G̅̅ ̅̅ ̅=y ⇒ A1B1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅=z−x−y 

∵ ∆AA1F≅ ∆BB1G 且∆AA1F~∆ABG ⇒ ∆AA1F~∆ABG、∆BB1G~∆ABG 

∴x:m=(m+n):z、y:m=m:z ⇒x=
m(m+n)

z
、y=

m2

z
 

{
x =

m(m+n)

z

y =
m2

z

代入A1B1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅=z-x-y 

⇒ A1B1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅=z−
m(m+n)

z
−
m2

z
 =

z2

z
−
m(m+n)

z
−
m2

z
 =

z2−m2−mn−m2

z
 =

z2−2m2−mn

z
 

z=√(m + n)2 +m2 + (m + n)2mcos 72 °代入A1B1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅=
z2−2m2−mn

z
 

⇒ A1B1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅=
(m+n)2+m2+(m+n)2mcos72°−2m2−mn

√(m+n)2+m2+(m+n)2mcos72°
=
m2+2mn+n2+m2+(m+n)2mcos72°−2m2−mn

√(m+n)2+m2+(m+n)2mcos72°
 

=
mn+n2+(m+n)2mcos72°

√(m+n)2+m2+(m+n)2mcos72°
 

步驟 4:計算母子正五邊形之面積比值 

A1B1C1D1E1

ABCDE
=
A1B1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 2

AB̅̅ ̅̅ 2
=

[
mn+n2+(m+n)2mcos72°

√(m+n)2+m2+(m+n)2mcos72°

]2

(m+n)2
=

[mn+n2+(m+n)2mcos72°]2

(m+n)2+m2+(m+n)2mcos72°

(m+n)2
= 

=
[mn+n2+(m+n)2mcos72°]2

(m+n)2[(m+n)2+m2+(m+n)2mcos72°]
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(四)正六邊形 

 

圖(七)、母子正六邊形 ABCDEF 與 A1B1C1D1E1F1 之示例 

條件:在正六邊形 ABCDEF 中，AG̅̅̅̅ =BH̅̅ ̅̅ =CI̅=DJ̅̅̅=EK̅̅̅̅ =FL̅̅ ̅=m，GB̅̅ ̅̅ =HC̅̅ ̅̅ =ID̅̅̅=JE̅=KF̅̅̅̅ =LA̅̅̅̅ =n 

步驟 1:證明六邊形 A1B1C1D1E1F1 為正六邊形 

在∆AFG 和∆BAH 中 

∵ AF̅̅̅̅ =BA̅̅ ̅̅、∠GAF=∠HBA、GA̅̅ ̅̅ =HB̅̅ ̅̅  ∴ ∆AFG≅ ∆BAH(SAS 全等) ⇒ ∠FGA=∠AHB 

在∆AA1G 和∆ABH    

∵ ∠A1AG=∠BAH(共用角)、∠A1GA=∠BHA ∴ ∆AA1G~∆ABH(AA 相似) 

⇒ ∠AA1G=∠ABH=120° ⇒ ∠F1A1B1=120°(對頂角)，同理可證，六邊形 A1B1C1D1E1F1 為正六

邊形 

步驟 2:計算AH̅̅ ̅̅  

 

圖(八)、∆AHH1 

做BH1̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ HH1̅̅ ̅̅ ̅̅於 H1 

∵ ∠ABH=120° ∴ ∠HBH1=60°、∠BHH1=30° ∴ BH1̅̅ ̅̅ ̅:H1H̅̅ ̅̅ ̅̅ :HB̅̅ ̅̅ =1:√3:2 
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∵ BH̅̅ ̅̅ =m ∴ BH1̅̅ ̅̅ ̅=
m

2
、H1H̅̅ ̅̅ ̅̅ =

√3m

2
 

AH̅̅ ̅̅ =√AH1̅̅ ̅̅ ̅2 + HH1̅̅ ̅̅ ̅̅ 2=√(AB̅̅ ̅̅ + BH1̅̅ ̅̅ ̅)2 + (
√3m

2
)2=√(m+ n +

m

2
)2 +

3m2

4
=√(

3m

2
+ n)2 +

3m2

4
 

=√
9m2

4
+ 3mn + n2 +

3m2

4
=√3m2 + 3mn + n2 

步驟 3:計算A1B1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

(1)證明∆AA1G≅ ∆BB1H 

在∆AA1G 和∆BB1H 中 

∵ AG̅̅̅̅ =BH̅̅ ̅̅、∠AGA1=∠BHB1(∵ ∆AA1G~∆ABH)、∠A1AG=∠B1BH(∵ ∆BAH≅ ∆CBI) 

∴ ∆AA1G≅ ∆BB1H(ASA 全等) 

(2)計算A1B1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

令AH̅̅ ̅̅ =√3m2 + 3mn + n2=z，AA1̅̅ ̅̅ ̅=x，B1H̅̅ ̅̅ ̅=y ⇒ A1B1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅=z−x−y 

∵ ∆AA1G≅ ∆BB1H 且∆AA1G~∆ABH ⇒ ∆AA1D~∆ABH、∆BB1E~∆ABH 

∴x:m=(m+n):z、y:m=m:z ⇒x=
m(m+n)

z
、y=

m2

z
 

{
x =

m(m+n)

z

y =
m2

z

代入A1B1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅=z−x−y 

⇒ A1B1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅= z−
m(m+n)

z
−
m2

z
 =

z2

z
−
m(m+n)

z
−
m2

z
 =

z2−m2−mn−m2

z
 =

z2−2m2−mn

z
 

z=√3m2 + 3mn + n2代入A1B1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅=
z2−2m2−mn

z
 

⇒ A1B1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅=
3m2+3mn+n2−2m2−mn

√3m2+3mn+n2
=

m2+2mn+n2

√3m2+3mn+n2
=

(m+n)2

√3m2+3mn+n2
 

步驟 4:計算母子正六邊形之面積比值 

A1B1C1D1E1F1

ABCDEF
=
A1B1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 2

AB̅̅ ̅̅ 2
=
[

(m+n)2

√3m2+3mn+n2
]2

(m+n)2
=

(m+n)4

3m2+3mn+n2

(m+n)2
=

(m+n)4

(m+n)23m2+3mn+n2
=

(m+n)2

3m2+3mn+n2
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(五)推導母子正多邊形之面積比值之一般式 

    從計算母子正五邊形之面積比值時，我們發現計算過程中幾乎都是以三角函數下去做計

算。因此我們將在計算母子正三角形、正方形、正五邊形、正六邊形之面積比值時當中的一

些數值拿來比較，並嘗試得出規律且推出一般式。 

步驟 1.比較正三角形、正方形、正五邊形、正六邊形之AE̅̅̅̅、AF̅̅̅̅、AG̅̅̅̅、AH̅̅ ̅̅ (切割線) 

 

 

圖(九)、∆ABE(正三角形、左上)/∆ABF(正方形、右上)/ 

∆AH1G(正五邊形、左下)/∆AH1H(正六邊形、右下) 

(1)AE̅̅̅̅ =√AH1̅̅ ̅̅ ̅2 + EH1̅̅ ̅̅ ̅2=√(AB̅̅ ̅̅ − BH1̅̅ ̅̅ ̅)2 + (
√3m

2
)2=√(m+ n −

m

2
)2 +

3m2

4
 

=√(
m

2
+ n)2 +

3m2

4
=√

m2

4
+mn + n2 +

3m2

4
=√m2 +mn + n2 

(2)AF̅̅̅̅ =√AB̅̅ ̅̅ 2 + BF̅̅̅̅ 2 =√(m + n)2 +m2 =√2m2 + 2mn + n2 

(3)AG̅̅̅̅ =√AH1̅̅ ̅̅ ̅2 + GH1̅̅ ̅̅ ̅2=√(AB̅̅ ̅̅ + BH1̅̅ ̅̅ ̅)2 + (msin 72°)2=√(m + n +mcos 72 °)2 +m2 sin2 72° 

=√m2 + n2 +m2 cos2 72 ° + 2mn + 2mn cos 72 ° + 2m2 cos 72 ° + m2 sin2 72° 

=√(m2 + 2mn + n2) + (m2 cos2 72 ° + m2 sin2 72°) + (2m2 cos 72 ° + 2mn cos 72 °) 

=√(m + n)2 +m2 + (m + n)2mcos 72 ° 

(4)AH̅̅ ̅̅ =√AH1̅̅ ̅̅ ̅2 + HH1̅̅ ̅̅ ̅̅ 2=√(AB̅̅ ̅̅ + BH1̅̅ ̅̅ ̅)2 + (
√3m

2
)2=√(m+ n +

m

2
)2 +

3m2

4
=√(

3m

2
+ n)2 +

3m2

4
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=√
9m2

4
+ 3mn + n2 +

3m2

4
=√3m2 + 3mn + n2 

首先，從AE̅̅̅̅ =√AH1̅̅ ̅̅ ̅2 + EH1̅̅ ̅̅ ̅2=√(AB̅̅ ̅̅ − BH1̅̅ ̅̅ ̅)2 + (
√3m

2
)2中，我們發現BH1̅̅ ̅̅ ̅可以寫成mcos 60°(∵正

三角形內角為60°)，又因為cos(180° − θ)=− cos θ且AB̅̅ ̅̅ =m+n，所以

AH̅̅ ̅̅ =√(m + n +mcos 120°)2 + (
√3m

2
)2 

=√m2 + n2 +m2 cos2 120° + 2mn + 2mn cos 120° + 2m2 cos2 120° +
3m2

4
 

=√(m + n)2 +m2(−
1

2
)2 + (m+ n)2mcos 120° +

3m2

4
 

=√(m + n)2 +m2 + (m + n)2mcos 120° 

我們發現，正三角形之切割線與正五邊形之切割線長度相似，只差在餘弦函數後的數字罷了。 

接著繼續驗證正方形與正六邊形之切割線。 

AF̅̅̅̅ =√AB̅̅ ̅̅ 2 + BF̅̅̅̅ 2 =√(m + n)2 +m2 =√2m2 + 2mn + n2 

∵ cos 90°=0 ∴ AF̅̅̅̅ =√AB̅̅ ̅̅ 2 + BF̅̅̅̅ 2 =√(m + n)2 +m2 + (m+ n)2mcos 90° 

AH̅̅ ̅̅ =√AH1̅̅ ̅̅ ̅2 + HH1̅̅ ̅̅ ̅̅ 2=√(AB̅̅ ̅̅ + BH1̅̅ ̅̅ ̅)2 + (
√3m

2
)2=√(m+ n +mcos 60°)2 +

3m2

4
 

=√m2 + n2 +m2 cos2 60° + 2mn + 2m2 cos 60° + 2mn cos 60° +
3m2

4
 

=√(m + n)2 +m2(
1

2
)2 + (m+ n)2mcos 60° +

3m2

4
 

=√(m + n)2 +m2 + (m + n)2mcos 60° 

我們發現，正三角形、正方形、正五邊形、正六邊形之切割線皆可以寫成

√(m + n)2 +m2 + (m+ n)2mcos θ°(θ為正多邊形之一外角之值) 

並且正五邊形、正六邊形、正七邊形等邊數大於四的正多邊形，其切割線都可寫成

√(m + n +mcos θ °)2 + (msin θ°)2(θ為正多邊形之一外角之值)，因為邊數大於四的正多邊形
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之外角皆小於 90 度。而此算式展開會變成√(m + n)2 +m2 + (m+ n)2mcos θ°，與我們從正

三角形、正方形、正五邊形、正六邊形得出的結論相同，因此我們可以得出一個結論: 

任意正多邊形之切割線之值為√(m + n)2 +m2 + (m+ n)2mcos θ°(其中，θ為該正多邊形之

一外角之數值) 

步驟 2.推導母子正多邊形之面積比值之一般式 

    我們得出切割線後，可以計算子正多邊形之邊長。由於以我們計算子正多邊形之邊長之

方式在每個正多邊形上皆相同，因此只要將母子正五邊形之面積比值中，餘弦函數後之數值

更改為某正多邊形之一外角之值便可得到某母子正多邊形之面積比值。所以我們推論後的結

論，得到:       

母子正多邊形之面積比值為
[mn+n2+(m+n)2mcosθ°]

2

(m+n)2[(m+n)2+m2+(m+n)2mcosθ°]
 

(其中，θ為該正多邊形之一外角之數值) 

 

三、任意三角形之邊長依等比例切割之面積比值(母子任意三角形之面積比值)探討 

 

圖(十)、母子三角形 ABC 與A1B1C1之示意 

條件:在三角形 ABC 中，AD̅̅ ̅̅ : DB̅̅ ̅̅ =BE̅̅̅̅ : EC̅̅̅̅ =CF̅̅̅̅ : FA̅̅ ̅=m:n 
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步驟 1:定義坐標-解析幾何 

(1)定義 x 軸與 y 軸之正向 

 

圖(十一)、做CH1̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ AB̅̅ ̅̅於 H1 

做CH1̅̅ ̅̅ ̅ ⊥ AB̅̅ ̅̅於 H1 

令點 A 為原點，AB⃗⃗⃗⃗  ⃗為 x 軸之正向、H1C⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗為 y 軸之正向，∠CAB<90°，點 C 之 x 坐標介於點 A

和點 B 之 x 坐標，BC̅̅̅̅ =a、CA̅̅̅̅ =b、AB̅̅ ̅̅ =c 

(2)定義坐標 

根據上述資訊，點 A 之坐標為(0,0)、點 B 之坐標為(c,0)、 

點 C 之坐標為(√b2 − CH1̅̅ ̅̅ ̅2, CH1̅̅ ̅̅ ̅)。 

CH1̅̅ ̅̅ ̅可以表示為
2×三角形面積

c
。根據海龍公式，三角形面積等於√s(s − a)(s − b)(s − c)，其中

s=
a+b+c

2
，a、b、c 為三角形之三邊長。為了方便計算，我們令 k= s(s − a)(s − b)(s − c)，因

此△ABC=√k、CH1̅̅ ̅̅ ̅=
2√k

c
、點 C 之坐標為(√b2 −

4k

c2
, 
2√k

c
) 

∵ AD̅̅ ̅̅ : DB̅̅ ̅̅ =BE̅̅̅̅ : EC̅̅̅̅ =CF̅̅̅̅ : FA̅̅ ̅=m:n，根據分點公式，點 D 之坐標為(
mc

m+n
,0)、 

點 E 的坐標為(
m√b2−

4k

c2
+nc

m+n
,
2m√k

c

m+n
)、點 F 的坐標為(

n√b2−
4k

c2

m+n
,
2n√k

c

m+n
) 
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圖(十二)、母子三角形 ABC 與A1B1C1之各點坐標之示意(其中，點 C、E、F 之坐標在 GSP 軟

體上較難呈現因此未打上，詳見步驟 1.之(2)定義坐標) 

步驟 2:求直線方程式 

令AE⃡⃗ ⃗⃗ =L1、BF⃡⃗⃗⃗ =L2、CD⃡⃗ ⃗⃗  =L3 

(1) L1 直線方程式 

令 L1 為 y=αx(過原點無常數) 

(
m√b2−

4k

c2
+nc

m+n
,
2m√k

c

m+n
)代入 y=αx 

⇒
2m√k

c

m+n
=α ×

m√b2−
4k

c2
+nc

m+n
⇒

2m√k

c
=α ×(m√b2 −

4k

c2
+ nc)⇒ α=

2m√k

c

m√b2−
4k

c2
+nc

⇒ α=
2m√k

mc√b2−
4k

c2
+nc2

 

∴L1:y=
2m√k

mc√b2−
4k

c2
+nc2

x 

(2)L2 直線方程式 

令 L2 為
y2−y1

x2−x1
=

y−y1

x−x1
(兩點式) 

(c,0) (
n√b2−

4k

c2

m+n
,
2n√k

c

m+n
)代入

y2−y1

x2−x1
=

y−y1

x−x1
 

⇒
0−

2n√k
c

m+n

c−
n√b2−

4k

c2

m+n

=
y−0

x−c
 ⇒ −

2n√k

c

m+n
x+

2n√k

c

m+n
× c=(c −

n√b2−
4k

c2

m+n
)y⇒

2n√k

c

m+n
x+(c −

n√b2−
4k

c2

m+n
)y=

2n√k

c

m+n
× c 

⇒
2n√k

c(m+n)
x+(c −

n√b2−
4k

c2

m+n
)y=

2n√k

m+n
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∴L2: 
2n√k

c(m+n)
x+(c −

n√b2−
4k

c2

m+n
)y=

2n√k

m+n
 

(3) L3 直線方程式 

令 L3 為
y2−y1

x2−x1
=

y−y1

x−x1
(兩點式) 

 (√b2 −
4k

c2
, 
2√k

c
) (

mc

m+n
,0)代入

y2−y1

x2−x1
=

y−y1

x−x1
 

⇒
2√k

c
−0

√b2−
4k

c2
−
mc

m+n

=
y−0

x−
mc

m+n

 ⇒
2√k

c
x−

2√k

c
×

mc

m+n
=(√b2 −

4k

c2
−

mc

m+n
)y 

⇒
2√k

c
x−(√b2 −

4k

c2
−

mc

m+n
)y =

2√k

c
×

mc

m+n
⇒

2√k

c
x−(√b2 −

4k

c2
−

mc

m+n
)y =

2m√k

m+n
 

∴L3: 
2√k

c
x−(√b2 −

4k

c2
−

mc

m+n
)y =

2m√k

m+n
 

步驟 3:求交點之坐標 

(1)求 L1 和 L3 之交點(A1)坐標 

{
 
 

 
 y =

2m√k

mc√b2−
4k

c2
+nc2

x … (1)

2√k

c
x − (√b2 −

4k

c2
−

mc

m+n
)y =

2m√k

m+n
  … (2)

  

將(1)式代入(2)式 

⇒
2√k

c
x − (√b2 −

4k

c2
−

mc

m+n
) ×

2m√k

mc√b2−
4k

c2
+nc2

x =
2m√k

m+n
 

⇒
1

cm
x − (√b2 −

4k

c2
−

mc

m+n
) ×

1

mc√b2−
4k

c2
+nc2

x =
1

m+n
⇒

1

cm
x −

√b2−
4k

c2
−
mc

m+n

mc√b2−
4k

c2
+nc2

x =
1

m+n
  

⇒
1

m
x −

√b2−
4k

c2
−
mc

m+n

m√b2−
4k

c2
+nc

x =
c

m+n
  ⇒ x =

c

m+n

(
1

m
−
√b2−

4k

c2
−
mc
m+n

m√b2−
4k

c2
+nc

)

⇒ x =
c

m+n

(
√b2−

4k

c2
+
nc
m

m√b2−
4k

c2
+nc

−
√b2−

4k

c2
−
mc
m+n

m√b2−
4k

c2
+nc

)

 

⇒ x =
c

m+n
nc
m
+
mc
m+n

m√b2−
4k

c2
+nc

 ⇒ x =
mc√b2−

4k

c2
+nc2

(
nc

m
+
mc

m+n
)(m+n)

 ⇒ x =
m√b2−

4k

c2
+nc

(
n

m
+

m

m+n
)(m+n)

⇒ x =
m√b2−

4k

c2
+nc

n(m+n)

m
+m

 

⇒ x =
m2√b2−

4k

c2
+mnc

m2+mn+n2
 代入(1) 
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⇒  y =
2m√k

mc√b2−
4k

c2
+nc2

×
m2√b2−

4k

c2
+mnc

m2+mn+n2
 ⇒  y =

2m√k

mc√b2−
4k

c2
+nc2

×
m2c√b2−

4k

c2
+mnc2

c(m2+mn+n2)
  

⇒  y = 2m√k ×
m

c(m2+mn+n2)
 ⇒  y =

2m2√k

c(m2+mn+n2)
 

∴A1:(
m2√b2−

4k

c2
+mnc

m2+mn+n2
,

2m2√k

c(m2+mn+n2)
) 

(2)求 L1 和 L2 之交點(B1)坐標 

{
 
 

 
 y =

2m√k

mc√b2−
4k

c2
+nc2

x … (1)

2n√k

c(m+n)
x + (c −

n√b2−
4k

c2

m+n
)y =

2n√k

m+n
  … (2)

  

將(1)式代入(2)式 

⇒
2n√k

c(m+n)
x + (c −

n√b2−
4k

c2

m+n
) ×

2m√k

mc√b2−
4k

c2
+nc2

x =
2n√k

m+n
  

⇒ x + (c −
n√b2−

4k

c2

m+n
) ×

2mc(m+n)√k

2n√k(mc√b2−
4k

c2
+nc2)

x =
2nc(m+n)√k

2n(m+n)√k
  

⇒ x + (c −
n√b2−

4k

c2

m+n
) ×

m(m+n)

n(m√b2−
4k

c2
+nc)

x = c ⇒ x +
cm(m+n)

mn√b2−
4k

c2
+n2c

x −

n√b2−
4k

c2

m+n
×m(m+n)

mn√b2−
4k

c2
+n2c

x = c  

⇒ (1 +
cm(m+n)

mn√b2−
4k

c2
+n2c

−
mn√b2−

4k

c2

mn√b2−
4k

c2
+n2c

)x = c 

⇒ (
mn√b2−

4k

c2
+n2c

mn√b2−
4k

c2
+n2c

+
cm(m+n)

mn√b2−
4k

c2
+n2c

−
mn√b2−

4k

c2

mn√b2−
4k

c2
+n2c

)x = c  

⇒
mn√b2−

4k

c2
+n2c+cm(m+n)−mn√b2−

4k

c2

mn√b2−
4k

c2
+n2c

x = c ⇒
n2c+cm(m+n)

mn√b2−
4k

c2
+n2c

x = c ⇒
c(m2+mn+n2)

mn√b2−
4k

c2
+n2c

x = c 

⇒
m2+mn+n2

mn√b2−
4k

c2
+n2c

x = 1 ⇒ x =
mn√b2−

4k

c2
+n2c

m2+mn+n2
代入(1) 

⇒ y =
2m√k

mc√b2−
4k

c2
+nc2

×
mn√b2−

4k

c2
+n2c

m2+mn+n2
 ⇒ y =

2m√k

mc√b2−
4k

c2
+nc2

×
n(m√b2−

4k

c2
+nc)

m2+mn+n2
 

⇒ y =
2m√k

mc√b2−
4k

c2
+nc2

×
n(mc√b2−

4k

c2
+nc2)

c(m2+mn+n2)
 ⇒ y =

2mn√k

c(m2+mn+n2)
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∴B1:(
mn√b2−

4k

c2
+n2c

m2+mn+n2
,

2mn√k

c(m2+mn+n2)
) 

(3)求 L2 和 L3 之交點(C1)坐標 

{
 
 

 
 2n√k

c(m+n)
x + (c −

n√b2−
4k

c2

m+n
)y =

2n√k

m+n
…(1)

2√k

c
x − (√b2 −

4k

c2
−

mc

m+n
)y =

2m√k

m+n
  … (2)

  

將(2)式×
n

m+n
 

⇒
2n√k

c(m+n)
x −

n

m+n
(√b2 −

4k

c2
−

mc

m+n
)y=

2mn√k

(m+n)2
 

⇒
2n√k

c(m+n)
x − (

n

m+n
√b2 −

4k

c2
−

mnc

(m+n)2
)y=

2mn√k

(m+n)2
 …(3) 

將(1)式−(3)式 

⇒ (c −
n√b2−

4k

c2

m+n
)y+(

n

m+n
√b2 −

4k

c2
−

mnc

(m+n)2
)y=

2n√k

m+n
−

2mn√k

(m+n)2
 

⇒ (c −
n

m+n
√b2 −

4k

c2
+

n

m+n
√b2 −

4k

c2
−

mnc

(m+n)2
)y=

2n(m+n)√k

(m+n)2
−

2mn√k

(m+n)2
 

⇒ (c −
mnc

(m+n)2
)y=

2n√k(m+n−m)

(m+n)2
⇒ c(1 −

mn

(m+n)2
)y=

2n2√k

(m+n)2
⇒ c(

(m+n)2

(m+n)2
−

mn

(m+n)2
)y=

2n2√k

(m+n)2
 

⇒ c[(m + n)2 −mn]y=2n2√k ⇒ c(m2 +mn + n2)y=2n2√k ⇒ y=
2n2√k

c(m2+mn+n2)
代入(1) 

⇒
2n√k

c(m+n)
x + (c −

n√b2−
4k

c2

m+n
) ×

2n2√k

c(m2+mn+n2)
=

2n√k

m+n
 ⇒

1

c(m+n)
x +

n(c−
n√b2−

4k

c2

m+n
)

c(m2+mn+n2)
=

1

m+n
  

⇒ x +
cn(m+n)(c−

n√b2−
4k

c2

m+n
)

c(m2+mn+n2)
=

c(m+n)

m+n
 ⇒ x +

n(m+n)(c−
n√b2−

4k

c2

m+n
)

m2+mn+n2
= c ⇒ x +

cmn+cn2−n2√b2−
4k

c2

m2+mn+n2
= c  

⇒ x = c −
cmn+cn2−n2√b2−

4k

c2

m2+mn+n2
 ⇒ x =

c(m2+mn+n2)

m2+mn+n2
−
cmn+cn2−n2√b2−

4k

c2

m2+mn+n2
 

 ⇒ x =
cm2+cmn+cn2−cmn−cn2+n2√b2−

4k

c2

m2+mn+n2
 ⇒ x =

n2√b2−
4k

c2
+m2c

m2+mn+n2
 

∴C1:(
n2√b2−

4k

c2
+m2c

m2+mn+n2
,

2n2√k

c(m2+mn+n2)
) 
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步驟 4:求
∆A1B1C1

∆ABC
之值

∆A1B1C1=
1

2 |
|
||

m2√b2−
4k

c2
+mnc

m2+mn+n2

mn√b2−
4k

c2
+n2c

m2+mn+n2

n2√b2−
4k

c2
+m2c

m2+mn+n2

m2√b2−
4k

c2
+mnc

m2+mn+n2

2m2√k

c(m2+mn+n2)

2mn√k

c(m2+mn+n2)

2n2√k

c(m2+mn+n2)

2m2√k

c(m2+mn+n2)

|||
| 

=

1

2
|(
m2√b2−

4k

c2
+mnc

m2+mn+n2
×

2mn√k

c(m2+mn+n2)
+
mn√b2−

4k

c2
+n2c

m2+mn+n2
×

2n2√k

c(m2+mn+n2)
+
n2√b2−

4k

c2
+m2c

m2+mn+n2
×

2m2√k

c(m2+mn+n2)
) −

(
mn√b2−

4k

c2
+n2c

m2+mn+n2
×

2m2√k

c(m2+mn+n2)
+
n2√b2−

4k

c2
+m2c

m2+mn+n2
×

2mn√k

c(m2+mn+n2)
+
m2√b2−

4k

c2
+mnc

m2+mn+n2
×

2n2√k

c(m2+mn+n2)
)|  

=
1

2
|(
(m2√b2−

4k

c2
+mnc)2mn√k

c(m2+mn+n2)2
+
(mn√b2−

4k

c2
+n2c)2n2√k

c(m2+mn+n2)2
+
(n2√b2−

4k

c2
+m2c)2m2√k

c(m2+mn+n2)2
) −

(
(mn√b2−

4k

c2
+n2c)2m2√k

c(m2+mn+n2)2
+
(n2√b2−

4k

c2
+m2c)2mn√k

c(m2+mn+n2)2
+
(m2√b2−

4k

c2
+mnc)2n2√k

c(m2+mn+n2)2
)| 

=
1

2
|
2m3n√k(b2−

4k

c2
)+2m2n2c√k+2mn3√k(b2−

4k

c2
)+2n4c√k+2m2n2√k(b2−

4k

c2
)+2m4c√k

c(m2+mn+n2)2
−

2m3n√k(b2−
4k

c2
)+2m2n2c√k+2mn3√k(b2−

4k

c2
)+2m3nc√k+2m2n2√k(b2−

4k

c2
)+2mn3c√k

c(m2+mn+n2)2
| 

=
1

2
|
2n4c√k+2m4c√k

c(m2+mn+n2)2
−
2m3nc√k+2mn3c√k

c(m2+mn+n2)2
|=

1

2
|
2n4√k+2m4√k−2m3n√k−2mn3√k

(m2+mn+n2)2
|=

1

2
|
2√k(m4−m3n−mn3+n4)

(m2+mn+n2)2
| 

=
1

2
|
2√k(m−n)2(m2+mn+n2)

(m2+mn+n2)2
|=

1

2
|
2(m−n)2√k

m2+mn+n2
| 

∵m,n,k 必皆>0 ∴
1

2
|
2(m−n)2√k

m2+mn+n2
|=

1

2
×

2(m−n)2√k

m2+mn+n2
=

(m−n)2√k

m2+mn+n2
   ，其中∆ABC=√k  

故母子任意三角形之面積比值
∆A1B1C1

∆ABC
=

(m−n)2√k

m2+mn+n2

√k
=

(m−n)2

m2+mn+n2
=

(n−m)2

(m+n)2−mn
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四、任意長方形之邊長依等比例切割之面積比值(母子任意長方形之面積比值)探討 

 

圖(十三)、母子長方形 ABCD 與A1B1C1D1之示意 

條件:在長方形 ABCD 中，AE̅̅̅̅ : EB̅̅̅̅ =BF̅̅̅̅ : FC̅̅ ̅=CG̅̅̅̅ : GD̅̅ ̅̅ =DH̅̅ ̅̅ : HA̅̅ ̅̅ =m:n 

步驟 1:定義坐標-解析幾何 

令點 A 為原點，AB⃗⃗⃗⃗  ⃗為 x 軸之正向、AD⃗⃗⃗⃗  ⃗為 y 軸之正向，AB̅̅ ̅̅ =a、AD̅̅ ̅̅ =b 

可知點 A 之坐標為(0,0)、點 B 之坐標為(a,0)、 

點 C 之坐標為(a,b)、點 D 之坐標為(0,b) 

∵四邊形 ABCD 為長方形⇒ AB̅̅ ̅̅ =CD̅̅ ̅̅、BC̅̅̅̅ =DA̅̅ ̅̅；AE̅̅̅̅ : EB̅̅̅̅ =BF̅̅̅̅ : FC̅̅ ̅=CG̅̅̅̅ : GD̅̅ ̅̅ =DH̅̅ ̅̅ : HA̅̅ ̅̅ =m:n 

∴ AE̅̅̅̅ =CG̅̅̅̅、EB̅̅̅̅ =GD̅̅ ̅̅、BF̅̅̅̅ =DH̅̅ ̅̅ 、FC̅̅ ̅=HA̅̅ ̅̅  

⇒可知點 E 之坐標為(a×
m

m+n
,0)、點 F 之坐標為(a,b×

m

m+n
)、 

點 G 之坐標為(a×
n

m+n
,b)、點 H 之坐標為(0,b×

n

m+n
) 
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圖(十四)、長方形 ABCD 之各點坐標之示意 

步驟 2:求直線方程式 

令DE⃡⃗⃗⃗  ⃗=L1、GB⃡⃗ ⃗⃗  =L2、FA⃡⃗⃗⃗ =L3、CH⃡⃗⃗⃗  ⃗=L4 

其中 L1// L2 且 L3// L4 

∵ AH̅̅ ̅̅ =FC̅̅ ̅且AH̅̅ ̅̅ //FC̅̅ ̅ 而平行線的距離處處相等 ∴L1// L2，同理可證，L3// L4 

(1) L1 直線方程式 

L1:
x
am

m+n

+
y

b
=1(截距式) 

⇒
m+n

am
x+

1

b
y=1⇒

1

b
y=−

m+n

am
x +1⇒y=−

b(m+n)

am
x +b 

(2) L2 直線方程式 

令 L2 為 y=−
b(m+n)

am
x +β (∵L2 與 L1 平行⇒斜率相同) 

(a,0)代入 L2 

⇒0=−
b(m+n)

am
×a+β ⇒0=−

b(m+n)

m
+β ⇒ β=

b(m+n)

m
 

∴L2:y=−
b(m+n)

am
x +

b(m+n)

m
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(3) L3 直線方程式 

令 L3 為 y=αx (∵過原點無常數項) 

(a,
bm

m+n
)代入 L3 

⇒
bm

m+n
=aα ⇒ α=

bm

a(m+n)
 

∴L3:y=
bm

a(m+n)
x 

(4) L4 直線方程式 

令 L4 為 y=
bm

a(m+n)
x +β(∵L4 與 L3平行⇒斜率相同) 

(0,
bn

m+n
)代入 L4 

⇒ β=
bn

m+n
 

∴L4:y=
bm

a(m+n)
x +

bn

m+n
 

步驟 3:求交點之 y 坐標 

(1) 求 L1 和 L3 交點之 y 坐標 

{
y = −

b(m+n)

am
x + b… (1)

y =
bm

a(m+n)
x     … (2)

  

將(1)式代入(2)式 

⇒ −
b(m+n)

am
x+b=

bm

a(m+n)
x ⇒b=

bm

a(m+n)
x+

b(m+n)

am
x ⇒b=

bm2

am(m+n)
x+

b(m+n)2

am(m+n)
x ⇒b=

b[m2+(m+n)2]

am(m+n)
x 

⇒1=
m2+(m+n)2

am(m+n)
x⇒x=

am(m+n)

m2+(m+n)2
 代入(2) 

⇒y=
bm

a(m+n)
×

am(m+n)

m2+(m+n)2
 ⇒y=

bm2

m2+(m+n)2
 

(2) 求 L2 和 L3 交點之 y 坐標 
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{
y = −

b(m+n)

am
x +

b(m+n)

m
…(1)

y =
bm

a(m+n)
x          … (2)

  

將(1)式代入(2)式 

⇒ −
b(m+n)

am
x +

b(m+n)

m
=

bm

a(m+n)
x ⇒

b(m+n)

m
=

bm

a(m+n)
x+

b(m+n)

am
x ⇒

b(m+n)

m
=

bm2

am(m+n)
x+

b(m+n)2

am(m+n)
x 

⇒
b(m+n)

m
=
b[m2+(m+n)2]

am(m+n)
x⇒

m+n

m
=
m2+(m+n)2

am(m+n)
x⇒x=

am(m+n)2

m[m2+(m+n)2]
⇒x=

a(m+n)2

m2+(m+n)2
 代入(2) 

⇒y=
bm

a(m+n)
×

a(m+n)2

m2+(m+n)2
⇒y=

bm(m+n)

m2+(m+n)2
 

 

步驟 4:計算母子任意長方形之面積比值 

 

圖(十五)、母子長方形 ABCD 與 A1B1C1D1 中等長線段標示之示例 

    在上圖中，我們可以發現圖中紅色線段(較短)及黑色線段(較長)，即為剛剛求之交點之 y

坐標之值。而因為∆AA1E≅ ∆CC1G、∆AB1B≅ ∆CD1D，且在全等三角形中同底必同高，故∆AA1E

與∆CC1G 之高相同、∆AB1B 與∆CD1D 之高相同。如果我們將四邊形 A1B1BE 平移至線段 C1D1

上，則會形成一個平行四邊形，底為線段EB̅̅̅̅，高為一紅色線段和一黑色線段之長度之和。並

在下方形成另一個四邊形 E`B`BE，而此平行四邊形面積與四邊形 A1B1C1D1 相同。 
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圖(十六)、母子長方形 ABCD 與A1B1C1D1中四邊形 A1B1BE 平移至線段 C1D1 上之示例 

A1B1C1D1

ABCD
=

an

m+n
×(b−

bm2

m2+(m+n)2
+

bm(m+n)

m2+(m+n)2
)

ab
=

an

m+n
×[b−

bm(2m+n)

m2+(m+n)2
]

ab
=

abn

m+n
−

abmn(2m+n)

(m+n)[m2+(m+n)2]

ab
 

=
n

m+n
−

mn(2m+n)

(m+n)[m2+(m+n)2]
=

n[m2+(m+n)2]

(m+n)[m2+(m+n)2]
−

mn(2m+n)

(m+n)[m2+(m+n)2]
 

=
m2n+m2n+2mn2+n3

(m+n)[m2+(m+n)2]
−

2m2n+mn2

(m+n)[m2+(m+n)2]
=

mn2+n3

(m+n)[m2+(m+n)2]
=

n2(m+n)

(m+n)[m2+(m+n)2]
=

n2

m2+(m+n)2
 

步驟 5:推導母子任意長方形之面積比值之一般式 

根據上述結果，我們可以推導母子任意長方形之面積比值
A1B1C1D1

ABCD
之一般式為

n2

m2+(m+n)2
  

五、任意四邊形之邊長依等比例切割之面積比值(母子任意四邊形之面積比值)探討 

 

圖(十七)、母子任意四邊形 ABCD 與A1B1C1D1之示意 

條件:在任意四邊形 ABCD 中，AE̅̅̅̅ : EB̅̅̅̅ =BF̅̅̅̅ : FC̅̅ ̅=CG̅̅̅̅ : GD̅̅ ̅̅ =DH̅̅ ̅̅ : HA̅̅ ̅̅ =m:n 

D1

C1

H

B1A1
F

E

G

D

A B

C
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步驟 1. 操作 GSP 繪圖軟體、Excel 軟體進行觀察 

有了正三角形與任意三角形的成功經驗後，我們大膽假設母子任意四邊形將與任意長方

形之面積比值之一般式均為
n2

m2+(m+n)2
，於是再度使用 GSP、Excel 進行觀察與驗證，赫然發現

任意四邊形的一般式也成立，如圖(十八)。因此，我們開始進行紙筆計算與嚴謹的推理證明。 

 

 

 

圖(十八)、操作 GSP、Excel 觀察與驗證之示意(註:GSP 計算機只能處理到小數點後第五位值) 

步驟 2:定義直角坐標平面-解析幾何 

    令四邊形 ABCD 的坐標分別為 A(x1,y1)、B(x2,y2)、C(x3,y3)、D(x4,y4)，則透過分點公式

算出切割點 E、F、G、H 的坐標，並依序計算出𝐴𝐹⃡⃗⃗⃗  ⃗、𝐵𝐺⃡⃗⃗⃗  ⃗、𝐶𝐻⃡⃗⃗⃗  ⃗、𝐷𝐸⃡⃗⃗⃗  ⃗這四條切割的直線方程式

如下:  𝐴𝐹⃡⃗⃗⃗  ⃗: y = [
𝑚(𝑦3−𝑦1)+𝑛(𝑦2−𝑦1)

𝑚(𝑥3−𝑥1)+𝑛(𝑥2−𝑥1)
] (𝑥 − 𝑥1) + 𝑦1，𝐵𝐺⃡⃗⃗⃗  ⃗: y = [

𝑚(𝑦4−𝑦2)+𝑛(𝑦3−𝑦2)

𝑚(𝑥4−𝑥2)+𝑛(𝑥3−𝑥2)
] (𝑥 − 𝑥2) + 𝑦2，     

       𝐶𝐻⃡⃗⃗⃗  ⃗: y = [
𝑚(𝑦1−𝑦3)+𝑛(𝑦4−𝑦3)

𝑚(𝑥1−𝑥3)+𝑛(𝑥4−𝑥3)
] (𝑥 − 𝑥3) + 𝑦3，𝐷𝐸⃡⃗⃗⃗  ⃗: y = [

𝑚(𝑦2−𝑦4)+𝑛(𝑦1−𝑦4)

𝑚(𝑥2−𝑥4)+𝑛(𝑥1−𝑥4)
] (𝑥 − 𝑥4) + 𝑦4 
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    接著我們計算出四條切割線交點𝐴1、𝐵1、𝐶1、𝐷1的坐標。但因為它是不規律的任意子四

邊形，於是我們嘗試行列式測量員面積公式，試圖計算任意子四邊形面積。然而，𝐴1、𝐵1、𝐶1、𝐷1

的坐標夾雜了太多的未知數 m, n, x1, x2, x3, x4, y1,y2,y3, y4，導致計算過程受到阻礙停滯不前。

翻閱了很多參考文獻後，我們決定融入單位向量與線性轉換，以求將算式化簡並將面積比值

獲得解決。 

步驟 3:母多邊形坐標與面積進行線性轉換(原四邊形轉換成新四邊形) 

    為了不失一般性，我們可以把 A 平移到原點，於是其任意四邊形的四個頂點座標假設為

A(0,0)，B(x1,y1)、C(x2,y2)、D(x3,y3)，經過線性轉換後，重新定義各點坐標分別為 A1(0,0)、

B1(1,0)、D1(0,1) 

    因此，我們定義線性轉換 T:𝑅2 → 𝑅2，藉著下列(1)~(3)條件: 

(1)T(0,0)=(0,0)    (2)T(x1,y1)=(1,0)   (3) T(x3,y3)=(0,1) 

則 T(x,y)=[
𝑥1      𝑥3
𝑦1      𝑦3

]
−1

[
𝑥
y]=

1

𝑥1𝑦3−𝑥3𝑦1
[
𝑦3      − 𝑥3
−𝑦1     𝑥1

] [
𝑥
y]，其中(x,y)∈ 𝑅2 

根據上述定義，可假設 C 點經過轉換後的新坐標 C1 為 T( x2 ,y2)定義為(a,b) 。其中， 

b > −a + 1，即𝐴1、𝐶1在𝐵1𝐷1⃡⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗的兩側，A1B1C1D1為凸四邊形。所以經過 T 轉換後，四邊形

ABCD 整個區域會 1 對 1 映成到四邊形A1B1C1D1整個區域，如圖(十九)所示。 

 

圖(十九)、原母四邊形 ABCD 與新母四邊形A1B1C1D1之線性轉換示意 
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    根據文獻資料(六)內頁 P3.3-11~12 所述：若將原圖形△ABC 的各點座標進行平面線性變

換 f(x,y)=[
𝑎   𝑏
c   d

] [
𝑥
y]，則原圖形經過 f 轉換過，其新圖形△A1B1C1之面積=原圖形△ABC 面積╳

||
𝑎 𝑏
c d
|| 。而任一區域可想像由無數多個小三角形合併而成，因此任一區域 R 及轉換𝑅′之面積

關係為新圖形𝑅′之面積=原圖形 R 面積╳||
𝑎 𝑏
c d
||。 

    故由上述文獻可知A1B1C1D1面積=ABCD 面積╳||
𝑥1  𝑥3
𝑦1  𝑦3

||。後續為方便書寫說明，我們簡

記為: 新母多邊形面積=原母多邊形面積╳△，其中△=||
𝑥1  𝑥3
𝑦1  𝑦3

||。 

步驟 4:子多邊形坐標與面積進行線性轉換 

     同理，仿製步驟 2.3.的方法，我們計算得到轉換後的新子四邊形坐標為(𝑥𝐴2 , 𝑦𝐴2)、

(𝑥𝐵2 , 𝑦𝐵2)、(𝑥𝐶2 , 𝑦𝐶2)、(𝑥𝐷2 , 𝑦𝐷2)分別如下: 

𝑨𝟐(
𝒎(𝒂𝒎+ 𝒏)

(𝒂 + 𝒃)𝒎𝟐 + (𝒂 + 𝟏)𝒎𝒏+ 𝒏𝟐
,

𝒃𝒎𝟐

(𝒂 + 𝒃)𝒎𝟐 + (𝒂 + 𝟏)𝒎𝒏+ 𝒏𝟐
) 

𝑩𝟐(
(𝒎 + 𝒃𝒏)(𝒂𝒎+ 𝒏)

(𝒂 + 𝒃)𝒎𝟐 + (𝒃 + 𝟏)𝒎𝒏+ 𝒃𝒏𝟐
,

𝒃𝒎(𝒎+ 𝒃𝒏)

(𝒂 + 𝒃)𝒎𝟐 + (𝒃 + 𝟏)𝒎𝒏+ 𝒃𝒏𝟐
) 

𝑪𝟐(
−𝒂𝒏(𝒎 − 𝒂𝒏 − 𝒏) + 𝒂(𝒎 + 𝒏)(𝒎 + 𝒃𝒏)

𝒂(𝒎 + 𝒃𝒏)(𝒎 + 𝒏) + (𝒎 − 𝒂𝒏 + 𝒏)(𝒃𝒎 + 𝒃𝒏 − 𝒏)
,

(𝒎 + 𝒃𝒏)(𝒂𝒏 + 𝒃𝒎 + 𝒃𝒏 − 𝒏)

𝒂(𝒎 + 𝒃𝒏)(𝒎 + 𝒏) + (𝒎 − 𝒂𝒏 + 𝒏)(𝒃𝒎 + 𝒃𝒏 − 𝒏)
) 

𝑫𝟐(
𝒂𝒎𝟐

𝒂(𝒎+ 𝒏)𝟐 +𝒎(𝒃𝒎− 𝒏 + 𝒃𝒏)
,
𝒂𝒃(𝒎+ 𝒏)𝟐 − (𝒂𝒎+ 𝒂𝒏 −𝒎)(𝒃𝒎− 𝒏 + 𝒃𝒏)

𝒂(𝒎+ 𝒏)𝟐 +𝒎(𝒃𝒎− 𝒏 + 𝒃𝒏)
) 

綜上所述，我們將上述四個交點坐標依逆時針方向代入行列式測量員面積公式: 

 n 邊形面積=
𝟏

𝟐
‖
𝒙𝟏    𝒙𝟐    𝒙𝟑    𝒙𝟒  … . . 𝒙𝒏    𝒙𝟏
𝒚𝟏   𝒚𝟐    𝒚𝟑    𝒚𝟒   … . . 𝒚𝒏    𝒚𝟏

‖ ，並求得母子任意四邊形面積如下: 

(1)新母四邊形𝑨𝟏𝑩𝟏𝑪𝟏𝑫𝟏面積=
𝟏

𝟐
‖
𝟎    𝟏    𝒂    𝟎    𝟎
𝟎    𝟎    𝒃    𝟏    𝟎

‖ =
𝟏

𝟐
(𝒂 + 𝒃) =原母四邊形面積╳△ 

(2)新子四邊形𝑨𝟐𝑩𝟐𝑪𝟐𝑫𝟐面積=
𝟏

𝟐
‖
𝒙𝑨𝟐     𝒙𝑩𝟐     𝒙𝑪𝟐     𝒙𝑫𝟐    𝒙𝑨𝟐
𝒚𝑨𝟐     𝒚𝑩𝟐     𝒚𝑪𝟐     𝒚𝑫𝟐    𝒚𝑨𝟐

‖    

 =
𝟏

𝟐
(𝒂 + 𝒃) ×

𝒏𝟐

𝒎𝟐+(𝒎+𝒏)𝟐
=原子四邊形面積╳△，而△=||

𝒙𝟏  𝒙𝟑
𝒚𝟏  𝒚𝟑

|| 
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其中，子四邊形面積的行列式計算量非常繁複，但是各坐標的分子、分母具備規律性，經過

鍥而不捨的計算過程後，發現冗長的行列式展開時，許多前項、後項彼此消去並可化簡。 

最後由上述(1)(2)計算得   
新子四邊形

新母四邊形
面積比值 = 

原子四邊形╳△

原母四邊形╳△
=

𝒏𝟐

𝒎𝟐+(𝒎+𝒏)𝟐
   

根據上述結果，我們可以推導出: 

母子任意四邊形之面積比值之一般式為
𝐧𝟐

𝐦𝟐+(𝐦+𝐧)𝟐
 

 

伍、研究結果 

    我們藉由眾多數學概念，推論得到多邊形之邊長依逆時針方向等比例 m:n 切割後之面積

比值確實均為定值，並透過 GSP 繪圖、Excel 軟體協助檢驗佐證結果如下: 

一、母子正多邊形之面積比值一般式分述如下: 

(一)正三角形: 
(n−m)2

(m+n)2−mn
 

(二)正方形: 
n2

m2+(m+n)2
 

(三)正五邊形: 
[mn+n2+(m+n)2mcos72°]2

(m+n)2[(m+n)2+m2+(m+n)2mcos72°]
 

(四)正六邊形: 
(m+n)2

3m2+3mn+n2
 

(五)正多邊形: 
[mn+n2+(m+n)2mcosθ°]2

(m+n)2[(m+n)2+m2+(m+n)2mcosθ°]
 (其中，θ為此正多邊形某一外角之數值) 

二、母子任意三角形之面積比值一般式: 
(n−m)2

(m+n)2−mn
 

三、母子任意長方形之面積比值一般式: 
n2

m2+(m+n)2
 

四、母子任意四邊形之面積比值一般式: 
n2

m2+(m+n)2
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陸、討論 

一、在母子任意正方形與長方形之面積比值探討過程中，我們發現兩者之數值相同。這是因 

    為正方形屬於長方形的一種，所以答案才會一樣。這結果讓我們後續開始嘗試探討任意 

    四邊形，並且獲得合理的驗證，並順利得到相同的一般式。 

二、我們原本猜測母子任意三角形之面積比值應該會與母子正三角形之面積比值雷同，而   

    在前述「肆、研究過程」，我們已證實兩者確實相同，其面積比值均為定值無誤。 

三、承上述第一和第二點的成功經驗，我們目前猜測任意母子 n 多邊形之面積比值將會 

存在一般式，這將是後續研究的目標。 

                     

                    柒、結論與未來展望 

一、結論: 將多邊形之邊長依逆時針方向等比例 m:n 切割之母子面積比值如下: 

(一)母子正多邊形之面積比值一般式為 
[mn+n2+(m+n)2mcosθ°]2

(m+n)2[(m+n)2+m2+(m+n)2mcosθ°]
 

     (其中，θ為此正多邊形某一外角之數值) 

(二)母子任意三角形之面積比值一般式為 
(n−m)2

(m+n)2−mn
 

(三)母子任意四邊形之面積比值一般式為 
n2

m2+(m+n)2
 

二、未來展望:本研究最大的限制在於處理任意四邊形的直線方程式、交點坐標與面積行列式

時，其計算量過於龐大，耗時又費工。但是，我們透過 GSP 繪圖、Excel 統計軟體，輸入

不同數值組合的切割比例，檢測結果發現任意母子四邊形的面積比值均為定值，這讓我

們更有信心地利用「線性轉換」繼續研究探討並獲得結果。目前，我們又藉由操作 GSP

軟體發現，任意五邊形的邊長若按照相同比例(m:n)進行切割，其母子面積比值成定值。

而且，任意三角形的三邊長若按照不同比例(m:n，a:b，c:d)進行切割，其母子面積比值也
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成定值。這兩個重大發現將成為後續研究任意母子 n 邊形的動力。本次研究多邊形時，

使用解析幾何與行列式的運算量似乎太複雜與龐大，或許未來我們可以嘗試運用中學數

學課程中的三角形、四邊形、多邊形的幾何原理(如孟氏定理、西瓦定理等)，以尋求多元

且簡易化的論證。 
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030410-評語 

【評語】030410  

本作品研究母子正三角形、正方形、正五邊形及正六邊形之面

積比值，這是一個頗有意思的問題。作者們藉由坐標化的方式，針

對這個問題，給出了完整的說明，也能夠藉助一些化簡的工具，透

過計算來解決設定的一些問題，頗不容易，值得鼓勵。作者們只利

用「直角坐標、畢氏定理、相似、三角函數、線性變換」等中學基

本工具，並透過 GSP 繪圖 、 Excel 軟體協助檢驗佐證結果，結

論完整，值得鼓勵。作品如果可以探討更廣泛的條件，應有更深的

數學可以研究。在說明的過程中，作者們應該有注意到某一些結果

其實是與角度無關的，這是不是表示這些結果是有可能可以避開長

度的計算而得到呢？如果可以，應該可以讓作品看起來更精簡也更

優美。
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編號:030410 
組別:國中組  
科別:數學科 

多邊形之邊長依等比例切割 
          之面積比值探討 



摘要 
         本研究旨在探討凸多邊形之邊長依逆時針方向等比例 m:n 切
割之面積比值(以下均簡稱為母子多邊形之面積比值)。我們依序
研究各種母子正多邊形之面積比值，並推導出任意母子正k邊形

之面積比值均可用m、n、cosθ表示，其中θ =
𝟑𝟔𝟎°

𝒌
為正k邊形一外

角。最後，我們推導出母子任意三角形、任意四邊形結果分別與
正三角形、正方形之母子面積比值相同，其值均可用m、n表示。 

         某天，數學老師補充了一道練習題，內容如下:
「如圖(一)，有一正方形 ABCD，若由四個頂點依
逆時針方向將其邊長按照1:3等比例切割，使得
𝐀𝐄:𝐄𝐁=𝐁𝐅:𝐅𝐂=𝐂𝐆:𝐆𝐃=𝐃𝐇:𝐇𝐀=1:3，則求四邊形 
𝐀𝟏𝐁𝟏𝐂𝟏𝐃𝟏 與 ABCD 之面積比值為何?」於是我們就
開始研究此類題型，並拓展延伸至任意切割比例
(m:n)以及探討其他任意凸多邊形之情況。 

研究動機 

圖(一)、正方形ABCD
之邊長依等比例m:n切
割之示例 

運用概念 
1.直角坐標、畢氏定理、全等、相似、三角函數等 
    →母子正多邊形之面積比值 
2.解析幾何、海龍公式、行列式、測量員(surveyor)    
    面積公式、單位向量、線性轉換 
    →母子任意三角形、任意四邊形之面積比值 



研究目的 

一、探討正多邊形之邊長依等比例切割之面積比值，並嘗試
找出一般式。 

二、探討任意三角形之邊長依等比例切割之面積比值，並嘗
試找出一般式。 

三、探討任意長方形之邊長依等比例切割之面積比值，並嘗
試找出一般式。  

四、探討任意四邊形之邊長依等比例切割之面積比值，並嘗
試找出一般式。 

筆記本、黑板、粉筆、電腦、GSP 繪圖軟體(THE 
GEOMETER'S SKETCHPAD)、Excel 統計軟體  

研究設備與器材 



研究目的 

(一)母多邊形:泛指原本的凸多邊形，如圖(二)
中多邊形ABCD。 

(二)切割點:泛指從頂點開始以逆時針將邊長以 
m:n 之切割方式所產生之點，如圖(二)中，
點E、點F、點G、點H。 

(三)切割線:泛指將母多邊形進行切割之線段，
即頂點以逆時針方向尋找第二個切割點所
連接之線段，如圖(二)中線段𝐀𝐅、𝐁𝐆、
𝐂𝐇、𝐃𝐄。 

(四)子多邊形:泛指所有切割線共同圍成之多邊
形區域，如圖(二)中多邊形𝐀𝟏𝐁𝟏𝐂𝟏𝐃𝟏。 

(五)母子多邊形之面積比值: 泛指子多邊形面
積與母多邊形面積之比值。 

研究設備與器材 

研究過程與方法—定義 

圖(二)、正方形ABCD之邊長
依等比例m:n切割之示例 

         為求版面與算式簡潔，故「多邊形之邊長依等比例切割之面積比值」在
「研究過程與方法」中簡寫為「母子多邊形之面積比值」，以便探討各邊長經
過等比例 m:n 切割後，子多邊形面積將變為母多邊形面積的幾分之幾。 



研究過程與方法—正多邊形之邊長依等比例切割 
之面積比值(母子正多邊形之面積比值)探討 

圖(三)、母子正三
角形ABC與
𝐀𝟏𝐁𝟏𝐂𝟏 
之示例 

圖(四)、母子正
方形ABCD與
𝐀𝟏𝐁𝟏𝐂𝟏𝐃𝟏 
之示例 

圖(五)、母子正
五邊形ABCDE與
𝐀𝟏𝐁𝟏𝐂𝟏𝐃𝟏𝐄𝟏 
之示例 

圖(六)、母子正六
邊形ABCDEF與
A1B1C1D1E1F1 

之示例 

母子多邊形之面積比值: 

正三角形: (𝐧−𝐦)𝟐

(𝐦+𝐧)𝟐−𝐦𝐧
 

正方形: 𝐧𝟐

𝐦𝟐+(𝐦+𝐧)𝟐
 

正五邊形: [𝐦𝐧+𝐧𝟐+(𝐦+𝐧)𝟐𝐦 𝐜𝐨𝐬 𝟕𝟐°]𝟐

(𝐦+𝐧)𝟐[(𝐦+𝐧)𝟐+𝐦𝟐+(𝐦+𝐧)𝟐𝐦 𝐜𝐨𝐬 𝟕𝟐°]
 

正六邊形: (𝐦+𝐧)𝟐

𝟑𝐦𝟐+𝟑𝐦𝐧+𝐧𝟐
 

條件:各邊長依逆時針等比例 m:n 切割 

推導步驟 
(1)證明子多邊形為正多邊形 
(2)計算一條切割線之長度 
(3)計算子(正)多邊形之邊長 
(4)計算母子多邊形之面積比值 



研究過程與方法—正k邊形之邊長依等比例切割 
之面積比值(母子正k邊形之面積比值)探討 

        從計算母子正五邊形之面積比值時，我們發現計算過程中幾乎都是以三角
函數下去做計算。因此我們在計算母子正三角形、正方形、正五邊形、正六邊
形之面積比值時，將其中的一些數值拿來比較，並嘗試找出規律且推導一般式。 

正k邊形切割線長度 

= (𝐦+ 𝐧)𝟐+𝐦𝟐 + (𝐦+ 𝐧)𝟐𝐦𝐜𝐨𝐬𝛉°(其中，𝛉＝
𝟑𝟔𝟎°

𝒌
為該正k邊形之一外角之

數值) 

        我們得出切割線長度後，即得子正k邊形之邊長。由於我們使用相同的方
式去計算子正k邊形之邊長，因此只要將母子正五邊形之面積比值中的餘弦函

數(cosθ)，更改為所需正k邊形之一外角𝛉＝
𝟑𝟔𝟎°

𝒌
後，便可得到某母子正k邊形

之面積比值。 

結論一 

母子正k邊形之面積比值為
[𝐦𝐧+𝐧𝟐+(𝐦+𝐧)𝟐𝐦 𝐜𝐨𝐬 𝛉°]𝟐

(𝐦+𝐧)𝟐[(𝐦+𝐧)𝟐+𝐦𝟐+(𝐦+𝐧)𝟐𝐦 𝐜𝐨𝐬 𝛉°]
 

(其中，𝛉＝
𝟑𝟔𝟎°

𝒌
為該正多邊形之一外角之數值) 



研究過程與方法—任意三角形之邊長依等比例切割 
之面積比值(母子任意三角形之面積比值)探討 

圖(七)、母子三角形ABC與𝐀𝟏𝐁𝟏𝐂𝟏之示例 

母子任意三角形之面積比值: (𝐧−𝐦)𝟐

(𝐦+𝐧)𝟐−𝐦𝐧
 

結論二 

母子任意三角形之面積比值為
𝐧−𝐦 𝟐

(𝐦+𝐧)𝟐−𝐦𝐧
 

(此方法亦可適用於母子正三角形，即θ=120°代入結論一，兩者比值相同) 

條件:邊長依逆時針等比
例 m:n 切割 

推導步驟 
(1)定義坐標—解析幾何 
   a.定義x軸與y軸之正向 
   b.定義坐標 
(2)求直線方程式 

      (𝐀𝐄、𝐁𝐅、𝐂𝐃) 
(3)求交點坐標 
      (𝐀𝟏、𝐁𝟏、𝐂𝟏) 
(4)海龍、行列式 
     計算母子任意三角形

之面積比值 



研究過程與方法—任意長方形之邊長依等比例切割 
之面積比值(母子任意長方形之面積比值)探討 

圖(八)、母子長方形ABCD與
𝐀𝟏𝐁𝟏𝐂𝟏𝐃𝟏之示意 

條件:邊長依逆時針等比例 m:n 切割 

推導步驟 
(1)定義坐標—解析幾何 
   a.定義x軸與y軸之正向 
   b.定義坐標 
(2)求直線方程式 

      (𝐃𝐄、𝐆𝐁、𝐅𝐀、𝐂𝐇) 
(3)求交點之y坐標 

   a.求𝐃𝐄和𝐅𝐀交點之y坐標 

   b.求𝐆𝐁和𝐅𝐀交點之y坐標 
(4)計算母子任意長方形之面積比值 
      (四邊形A1B1BE平移至線段C1D1上) 

母子任意長方形之面積比值:
𝐧𝟐

𝐦𝟐+ 𝐦+𝐧 𝟐 

(以方法亦可適用於母子正方形，即θ=90°代入結論一，兩者比值相同) 



研究過程與方法—任意四邊形之邊長依等比例切割 
之面積比值(母子任意四邊形之面積比值)探討 

圖(九)、母子任意四邊形ABCD與
𝐀𝟏𝐁𝟏𝐂𝟏𝐃𝟏之示意 

條件:邊長依逆時針等比例 m:n 切割 

推導步驟 
(1)操作GSP繪圖軟體、Excel軟體進行觀

察 
(2)解析幾何、行列式計算量龐大 
(3)母多邊形坐標與面積進行線性轉換

(原四邊形轉換成新四邊形) 
(4)子多邊形坐標與面積進行線性轉換 
(5)計算母子任意四邊形之面積比值 

母子任意四邊形之面積比值: 𝐧𝟐

𝐦𝟐+ 𝐦+𝐧 𝟐 

結論三 

母子任意四邊形之面積比值為
𝐧𝟐

𝐦𝟐+ 𝐦+𝐧 𝟐 

(此方法亦可適用於母子正方形、任意長方形，驗證其面積比值相同，殊途同歸) 



研究結果 
一、母子正多邊形之面積比值一般式分述如下: 

(一)正三角形:
(𝐧−𝐦)𝟐

(𝐦+𝐧)𝟐−𝐦𝐧
   (二)正方形:

𝐧𝟐

𝐦𝟐+(𝐦+𝐧)𝟐
 

(三)正五邊形:
[𝐦𝐧+𝐧𝟐+(𝐦+𝐧)𝟐𝐦 𝐜𝐨𝐬 𝟕𝟐°]𝟐

(𝐦+𝐧)𝟐[(𝐦+𝐧)𝟐+𝐦𝟐+(𝐦+𝐧)𝟐𝐦 𝐜𝐨𝐬 𝟕𝟐°]
 

(四)正六邊形:
(𝐦+𝐧)𝟐

𝟑𝐦𝟐+𝟑𝐦𝐧+𝐧𝟐
 

(五)正k邊形:
[𝐦𝐧+𝐧𝟐+(𝐦+𝐧)𝟐𝐦 𝐜𝐨𝐬 𝛉°]𝟐

(𝐦+𝐧)𝟐[(𝐦+𝐧)𝟐+𝐦𝟐+(𝐦+𝐧)𝟐𝐦 𝐜𝐨𝐬 𝛉°]
  

         (其中，𝛉＝
𝟑𝟔𝟎°

𝒌
為此正k邊形某一外角之數值) 

二、母子任意三角形之面積比值一般式:
(𝐧−𝐦)𝟐

(𝐦+𝐧)𝟐−𝐦𝐧
 

三、母子任意長方形之面積比值一般式:
𝐧𝟐

𝐦𝟐+(𝐦+𝐧)𝟐
 

四、母子任意四邊形之面積比值一般式:
𝐧𝟐

𝐦𝟐+(𝐦+𝐧)𝟐
 

一、在母子正方形與任意長方形之面積比值探討過程中，我們發現兩者之數值
相同。這是因為正方形本來就屬於長方形的一種，故答案相同。這結果
讓我們後續開始嘗試探討任意四邊形，並得到相同的一般式。 

二、我們原本猜測母子任意三角形之面積比值應該會與母子正三角形之面積比
值雷同，而我們研究後已證實兩者確實會相同。 

三、承上述第一和第二點的成功經驗，我們目前猜測任意母子多邊形之面積比
值，將會存在一般式，這將是後續研究的目標。 

討論 



結論 
一、母子正k邊形之面積之一般式為 

         
[𝐦𝐧+𝐧𝟐+(𝐦+𝐧)𝟐𝐦 𝐜𝐨𝐬 𝛉°]𝟐

(𝐦+𝐧)𝟐[(𝐦+𝐧)𝟐+𝐦𝟐+(𝐦+𝐧)𝟐𝐦 𝐜𝐨𝐬 𝛉°]
  

         (其中， 𝛉＝
𝟑𝟔𝟎°

𝒌
為此正k邊形某一外角之數值) 

二、母子任意三角形之面積比值一般式為
(𝐧−𝐦)𝟐

(𝐦+𝐧)𝟐−𝐦𝐧
 

三、母子任意四邊形之面積比值一般式為
𝐧𝟐

𝐦𝟐+(𝐦+𝐧)𝟐
 

         本研究最大的限制在於處理任意四邊形的直線方程式、交點坐標與面積行
列式時，其計算量過於龐大，耗時又費工。但是透過GSP繪圖、Excel統計軟體，
輸入不同數值組合的切割比例，檢測結果發現任意母子四邊形的面積比值均為
定值，這讓我們更有信心地利用「線性轉換」繼續研究探討並終於獲得結果。
目前，我們又藉由操作GSP軟體發現，任意五邊形的邊長若按照相同比例(m:n)
進行切割，其母子面積比值成定值。此外，任意三角形的三邊長若按照不同比
例(m:n、a:b、c:d)進行切割，其母子面積也成定值。這兩個重大發現將成為後
續研究任意母子k多邊形的動力。此外，本次研究多邊形時所使用解析幾何的
運算量似乎太複雜與龐大，或許未來我們可以嘗試運用中學課程中的三角形、
四邊形等幾何原理(如孟氏定理、西瓦定理等)，以尋求多元且簡易化的論證。 

未來展望 
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