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摘要 

  本研究在探討各小組成員最多n(n ≥ 1)人，且符合分組條件的情況下，所構成班上學生

人數之最大值及計數方法，藉由觀察、尋找關係與樣式、猜測、檢驗與論證的探究過程，進

而發現各小組成員最多n人時所構成學生人數最大值之計數方法，其解法可分成唯一解、多

重解，並發展出計數公式與應用如下： 

一、在n × n(2 ≤ 𝑛𝑛 ≤ 6)的方格表，只有5 × 5有多重解法，其他都為唯一解。 

二、在n × n(𝑛𝑛 > 6)的方格表，都有多重解法。 

三、學生人數最大值之計數公式為，將�n 的平方�減掉�n 除以每一列(𝑥𝑥)所得之餘數�，並分

別求出當n為偶數(2𝑘𝑘)與n為奇數(2𝑘𝑘 + 1)之公式。 

四、辦活動分組時，可藉由本研究所發現對參與學生的快速編碼法，以確定活動參與人數的

最大值，進而用來準確預估最多可報名人數。 

 

壹、 研究動機 

  在日常生活中很多時候都需要進行分組活動，像是育樂營的活動都會將參加者分成好幾

個小隊進行活動與競賽；或是體育課時需要分組進行練習與比賽；又或是課堂上老師需要進

行分組報告與討論等，我們察覺每次分組模式時常是將人數平均分進每一組，或是認識的人

總在同一組，這樣的分法太過了無新意與單調了。 

 以分組報告來說，有些人適合成員少的小組討論，這樣成員能夠充分表達自己的想法，

也不會因為各式各樣的想法使思緒混亂，可以有一個清晰明瞭的方向；有些人則適合成員多

的團體討論，彼此提出想法與意見，這樣可以避免太過單一的想法，也或許可以藉由不同的

思緒碰撞出新的火花，而若總是與熟識的朋友同一組，意見的交流可能也會較單一，所碰撞

出的火花也會較小。 

因次，我們很好奇有沒有特別的分法可以每次都與不同的人分在同一組，同時每個小

組人數可以不同。有一天，老師根據我們的想法給了一個有趣的題目，題目是：遊戲分成上、

下午兩個階段，要求每組最多四人（允許一個人單獨為一組）。當遊戲結束後，每位學生先

報出自己上午所屬小組分別的成員人數，再報出下午所屬小組分別的成員人數。結果發現任

意二位學生報出的數對都不相同，請問該班最多可能有多少位學生？這個問題引起大家討論，

希望能從中找到更方便且快速的計數方法。 

 

 



2 
 

貳、 名詞釋義 

一、編碼法：為了方便表示學生分組情形，我們將分組情形以數對�ｘ，ｙ�編碼表示在方格

表中，用ｘ表示該學生上午所屬小組人數，ｙ則表示該生下午所屬小組人數，前一個數

字為列，後一個數字為行，表格最下方為第一列，列數由下往上依序遞增至第n列，表

格最左側為第一行，行數由左往右依序遞增至第n行，且每位學生皆有一個不重複的數

對，如圖 2-1-1。 

 
圖 2-1-1 以數對編碼法表示分組情形 

二、𝑫𝑫𝒊𝒊
𝒏𝒏：每組成員最多ｎ人下，在第ｉ列須刪除的數對數量，也就是ｎ除以ｉ後所留下的

餘數，如𝐷𝐷56即是在每組最多6人下，第5列須刪除的數對數量，也就是說6 ÷ 5 = 1 … 1，

因此須刪除一個數對，即𝐷𝐷56 = 1。 

參、 研究目的 

一、發展在每組人數最多2 人、3 人、4 人⋯n 人的情況下，且任二位學生報出的數對不相

同，則班上的學生人數之最大值之計數方法。 

二、探討在小組人數最多2、4、6⋯n�𝑛𝑛為偶數�人的情況下，且任二位學生報出的數對不相

同，其班上的學生人數之最大值。 

三、探討在小組人數最多3、5、7⋯n�𝑛𝑛為奇數�人的情況下，且任二位學生報出的數對不相

同，其班上的學生人數之最大值。 
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肆、 研究設備及器材 

方格紙、電腦、筆、軟體ＷＯＲＤ。 

伍、 研究過程或方法 

一、研究架構與流程圖 

 



4 
 

二、研究過程 

  首先，針對在每組學生最多四人(𝑛𝑛 = 4)時，班上每位學生報出的數對都不相同，

則學生最多有多少人，我們開始嘗試找到結果。在研究過程中，因為沒有系統的尋找方

法導致直接將可能的組合全部寫出，使研究過程紛亂而找不到關聯性，此困境不利於進

行研究，因此我們要找出有系統的方法來進行研究，所以我們將數對利用表格的方式來

呈現。 

(一) 發展在每組人數最多2 人、3 人、4 人⋯n 人的情況下，任二位學生報出的數對不

相同，則班上的學生人數之最大值之計數方法。 

1. 觀察： 

原始題目的敘述是：某班學生分組玩遊戲，遊戲分上午和下午兩個階段，學

生可以在每個階段各參加一個小組（不能不參加，兩個階段的小組人數可以不

同），要求每組最多四人（允許一個人單獨為一組）。當遊戲結束後，每位學生

先報出自己上午所屬小組分別的成員人數，再報出下午所屬小組分別的成員人

數。任意二位學生報出的數對都不相同（順序不同視為不相同，例如�1，4�與

�4，1�不相同），請問該班最多有多少位學生？ 

我們由題目中得知，每位學生都會報出一組數對，且數對會對應到該位學生

上午和下午所數的小組人數，因此第ｉ列�１ ≤ｉ ≤ ４�的數對應該符合上午所

屬小組的成員人數為ｉ的學生報的數對，而這些學生的總數是ｉ的倍數，即第ｉ

列中必須有ｉ之倍數的數對，同理來說，第ｉ行中有ｉ之倍數的學生報數，即第

ｉ行中必須有ｉ之倍數的數對。 

2. 尋找關係與樣式： 

  了解題目的要求之後，我們開始嘗試找出符合題目之學生人數最大值，

我們發現了編碼法，即將數對以方格表形式呈現，因此，數對最多的可能性

為小組最多人數的平方，也就是4 × 4 = 16，總共只有 16 個可能的數對，如

圖 5-2-1 所示。 

 
圖 5-2-1 符合題目可能的數對 
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我們發現在計算每一行列須要刪除的數對數時，每一行與每一列尚未刪

除的數對量會等於題目限制的小組最多人數，只要把小組最多人數除以所在

行列位置，若計算後有餘數產生，餘數則為需要刪除的數對量，即計算第一

行與第一列須要刪除的數對量時，即4 ÷ 1 = 4；計算第二行與第二列須要刪

除的數對量時，即4 ÷ 2 = 2；計算第四行與第四列須要刪除的數對量時，即

4 ÷ 4 = 1，由於餘數皆為０，故不須刪除任何數對。 

在計算第三列(𝑥𝑥 = 3)時，所有三人一組的學生總數必為 3 的倍數，也就是

4 ÷ 3 = 1 … 1，會產生餘數為１，因此第三列中的四個數對要刪除一個，也就是

𝐷𝐷34 = 1。將需要刪除數對的行與列以顏色畫記，如圖 5-2-2 所示，我們發現在第

三行與第三列有一個交集點，因此把�3，3�這一個數對刪除後，即可同時滿足第

三行與第三列的條件。 

 
圖 5-2-2 需要刪除數對的列與行 

所以要計算學生人數最大值即先計算將可能的數對量，再減掉每一行的餘數

量，也就是16 − 1 = 15，所以在每組最多 4 人的條件下，學生人數最多 15 人，

且為唯一解法，如圖 5-2-3 所示。 

 
圖 5-2-3 每組最多 4 人下符合條件後的學生人數 

接著我們繼續討論當每組最多人數在2、3、5、6、7人的情況下構成班上的

學生人數之最大值，並藉由方格表觀察結果。 
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(1) 每組最多 2 人(n = 2) 

刪除每列不符合條件的數對數量，其計數過程如表 5-2-1，以數對方格表畫出刪

掉數對後可能的結果為唯一解法，如圖 5-2-4。 

所有可能的數對量有2 × 2 = 4 個， 

每列數對刪除數量總計有 0 個， 

總共學生人數最多有4 − 0 = 4位。 

表 5-2-1 每組最多 2 人時每列刪除數對數量之計數過程 

 刪除數對之 

計算公式 

每列刪除 

數對數量 

 刪除數對之 

計算公式 

每列刪除 

數對數量 

𝐷𝐷12 2 ÷ 1 = 2 0 𝐷𝐷22 2 ÷ 2 = 1 0 

 

 
圖 5-2-4 每組最多 2 人下符合條件後的學生人數 

(2) 每組最多 3 人(n = 3) 

刪除每列不符合條件的數對數量，其計數過程如表 5-2-2，以數對方格表畫出刪

掉數對後可能的結果為唯一解法，如圖 5-2-5。 

所有可能的數對量有3 × 3 = 9 個 

每列數對刪除數量總計有 1 個 

總共學生人數最多有9 − 1 = 8位 

表 5-2-2 每組最多 3 人時每列刪除數對數量之計數過程 

 
刪除數對之 

計算公式 

每列刪除 

數對數量 
 

刪除數對之 

計算公式 

每列刪除 

數對數量 

𝐷𝐷13 3 ÷ 1 = 3 0 𝐷𝐷33 3 ÷ 3 = 1 0 

𝐷𝐷23 3 ÷ 2 = 1 … 1 1  

 

 
圖 5-2-5 每組最多 3 人下符合條件後的學生人數 
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(3) 每組最多 5 人(n = 5) 

刪除每列不符合條件的數對數量，其計數過程如表 5-2-3，以數對方格表畫出刪

掉數對後可能的結果為多重解法，如圖 5-2-6。 

所有可能的數對量有5 × 5 = 25 個， 

每列數對刪除數量總計有1 + 2 + 1 = 4個， 

總共學生人數最多有25 − 4 = 21位。 

表 5-2-3 每組最多 5 人時每列刪除數對數量之計數過程 

 刪除數對之 

計算公式 

每列刪除 

數對數量 

 刪除數對之 

計算公式 

每列刪除 

數對數量 
𝐷𝐷15 5 ÷ 1 = 5 0 𝐷𝐷45 5 ÷ 4 = 1 … 1 1 
𝐷𝐷25 5 ÷ 2 = 2 … 1 1 𝐷𝐷55 5 ÷ 5 = 1 0 
𝐷𝐷35 5 ÷ 3 = 1 … 2 2  

 

解法一 解法二 

  
圖 5-2-6 每組最多５人下符合條件後的學生人數 

(4) 每組最多 6 人(n = 6) 

刪除每列不符合條件的數對數量，其計數過程如表 5-2-4，以數對方格表畫出刪

掉數對後可能的結果為唯一解法，如圖 5-2-7。 

所有可能的數對量有6 × 6 = 36 個 

每列數對刪除數量總計有2 + 1 = 3個 

總共學生人數最多有36 − 3 = 33位 

表 5-2-4 每組最多 6 人時每列刪除數對數量之計數過程 

 刪除數對之計算

公式 

每列刪除數對

數量 

 刪除數對之計算

公式 

每列刪除數對

數量 
𝐷𝐷16 6 ÷ 1 = 6 0 𝐷𝐷46 6 ÷ 4 = 1 … 2 2 
𝐷𝐷26 6 ÷ 2 = 3 0 𝐷𝐷56 6 ÷ 5 = 1 … 1 1 
𝐷𝐷36 6 ÷ 3 = 2 0 𝐷𝐷66 6 ÷ 6 = 1 0 
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圖 5-2-7 每組最多 6 人下符合條件後的學生人數 

(5) 每組最多 7 人(n = 7) 

刪除每列不符合條件的數對數量，其計數過程如表 5-2-5，以數對方格表畫出刪

掉數對後可能的結果為多重解法，如圖 5-2-8。 

所有可能的數對量有7 × 7 = 49 個 

每列數對刪除數量總計有1 + 1 + 3 + 2 + 1 = 8個 

總共學生人數最多有49 − 8 = 41位 

表 5-2-5 每組最多７人時每列刪除數對數量之計數過程 

 刪除數對之計算

公式 

每列刪除數對

數量 

 刪除數對之計算

公式 

每列刪除數對

數量 
𝐷𝐷17 7 ÷ 1 = 7 0 𝐷𝐷57 7 ÷ 5 = 1 … 2 2 
𝐷𝐷27 7 ÷ 2 = 3 … 1 1 𝐷𝐷67 7 ÷ 6 = 1 … 1 1 

 𝐷𝐷37 7 ÷ 3 = 2 … 1 1 𝐷𝐷77 7 ÷ 7 = 1 0 
𝐷𝐷47 7 ÷ 4 = 1 … 3 3   

  

解法一 解法二 

  
圖 5-2-8 每組最多７人下符合條件後的學生人數 

3. 猜測： 

  由於每組最多人數的值愈來愈大，越來越難以方格表的方式進行計算，因此

我們根據先前每組最多人數分別在2、3、5、6、7人的規律，並以每組最多在

8、9、10 人時猜測學生人數之最大值，其結果如表 5-2-6、表 5-2-7、表 5-2-8。 
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  另外，我們根據2 × 2~7 × 7的方格表，發現只有5 × 5和7 × 7有多重解法，

其他皆為唯一解。我們認為可能與須刪除數對的行列數及列刪除數對量最大值有

關，當須刪除數對的行列數與某一列刪除數對量最大值相等，則可能具唯一解，

若須刪除數對的行列數大於某一列刪除數對量最大值，則具多重解。並以表 5-2-

6、表 5-2-7、表 5-2-8 猜測8 × 8、9 × 9、10 × 10皆為多重解。 

 

表 5-2-6 猜測每組最多 8 人(𝑛𝑛 = 8)時學生人數之最大值 

可能數對數量 8 × 8 = 64 

𝐷𝐷18 8 ÷ 1 = 8 𝐷𝐷58 8 ÷ 5 = 1 … 3 

𝐷𝐷28 8 ÷ 2 = 4 𝐷𝐷68 8 ÷ 6 = 1 … 2 

𝐷𝐷38 8 ÷ 3 = 2 … 2 𝐷𝐷78 8 ÷ 7 = 1 … 1 

𝐷𝐷48 8 ÷ 4 = 2 𝐷𝐷88 8 ÷ 8 = 1 
猜測：𝑛𝑛 = 8 8 × 8 − 2 − 3 − 2 − 1 = 56 

 

表 5-2-7 猜測每組最多 9 人(𝑛𝑛 = 9)時學生人數之最大值 

可能數對數量 9 × 9 = 81 

𝐷𝐷19 9 ÷ 1 = 9 𝐷𝐷49 9 ÷ 4 = 2 … 1 𝐷𝐷79 9 ÷ 7 = 1 … 2 

𝐷𝐷29 9 ÷ 2 = 4 … 1 𝐷𝐷59 9 ÷ 5 = 1 … 4 𝐷𝐷89 9 ÷ 8 = 1 … 1 

𝐷𝐷39 9 ÷ 3 = 3 𝐷𝐷69 9 ÷ 6 = 1 … 3 𝐷𝐷99 9 ÷ 9 = 1 

猜測：𝑛𝑛 = 9 9 × 9 − 1 − 1 − 4 − 3 − 2 − 1 = 69 

 

表 5-2-8 猜測每組最多 10 人(𝑛𝑛 = 10)時學生人數之最大值 

可能數對數量 10 × 10 = 100 

𝐷𝐷110 10 ÷ 1 = 10 𝐷𝐷610 10 ÷ 6 = 1 … 4 

𝐷𝐷210 10 ÷ 2 = 5 𝐷𝐷710 10 ÷ 7 = 1 … 3 

𝐷𝐷310 10 ÷ 3 = 3 … 1 𝐷𝐷810 10 ÷ 8 = 1 … 2 

𝐷𝐷410 10 ÷ 4 = 2 … 2 𝐷𝐷910 10 ÷ 9 = 1 … 1 

𝐷𝐷510 10 ÷ 5 = 2 𝐷𝐷1010 10 ÷ 10 = 1 
猜測：𝑛𝑛 = 10 10 × 10 − 1 − 2 − 4 − 3 − 2 − 1 = 87 
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4. 檢驗： 

(1) 使用數對方格表檢驗每組最多８人時學生人數最大值之計數結果，如圖

5-2-9。 

第一步驟：列出所有可能數對並劃記需刪除數對之行列 

 
第二步驟：挑選出行與列可共同刪除之數對 

 
第三步驟：刪除不符要求數對量後之可能結果 

 
解法一 

 
解法二 

圖 5-2-9  8× 8數對方格表畫記過程與結果 

結果：刪除數對後的 8× 8數對方格表數對量與我們的猜測最大值及解法相符。 
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(2) 使用數對方格表檢驗每組最多 9 人時學生人數最大值之計數結果，如圖

5-2-10。 

第一步驟：列出所有可能數對並劃記需刪除數對之行列 

 
第二步驟：挑選出行與列可共同刪除之數對 

 
第三步驟：刪除不符要求數對量後之可能結果 

 
解法一 

 
解法二 

圖 5-2-10 9 × 9數對方格表畫記過程與結果 

結果：刪除數對後的9 × 9數對方格表數對量與我們的猜測最大值與解法相符。 
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(3) 使用數對方格表檢驗每組最多 10 人時學生人數最大值之計數結果，如圖

5-2-11。 

第一步驟：列出所有可能數對並劃記需刪除數對之行列 

 
第二步驟：挑選出行與列可共同刪除之數對 

 
第三步驟：刪除不符要求數對量後之可能結果 

解法一 

 

 

 

 

 

解法二 
圖 5-2-11 10 × 10數對方格表畫記過程與結果 

結果：刪除數對後的10 × 10數對方格表數對量與我們的猜測最大值與解法相符。 
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  由以上檢驗可知，在𝑛𝑛 × 𝑛𝑛的數對方格表上所有可能數對量為𝑛𝑛 × 𝑛𝑛個，透過刪減每

一列不符合題目要求之數對量，也就是刪減每組最多人數(𝑛𝑛)除以每一列(𝑥𝑥)所得之餘數

(𝐷𝐷𝑥𝑥𝑛𝑛)，即𝑛𝑛 × 𝑛𝑛 − (𝐷𝐷1𝑛𝑛 + 𝐷𝐷2𝑛𝑛 + 𝐷𝐷3𝑛𝑛 + ⋯+ 𝐷𝐷𝑛𝑛−1𝑛𝑛 + 𝐷𝐷𝑛𝑛𝑛𝑛)，便可以得到在每組學生最多𝑛𝑛人時

學生人數之最大值計數方法。 

  同時，我們也發現：在n × n方格表其解法可分成唯一解與多重解，其結果如下： 

(1) n × n(2 ≤ 𝑛𝑛 ≤ 6)的方格表中，只有5 × 5為多重解法，其他皆為唯一解。 

(2) n × n(𝑛𝑛 > 6)的方格表中，都有多重解法。 

5. 論證： 

   接下來，我們經過詳細討論後，針對上述猜測與檢驗的結果，提出我們

的主張，也就是命題，並對此命題，提出我們的論證。 

命題： 

在𝑛𝑛 × 𝑛𝑛的方格表中，進行分組活動，分成上下午兩個階段，每組最多𝑛𝑛

人(允許一個人單獨一組)，每位學生報出的數碼為(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)，其中x,𝑦𝑦分別表示該

學生在上午、下午所屬小組的人數，則必可找到分組方法，使得每位學生報

出的數對(𝑥𝑥,𝑦𝑦)都不相同，且使得參與分組的學生總數達到最大值。 

證明： 

我們使用的是運用𝑛𝑛 × 𝑛𝑛方格表編碼再刪掉格子的分組方法，即先列出

滿足條件的各行與各列的餘數量，而依條件所列的各列與各行的餘數量都必

對應相等。 

  接著，我們依下列原則，在n × n方格表中刪掉格子： 

每一刪掉的格子，都要雙向的滿足此格子所在的列、行的餘數量一次，亦即

此一被刪掉的格子，可達到滿足 2 個餘數量。如此，必可使參與分組的學生

總數達到最大值。 

以8 × 8方格表為例，將各列與各行須刪除的格子量標示在方格旁，並

以顏色標記，如圖 5-2-12，列與行的餘數量都要雙重滿足，其要被滿足的餘

數總量為(2 + 3 + 2 + 1) × 2，即 16。 

  而我們刪掉的格子數量為 8，即黑點，如圖 5-2-13，又每一被刪掉的格

子，都唯一對應到其本身所在位置的行與列，即可滿足該列與該行各 1 個餘

數量，共滿足 2 個餘數量，8 × 2 = 16，恰好滿足餘數總量 16。 

  若依被刪掉格子可對應到的餘數量分類，則可分為 3 類： 
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(1) 第一類，如圖 5-2-12 白色格子，對應到 0 個餘數量。 

(2) 第二類，如圖 5-2-12 藍色格子，對應到 1 個餘數量。 

(3) 第三類，如圖 5-2-12 橘色格子，對應到 2 個餘數量。 

因此，可推知我們刪掉的格子量 8，為滿足餘數總量 16 的格子量之最小值。 

  若刪掉的格子量小於 8，則其所能滿足的餘數總量必小於 16，即必不能

滿足餘數總量的需求。 

  又總格子數量為8 × 8，即 64，減掉被刪掉的格子量 8，可推知學生數的

最大值為：64 − 8 = 56。 

 
圖 5-2-128 × 8方格表須刪除格子之列與行 

 
圖 5-2-138 × 8方格表刪掉的格子所在位置 

 (二) 探討在小組人數最多2、4、6、8⋯n�n 為偶數�人的情況下，任二位學生報出的

數對不相同，則班上的學生人數之最大值。 

1. 觀察： 

  由上述在每組最多人數為偶數(𝑛𝑛 = 2𝑘𝑘)時，也就是在 n = 2，n = 4、 

𝑛𝑛 = 6、𝑛𝑛 = 8、𝑛𝑛 = 10人下所得知每列須刪除的數對量，如表 5-2-9，我們發

現在後半段從第 𝑘𝑘 + 1 列到第 2𝑘𝑘 列刪減數對量會逐漸遞減至０個，因此可以

利用等差數列求和公式將原本的公式進行化減。 

表 5-2-9 在n = 2、4、6、8、10下每列須刪除之數對量 

n 2 4 6 8 10 
可能數對 4 16 36 64 100 

𝐷𝐷1𝑛𝑛 0 0 0 0 0 
𝐷𝐷2𝑛𝑛 0 0 0 0 0 
𝐷𝐷3𝑛𝑛 

 

1 0 2 1 
𝐷𝐷4𝑛𝑛 0 2 0 2 
𝐷𝐷5𝑛𝑛 

 

1 3 0 
𝐷𝐷6𝑛𝑛 0 2 4 
𝐷𝐷7𝑛𝑛 

 

1 3 
𝐷𝐷8𝑛𝑛 0 2 
𝐷𝐷9𝑛𝑛  1 
𝐷𝐷10𝑛𝑛  0 
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2. 尋找關係與樣式： 

  我們發現將𝑛𝑛以2𝑘𝑘的形式呈現後的關係如表 5-2-10，並計算學生人數最大

值，其公式為：2𝑘𝑘 × 2𝑘𝑘 − (𝐷𝐷12𝑘𝑘 + 𝐷𝐷22𝑘𝑘 + 𝐷𝐷32𝑘𝑘 + ⋯+ 𝐷𝐷2𝑘𝑘−12𝑘𝑘 + 𝐷𝐷2𝑘𝑘2𝑘𝑘)，計量結果

如下所示。 

表 5-2-10𝐷𝐷12𝑘𝑘到𝐷𝐷2𝑘𝑘2𝑘𝑘刪除數對量表 

n 2 n 4 n 6 n 8 n 10 

k 1 k 2 k 3 k 4 k 5 

𝐷𝐷1𝑛𝑛 0 𝐷𝐷1𝑛𝑛 0 D1
n 0 D1

n 0 D1
n 0 

𝐷𝐷2𝑛𝑛 0 𝐷𝐷2𝑛𝑛 0 D2
n 0 D2

n 0 D2
n 0 

 

𝐷𝐷2+1𝑛𝑛  
1 

(2-1) D3
n 0 D3

n 2 D3
n 1 

𝐷𝐷2+2𝑛𝑛  0 𝐷𝐷3+1𝑛𝑛  
2 

(3-1) 𝐷𝐷4𝑛𝑛 0 D4
n 2 

 

𝐷𝐷3+2 1 𝐷𝐷4+1𝑛𝑛  3 
(4-1) 𝐷𝐷5𝑛𝑛 0 

𝐷𝐷3+3 0 𝐷𝐷4+2𝑛𝑛  2 𝐷𝐷5+1 4 
(5-1) 

 

𝐷𝐷4+3𝑛𝑛  1 𝐷𝐷5+2𝑛𝑛  3 

𝐷𝐷4+4𝑛𝑛  0 𝐷𝐷5+3𝑛𝑛  2 

 𝐷𝐷5+4𝑛𝑛  1 

𝐷𝐷5+5𝑛𝑛  0 
(1) 當 n=4，則 k=2 

4 × 4 − (𝐷𝐷14+𝐷𝐷24+𝐷𝐷34+𝐷𝐷44) 

= 4 × 4 − (0 + 0 + 1 + 0) 

= 4 × 4 − (1 + 0) × 2 ÷ 2 
= 4 × 4 − (2 − 1 + 0) × 2 ÷ 2 

= 16 − 1 

= 15 

(2) n=6，則 k=3 

6 × 6 − (𝐷𝐷16+𝐷𝐷26+𝐷𝐷36+𝐷𝐷46+𝐷𝐷56+𝐷𝐷66) 
= 6 × 6 − (0 + 0 + 0 + 2 + 1 + 0) 
= 6 × 6 − (2 + 0) × 3 ÷ 2 
= 6 × 6 − (3 − 1 + 0) × 3 ÷ 2 
= 36 − 3 
= 33 
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(3) n=8，則 k=4 

8 × 8 − (𝐷𝐷18+𝐷𝐷28+𝐷𝐷38+𝐷𝐷48+𝐷𝐷58+𝐷𝐷68+𝐷𝐷78+𝐷𝐷88) 
= 8 × 8 − (0 + 0 + 2 + 0 + 3 + 2 + 1 + 0) 
= 8 × 8 − [2 + (3 + 0) × 4 ÷ 2] 
= 8 × 8 − [2 + (4 − 1 + 0) × 4 ÷ 2] 
= 64 − 8 
= 56 
(4) n=10，則 k=5 

10 × 10 − (𝐷𝐷110+𝐷𝐷210+𝐷𝐷310+𝐷𝐷410+𝐷𝐷510+𝐷𝐷610+𝐷𝐷710+𝐷𝐷810+𝐷𝐷910+𝐷𝐷1010) 
= 10 × 10 − (0 + 0 + 1 + 2 + 0 + 4 + 3 + 2 + 1 + 0) 
= 10 × 10 − [3 + (4 + 0) × 5 ÷ 2] 
= 10 × 10 − [3 + (5 − 1 + 0) × 5 ÷ 2] 
= 100 − 13 
= 87 

由上列四個式子的總量變化與每組最多人數的關係，可推得學生人數最

大值之公式： 

2𝑘𝑘 × 2𝑘𝑘 − �𝐷𝐷12𝑘𝑘 + 𝐷𝐷22𝑘𝑘 + ⋯+ 𝐷𝐷𝑘𝑘2𝑘𝑘 + (𝑘𝑘 − 1 + 0) × 𝑘𝑘 ÷ 2� 
= 4𝑘𝑘2 − �𝐷𝐷12𝑘𝑘 + 𝐷𝐷22𝑘𝑘 + ⋯+ 𝐷𝐷𝑘𝑘2𝑘𝑘 + (𝑘𝑘 − 1) × 𝑘𝑘 ÷ 2� 

 

3. 猜測： 

  由於每組最多人數的值愈來愈大，計算過程越來越雜亂，因此我們根據

先前每組最多人數分別在 2、4、6、8、10 人的規律，並以每組最多在 12、

14、16 人時猜測學生人數之最大值，其結果如表 5-2-11、表 5-2-12、表 5-2-

13。 

表 5-2-11 猜測每組人數最多在 12 人之學生人數最大值 

n k 4𝑘𝑘2 − �𝐷𝐷12𝑘𝑘 + 𝐷𝐷22𝑘𝑘 + ⋯+ 𝐷𝐷𝑘𝑘2𝑘𝑘 + (𝑘𝑘 − 1) × 𝑘𝑘 ÷ 2� 

12 6 

4𝑘𝑘2 − [𝐷𝐷112 + 𝐷𝐷212 + 𝐷𝐷312 + 𝐷𝐷412 + 𝐷𝐷512 + 𝐷𝐷612 + (𝑘𝑘 − 1) × 𝑘𝑘 ÷ 2] 
= 12 × 12 − [0 + 0 + 0 + 0 + 2 + 0 + (6 − 1) × 6 ÷ 2] 
= 144 − (2 + 15) 
= 144 − 17 
= 127 

 

表 5-2-12 猜測每組人數最多在 14 人之學生人數最大值 

n k 4𝑘𝑘2 − �𝐷𝐷12𝑘𝑘 + 𝐷𝐷22𝑘𝑘 + ⋯+ 𝐷𝐷𝑘𝑘2𝑘𝑘 + (𝑘𝑘 − 1) × 𝑘𝑘 ÷ 2� 

14 7 

4𝑘𝑘2 − [𝐷𝐷114 + 𝐷𝐷214 + 𝐷𝐷314 + 𝐷𝐷414 + 𝐷𝐷514 + 𝐷𝐷614 + 𝐷𝐷714 + (𝑘𝑘 − 1) × 𝑘𝑘 ÷ 2] 
= 4 × 7 × 7 − [0 + 0 + 2 + 2 + 4 + 2 + 0 + (7 − 1) × 7 ÷ 2] 
= 196 − (10 + 21) 
= 196 − 31 
= 165 
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表 5-2-13 猜測每組人數最多在 16 人之學生人數最大值 

n k 4𝑘𝑘2 − �𝐷𝐷12𝑘𝑘 + 𝐷𝐷22𝑘𝑘 + ⋯+ 𝐷𝐷𝑘𝑘2𝑘𝑘 + (𝑘𝑘 − 1) × 𝑘𝑘 ÷ 2� 

16 8 

4𝑘𝑘2 − [𝐷𝐷116 + 𝐷𝐷216 + 𝐷𝐷316 + 𝐷𝐷416 + 𝐷𝐷516 + 𝐷𝐷616 + 𝐷𝐷716 + 𝐷𝐷816 + (𝑘𝑘 − 1) × 𝑘𝑘 ÷ 2] 
= 4 × 8 × 8 − [0 + 0 + 1 + 0 + 1 + 4 + 2 + 0 + (8 − 1) × 8 ÷ 2] 
= 256 − (8 + 28) 
= 256 − 36 
= 220 

4. 檢驗： 

藉由表 5-2-1、5-2-2、5-2-3、5-2-4、5-2-5 已推得每列須刪除數對量與計算學

生人數最大值方法，故將每組最多人數(𝑛𝑛)在 12、14、16 人時每列須刪除數

對量與學生最大值列成表 5-2-14 檢視。 

表 5-2-14𝑛𝑛為 12、14、16下每列須刪除數對量與學生人數最大值之結果 

n 12 n 14 n 16 

k 6 k 7 k 8 

可能數對 144 可能數對 196 可能數對 256 

𝐷𝐷1𝑛𝑛 0 𝐷𝐷1𝑛𝑛 0 𝐷𝐷1𝑛𝑛 0 

𝐷𝐷2𝑛𝑛 0 𝐷𝐷2𝑛𝑛 0 𝐷𝐷2𝑛𝑛 0 

𝐷𝐷3𝑛𝑛 0 𝐷𝐷3𝑛𝑛 2 𝐷𝐷3𝑛𝑛 1 

𝐷𝐷4𝑛𝑛 0 𝐷𝐷4𝑛𝑛 2 𝐷𝐷4𝑛𝑛 0 

𝐷𝐷5𝑛𝑛 2 𝐷𝐷5𝑛𝑛 4 𝐷𝐷5𝑛𝑛 1 

𝐷𝐷6𝑛𝑛 0 𝐷𝐷6𝑛𝑛 2 𝐷𝐷6𝑛𝑛 4 

𝐷𝐷6+1𝑛𝑛  5 

 
𝐷𝐷7𝑛𝑛 0 𝐷𝐷7𝑛𝑛 2 

𝐷𝐷6+2𝑛𝑛  4 𝐷𝐷7+1𝑛𝑛  6 

 
𝐷𝐷8𝑛𝑛 0 

𝐷𝐷6+3𝑛𝑛  3 𝐷𝐷7+2𝑛𝑛  5 𝐷𝐷8+1𝑛𝑛  7 

 𝐷𝐷6+4𝑛𝑛  2 𝐷𝐷7+3𝑛𝑛  4 𝐷𝐷8+2𝑛𝑛  6 

𝐷𝐷6+5𝑛𝑛  1 𝐷𝐷7+4𝑛𝑛  3 𝐷𝐷8+3𝑛𝑛  5 

𝐷𝐷6+6𝑛𝑛  0 𝐷𝐷7+5𝑛𝑛  2 𝐷𝐷8+4𝑛𝑛  4 

 

𝐷𝐷7+6 1 𝐷𝐷8+5𝑛𝑛  3 

𝐷𝐷7+7 0 𝐷𝐷8+6𝑛𝑛  2 

 𝐷𝐷8+7𝑛𝑛  1 

𝐷𝐷8+8𝑛𝑛  0 

學生人數 127 學生人數 165 學生人數 220 
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結果：第k + 1列到第2k列每列須刪減的數對量從k − 1個遞減至 0 個，且計量 

結果與表 5-2-11、表 5-2-12、表 5-2-13 相符。 

  由以上論證可知，第k + 1列到第2k列每列須刪減的數對量必定從k − 1個

遞減至 0 個，並依等差數列求和公式推得： 

𝐷𝐷𝑘𝑘+12𝑘𝑘 + 𝐷𝐷𝑘𝑘+22𝑘𝑘 + ⋯+ 𝐷𝐷2𝑘𝑘2𝑘𝑘 = (𝑘𝑘 − 1) + (𝑘𝑘 − 2) + ⋯+ 1 + 0 = (𝑘𝑘 − 1) × 𝑘𝑘 ÷ 2 

故在 n 為偶數下(n=2k)，學生人數最大值公式為： 

4𝑘𝑘2 − �𝐷𝐷12𝑘𝑘 + 𝐷𝐷22𝑘𝑘 + ⋯+ 𝐷𝐷𝑘𝑘2𝑘𝑘 + (𝑘𝑘 − 1) × 𝑘𝑘 ÷ 2� 

(三) 探討在小組人數最多3、5、7、9⋯n�n 為奇數�人的情況下，任二位學生報出的

數對不相同，則班上的學生人數之最大值。 

1. 觀察： 

  由上述在每組最多人數為奇數(𝑛𝑛 = 2𝑘𝑘 + 1)時，也就是在𝑛𝑛 = 3、𝑛𝑛 = 5、

𝑛𝑛 = 7、𝑛𝑛 = 9人下所得知每列須刪除的數對量，如表 5-2-15，我們發現在後

半段從第k + 1列到第2𝑘𝑘 + 1列刪減數對量會逐漸遞減至 0 個，因此可以利用

等差數列求和公式將原本的公式進行化減。 

表 5-2-15 在𝑛𝑛 = 3、5、7、9下每列須刪除之數對量 

n 3 5 7 9 

可能數對 9 25 49 81 

𝐷𝐷1𝑛𝑛 0 0 0 0 

𝐷𝐷2𝑛𝑛 1 1 1 1 

𝐷𝐷3𝑛𝑛 0 2 1 0 

𝐷𝐷4𝑛𝑛 

 

1 3 1 

𝐷𝐷5𝑛𝑛 0 2 4 

𝐷𝐷6𝑛𝑛 

 

1 3 

𝐷𝐷7𝑛𝑛 0 2 

𝐷𝐷8𝑛𝑛 
 

1 

𝐷𝐷9𝑛𝑛 0 
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2. 尋找關係與樣式： 

我們發現將𝑛𝑛以2𝑘𝑘 + 1的形式呈現後的關係如表 5-2-16，並計算學生人數最大

值，其公式：(2𝑘𝑘 + 1) × (2𝑘𝑘 + 1) − (𝐷𝐷12𝑘𝑘+1 + 𝐷𝐷22𝑘𝑘+1 + ⋯+ 𝐷𝐷2𝑘𝑘2𝑘𝑘+1 + 𝐷𝐷2𝑘𝑘+12𝑘𝑘+1)，

計量結果如下所示。 

表 5-2-16𝐷𝐷12𝑘𝑘+1到𝐷𝐷2𝑘𝑘+12𝑘𝑘+1刪除數對量表 

n 3 n 5 n 7 n 9 

k 1 k 2 k 3 k 4 

𝐷𝐷1𝑛𝑛 0 𝐷𝐷1𝑛𝑛 0 𝐷𝐷1𝑛𝑛 0 𝐷𝐷1𝑛𝑛 0 

𝐷𝐷1+1𝑛𝑛  1 𝐷𝐷2𝑛𝑛 1 𝐷𝐷2𝑛𝑛 1 𝐷𝐷2𝑛𝑛 1 

𝐷𝐷1+2𝑛𝑛  0 𝐷𝐷2+1𝑛𝑛  2 𝐷𝐷3𝑛𝑛 1 𝐷𝐷3𝑛𝑛 0 

 

𝐷𝐷2+2𝑛𝑛  1 𝐷𝐷3+1𝑛𝑛  3 𝐷𝐷4𝑛𝑛 1 

𝐷𝐷2+3𝑛𝑛  0 𝐷𝐷3+2𝑛𝑛  2 𝐷𝐷4+1𝑛𝑛  4 

 

𝐷𝐷3+3𝑛𝑛  1 𝐷𝐷4+2𝑛𝑛  3 

𝐷𝐷3+4𝑛𝑛  0 𝐷𝐷4+3𝑛𝑛  2 

 
𝐷𝐷4+4𝑛𝑛  1 

𝐷𝐷4+5𝑛𝑛  0 

(1) 當 n=5，則 k=2 

5 × 5 − �𝐷𝐷15+𝐷𝐷25+𝐷𝐷35+𝐷𝐷45+𝐷𝐷55� 

= 5 × 5 − (0 + 1 + 2 + 1 + 0) 

= 5 × 5 − [1 + (2 + 0) × 3 ÷ 2] 

= 5 × 5 − [1 + (2 + 0) × (2 + 1) ÷ 2] 

= 25 − 4 

= 21 

(2) n=7，則 k=3 

7 × 7 − (𝐷𝐷17+𝐷𝐷27+𝐷𝐷37+𝐷𝐷47+𝐷𝐷57+𝐷𝐷67+𝐷𝐷77) 

= 7 × 7 − (0 + 1 + 1 + 3 + 2 + 1 + 0) 

= 7 × 7 − [2 + (3 + 0) × 4 ÷ 2] 

= 7 × 7 − [2 + (3 + 0) × (3 + 1) ÷ 2] 

= 49 − 8 

= 41 



20 
 

(3) n=9，則 k=4 

9 × 9 − (𝐷𝐷19+𝐷𝐷29+𝐷𝐷39+𝐷𝐷49+𝐷𝐷59+𝐷𝐷69+𝐷𝐷79+𝐷𝐷89+𝐷𝐷99) 

= 9 × 9 − (0 + 1 + 0 + 1 + 4 + 3 + 2 + 1 + 0) 

= 9 × 9 − [2 + (4 + 0) × 5 ÷ 2] 

= 9 × 9 − [2 + (4 + 0) × (4 + 1) ÷ 2] 

= 81 − 12 

= 69 
由上列三個式子的總量變化與每組最多人數的關係，我們發現從第𝑘𝑘 + 1

列到第2𝑘𝑘 + 1列每列刪減數對量由𝑘𝑘個遞減至 0 個，因此推得學生人數最

大值之公式： 

(2𝑘𝑘 + 1) × (2𝑘𝑘 + 1) − �𝐷𝐷12𝑘𝑘+1 + 𝐷𝐷22𝑘𝑘+1 + ⋯+ 𝐷𝐷𝑘𝑘2𝑘𝑘+1 + (𝑘𝑘 + 0) × (𝑘𝑘 + 1) ÷ 2� 

= (2𝑘𝑘 + 1)2 − �𝐷𝐷12𝑘𝑘+1 + 𝐷𝐷22𝑘𝑘+1 + ⋯+ 𝐷𝐷𝑘𝑘2𝑘𝑘+1 + (𝑘𝑘 + 1) × 𝑘𝑘 ÷ 2� 
3. 猜測： 

  我們根據先前每組最多人數分別在3、5、7、9人的規律，並以每組最多

在 11 人時猜測第 6 列到第 11 列每列刪減數對量必由 5 個遞減至 0 個；每組

最多在 13 人時猜測第 7 列到第 13 列每列刪減數對量必由 6 個遞減至 0 個；

每組最多在 15 人時猜測第 8 列到第 15 列每列刪減數對量必由 7 個遞減至 0

個並計算學生人數之最大值，其結果如表 5-2-17、表 5-2-18、表 5-2-19。 

 

表 5-2-17 猜測每組人數最多在 11 人之學生人數最大值 

n k (2𝑘𝑘 + 1)2 − �𝐷𝐷12𝑘𝑘+1 + 𝐷𝐷22𝑘𝑘+1 + ⋯+ 𝐷𝐷𝑘𝑘2𝑘𝑘+1 + (𝑘𝑘 + 1) × 𝑘𝑘 ÷ 2� 

11 5 

112 − [𝐷𝐷111 + 𝐷𝐷211 + 𝐷𝐷311 + 𝐷𝐷411 + 𝐷𝐷511 + (5 + 1) × 5 ÷ 2] 
= 121 − [0 + 1 + 2 + 3 + 1 + 6 × 5 ÷ 2] 
= 121 − (7 + 15) 
= 121 − 22 
= 99 

 

表 5-2-18 猜測每組人數最多在 13 人之學生人數最大值 

n k (2𝑘𝑘 + 1)2 − �𝐷𝐷12𝑘𝑘+1 + 𝐷𝐷22𝑘𝑘+1 + ⋯+ 𝐷𝐷𝑘𝑘2𝑘𝑘+1 + (𝑘𝑘 + 1) × 𝑘𝑘 ÷ 2� 

13 6 

132 − [𝐷𝐷113 + 𝐷𝐷213 + 𝐷𝐷313 + 𝐷𝐷413 + 𝐷𝐷513+𝐷𝐷613 + (6 + 1) × 6 ÷ 2] 
= 169 − [0 + 1 + 1 + 1 + 3 + 1 + 7 × 6 ÷ 2] 
= 169 − (7 + 21) 
= 169 − 28 
= 141 
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表 5-2-19 猜測每組人數最多在 15 人之學生人數最大值 

n k (2𝑘𝑘 + 1)2 − �𝐷𝐷12𝑘𝑘+1 + 𝐷𝐷22𝑘𝑘+1 + ⋯+ 𝐷𝐷𝑘𝑘2𝑘𝑘+1 + (𝑘𝑘 + 1) × 𝑘𝑘 ÷ 2� 

15 7 

152 − �𝐷𝐷115 + 𝐷𝐷215 + 𝐷𝐷315 + 𝐷𝐷415 + 𝐷𝐷515 + 𝐷𝐷615 + 𝐷𝐷715 + (7 + 1) × 7 ÷ 2� 
= 225 − [0 + 1 + 0 + 3 + 0 + 3 + 1 + 8 × 7 ÷ 2] 
= 225 − (8 + 28) 
= 225 − 36 
= 189 

4. 檢驗： 

  藉由表 5-2-1、5-2-2、5-2-3、5-2-4、5-2-5 已推得每列須刪除數對量與計

算學生人數最大值方法，故將每組最多人數(𝑛𝑛)在 11、13、15 人時每列須刪

除數對量與學生最大值列成表 5-2-20 檢視。 

表 5-2-20 n 為 11、13、15 下每列須刪除數對量與學生人數最大值之結果 

n 11 n 13 n 15 

k 5 k 6 k 7 
可能數對 121 可能數對 169 可能數對 225 

𝐷𝐷1𝑛𝑛 0 𝐷𝐷1𝑛𝑛 0 𝐷𝐷1𝑛𝑛 0 

𝐷𝐷2𝑛𝑛 1 𝐷𝐷2𝑛𝑛 1 𝐷𝐷2𝑛𝑛 1 

𝐷𝐷3𝑛𝑛 2 𝐷𝐷3𝑛𝑛 1 𝐷𝐷3𝑛𝑛 0 

𝐷𝐷4𝑛𝑛 3 𝐷𝐷4𝑛𝑛 1 𝐷𝐷4𝑛𝑛 3 

𝐷𝐷5𝑛𝑛 1 𝐷𝐷5𝑛𝑛 3 𝐷𝐷5𝑛𝑛 0 

𝐷𝐷5+1𝑛𝑛  5 𝐷𝐷6𝑛𝑛 1 𝐷𝐷6𝑛𝑛 3 

𝐷𝐷5+2𝑛𝑛  4 𝐷𝐷6+1𝑛𝑛  6 𝐷𝐷7𝑛𝑛 1 

𝐷𝐷5+3𝑛𝑛  3 𝐷𝐷6+2𝑛𝑛  5 𝐷𝐷7+1𝑛𝑛  7 

𝐷𝐷5+4𝑛𝑛  2 𝐷𝐷6+3𝑛𝑛  4 𝐷𝐷7+2𝑛𝑛  6 

𝐷𝐷5+5𝑛𝑛  1 𝐷𝐷6+4𝑛𝑛  3 𝐷𝐷7+3𝑛𝑛  5 

𝐷𝐷5+6𝑛𝑛  0 𝐷𝐷6+5𝑛𝑛  2 𝐷𝐷7+4𝑛𝑛  4 

 

𝐷𝐷6+6𝑛𝑛  1 𝐷𝐷7+5𝑛𝑛  3 

𝐷𝐷6+7𝑛𝑛  0 𝐷𝐷7+6𝑛𝑛  2 

 𝐷𝐷7+7𝑛𝑛  1 

𝐷𝐷7+8𝑛𝑛  0 

學生人數 99 學生人數 141 學生人數 189 

結果：第𝑘𝑘 + 1列到第2𝑘𝑘 + 1列每列須刪減的數對量從𝑘𝑘個遞減至個，且計量 

結果與表 5-2-17、表 5-2-18、表 5-2-19 相符。 
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  由以上論證可知，第𝑘𝑘 + 1列到第2𝑘𝑘 + 1列每列須刪減的數對量必定從𝑘𝑘

個遞減至 0 個，並依等差數列求和公式推得： 

𝐷𝐷𝑘𝑘+12𝑘𝑘+1 + 𝐷𝐷𝑘𝑘+22𝑘𝑘+1 + ⋯+ 𝐷𝐷2𝑘𝑘+12𝑘𝑘+1 = 𝑘𝑘 + (𝑘𝑘 − 1) + ⋯+ 1 + 0 = (𝑘𝑘 + 1) × 𝑘𝑘 ÷ 2 

故在 n 為奇數下(n = 2𝑘𝑘 + 1)，學生人數最大值公式為： 

(2𝑘𝑘 + 1)2 − �𝐷𝐷12𝑘𝑘+1 + 𝐷𝐷22𝑘𝑘+1 + ⋯+ 𝐷𝐷𝑘𝑘2𝑘𝑘+1 + (𝑘𝑘 + 1) × 𝑘𝑘 ÷ 2� 
陸、 研究結果 

綜合上述的研究，我們得到下列的結果： 

一、發展在每組人數最多2 人、3 人、4 人⋯n 人的情況下，任二位學生報出的數對不相

同，則班上的學生人數之最大值之計數方法。 

(一) 我們藉由快速編碼法將數對對應在𝑛𝑛 × 𝑛𝑛的數對方格表上，所有可能數對量為𝑛𝑛 × 𝑛𝑛 

個，透過刪減每一列不符合題目要求之數對量，也就是刪減每組最多人數(𝑛𝑛)除以

每一列(𝑥𝑥)所得之餘數(𝐷𝐷𝑥𝑥𝑛𝑛)，即𝑛𝑛 × 𝑛𝑛 − (𝐷𝐷1𝑛𝑛 + 𝐷𝐷2𝑛𝑛 + 𝐷𝐷3𝑛𝑛 + ⋯+ 𝐷𝐷𝑛𝑛−1𝑛𝑛 + 𝐷𝐷𝑛𝑛𝑛𝑛)，便可以

得到在每組學生最多𝑛𝑛人時學生人數之最大值計數方法。 

(二) 在探討班上的學生人數之最大值之計數方法時，發現其解法可分成唯一解與多重

解，結果如下： 

(1) 在n × n(2 ≤ 𝑛𝑛 ≤ 6)的方格表，只有5 × 5有多重解法，其他都為唯一解，如圖

6-1-1、圖 6-1-2。 

2 × 2 3 × 3 4 × 4 

   

6 × 6 

 

圖 6-1-1 在n × n(2 ≤ 𝑛𝑛 ≤ 6)的方格表中，2 × 2、3 × 3、4 × 4、6 × 6 皆為唯一解 
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5 × 5 

解法一 解法二 

  
圖 6-1-2 在n × n(2 ≤ 𝑛𝑛 ≤ 6)的方格表中，5 × 5 為多重解法 

(2) 在n × n(𝑛𝑛 > 6)的方格表，都有多重解法，如圖 6-1-3、圖 6-1-4、圖 6-1-5、圖

6-1-6。 

7 × 7 

解法一 解法二 

  

8 × 8 

解法一 解法二 

  

圖 6-1-3 在n × n(𝑛𝑛 > 6)的方格表中，7 × 7、8 × 8 為多重解法 
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9 × 9 
解法一 解法二 

  
10 × 10 

解法一 解法二 

  
11 × 11 

解法一 解法二 

  
圖 6-1-4 在n × n(𝑛𝑛 > 6)的方格表中，9 × 9、10 × 10、11 × 11 為多重解法 
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12 × 12 
解法一 解法二 

  
13 × 13 

解法一 解法二 

  
14 × 14 

解法一 解法二 

  
圖 6-1-5 在n × n(𝑛𝑛 > 6)的方格表中，12 × 12、13 × 13、14 × 14 為多重解法 
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15 × 15 
解法一 解法二 

  

16 × 16 
解法一 解法二 

  

圖 6-1-5 在n × n(𝑛𝑛 > 6)的方格表中，15 × 15、16 × 16 為多重解法 
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二、探討在小組人數最多2、4、6、8⋯n�n 為偶數�人的情況下，任二位學生報出的數對不

相同，則n = 2、4、6、8、10、12、14、16下班上的學生人數之最大值如表 6-2-1。 

表 6-2-1 n = 2、4、6、8、10、12、14、16下學生人數最大值 

n 2 4 6 8 10 12 14 16 

可能數對 4 16 36 64 100 144 196 256 

𝐷𝐷1𝑛𝑛 0 0 0 0 0 0 0 0 

𝐷𝐷2𝑛𝑛 0 0 0 0 0 0 0 0 

𝐷𝐷3𝑛𝑛 

 

1 0 2 1 0 2 1 

𝐷𝐷4𝑛𝑛 0 2 0 2 0 2 0 

𝐷𝐷5𝑛𝑛 

 

1 3 0 2 4 1 

𝐷𝐷6𝑛𝑛 0 2 4 0 2 4 

𝐷𝐷7𝑛𝑛 

 

1 3 
5 

(6-1) 
0 2 

𝐷𝐷8𝑛𝑛 0 2 4 
6 

(7-1) 
0 

𝐷𝐷9𝑛𝑛 

 

1 3 5 
7 

(8-1) 

𝐷𝐷10𝑛𝑛  0 2 4 6 

𝐷𝐷11𝑛𝑛  

 

1 3 5 

𝐷𝐷12𝑛𝑛  0 2 4 

𝐷𝐷13𝑛𝑛  

 

1 3 

𝐷𝐷14𝑛𝑛  0 2 

𝐷𝐷15𝑛𝑛  
 

1 

𝐷𝐷16𝑛𝑛  0 

學生人數 4 15 33 56 87 127 165 220 
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  若要繼續推算下去，我們發現在n為偶數(n = 2k)時，從第k + 1列到第2k列須刪除數對

數會從k − 1個遞減到 0 個，依等差數數列求和公式得到： 
(𝑘𝑘 − 1 + 0) × 𝑘𝑘 ÷ 2 = (𝑘𝑘 − 1) × 𝑘𝑘 ÷ 2， 

故在n為偶數(n = 2k)時，則班上的學生人數最大值之計數公式為： 
4𝑘𝑘2 − �𝐷𝐷12𝑘𝑘 + 𝐷𝐷22𝑘𝑘 + ⋯+ 𝐷𝐷𝑘𝑘2𝑘𝑘 + (𝑘𝑘 − 1) × 𝑘𝑘 ÷ 2� 

 
三、探討在小組人數最多3、5、7、9⋯n�n 為奇數�人的情況下，任二位學生報出的數對不

相同，則n = 3、5、7、9、11、13、15下班上的學生人數之最大值如表 6-3-1。 

表 6-3-1 n = 3、5、7、9、11、13、15下學生人數最大值 

n 3 5 7 9 11 13 15 

可能數對 9 25 49 81 121 169 225 

𝐷𝐷1𝑛𝑛 0 0 0 0 0 0 0 

𝐷𝐷2𝑛𝑛 1 1 1 1 1 1 1 

𝐷𝐷3𝑛𝑛 0 2 1 0 2 1 0 

𝐷𝐷4𝑛𝑛 

 

1 3 1 3 1 3 

𝐷𝐷5𝑛𝑛 0 2 4 1 3 0 

𝐷𝐷6𝑛𝑛 

 

1 3 5 1 3 

𝐷𝐷7𝑛𝑛 0 2 4 6 1 

𝐷𝐷8𝑛𝑛 

 

1 3 5 7 

𝐷𝐷9𝑛𝑛 0 2 4 6 

𝐷𝐷10𝑛𝑛  

 

1 3 5 

𝐷𝐷11𝑛𝑛  0 2 4 

𝐷𝐷12𝑛𝑛  

 

1 3 

𝐷𝐷13𝑛𝑛  0 2 

𝐷𝐷14𝑛𝑛   
1 

𝐷𝐷15𝑛𝑛  0 

學生人數 8 21 41 69 99 141 189 

  若要繼續推算下去，我們發現在n為奇數(n = 2k + 1)時，從第k + 1列到第2k + 1

列須刪除數對數會從k個遞減到 0 個，依等差數數列求和公式得到： 

(𝑘𝑘 + 0) × (𝑘𝑘 + 1) ÷ 2 = (𝑘𝑘 + 1) × 𝑘𝑘 ÷ 2， 

故在n為奇數(n = 2k + 1))時，則班上的學生人數最大值之計數公式為： 

(2𝑘𝑘 + 1)2 − �𝐷𝐷12𝑘𝑘+1 + 𝐷𝐷22𝑘𝑘+1 + ⋯+ 𝐷𝐷𝑘𝑘2𝑘𝑘+1 + (𝑘𝑘 + 1) × 𝑘𝑘 ÷ 2� 
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四、快速編碼法： 

我們進行分組活動時，運用n × n方格表編碼，再刪掉最少格子的方法。由上述研

究結果，可推知運用此方法的結果，不只可確認參與學生人數的最大值，而且每一個

號碼可唯一對應一位學生，因此，此結果可被運用在真實生活的分組活動，即藉由快

速編碼法的結果，可讓參與活動的學生得到一個唯一的碼號，且可由每組最多n人(允

許一個人單獨一組)，準確的快速推知可參與學生人數的最大值，並進而用來準確預

估最多可報名人數。 

柒、 結論 

  本研究在探討小組成員最多ｎ人的情況下所構成班上學生人數之最大值及計數方法，我

們藉由觀察、尋找關係與樣式、猜測、檢驗與論證的探究過程，獲得主要研究結果如下： 

一、 在探討每組人數最多2 人、3 人、4 人⋯ n 人的情況下，任二位學生報出的數對不相

同，如何找出班上的學生人數之最大值之計數方法時，我們運用快速編碼法找到計數

方法與公式。 

二、 在探討每組人數最多2 人、3 人、4 人⋯ n 人的情況下，任二位學生報出的數對不相

同，則班上的學生人數之最大值之計數方法時，發現其解法可分成唯一解與多重解。 

(一) 在n × n(2 ≤ 𝑛𝑛 ≤ 6)的方格表，只有5 × 5有多重解法，其他都為唯一解。 

(二) 在n × n(𝑛𝑛 > 6)的方格表，都有多重解法。 

三、找到在小組人數最多2、4、6⋯n�n 為偶數，n = 2k�人的情況下，任二位學生報出的

數對不相同，則學生人數最大值之計數公式為： 

4𝑘𝑘2 − �𝐷𝐷12𝑘𝑘 + 𝐷𝐷22𝑘𝑘 + ⋯+ 𝐷𝐷𝑘𝑘2𝑘𝑘 + (𝑘𝑘 − 1) × 𝑘𝑘 ÷ 2� 
四、找到在小組人數最多3、5、7⋯n�n 為奇數，n = 2k + 1�人的情況下，任二位學生報

出的數對不相同，則學生人數最大值之計數公式為： 

(2𝑘𝑘 + 1)2 − �𝐷𝐷12𝑘𝑘+1 + 𝐷𝐷22𝑘𝑘+1 + ⋯+ 𝐷𝐷𝑘𝑘2𝑘𝑘+1 + (𝑘𝑘 + 1) × 𝑘𝑘 ÷ 2� 

五、此研究的結果可應用在各種活動的進行上，如無法進行均分的人數下，亦可適用在活

動前的準備，在確保符合本研究分組的條件下，藉由本研究所發現對參與學生的快速

編碼法，以確定活動參與人數的最大值，並進而用來準確預估最多可報名人數。 

捌、 參考文獻資料 

一、2017 國際中小學數學能力檢測(IMAS)-小學中年級第一輪檢測試題第 25 題 



【評語】080401  

本作品由日常生活中的分組活動出發，探討每次都與不同的人

分在同一組，學生人數之最大值及計數方法，主題饒富趣味。以下

是評審委員的綜和評析： 

1. 作者引入類似矩陣列表的方法來推導公式，直接切入問題，

構想不錯；歷經觀察、尋找關係與樣式、猜測、檢驗與論證

的探究過程，得出學生人數最大值之計數公式，思路明確清

晰。美中不足的是作者所得到的公式其實是成員人數的上

界，還需要更進一步的說明才能論證所得的上界是真的最大

值。 

2. 建議作者可應用研究結果，以幾個實例說明「辦活動分組時，

可藉由本研究所發現對參與學生的快速編碼法，以確定活動

參與人數的最大值，進而用來準確預估最多可報名人數。」

此舉將更有助於提高本研究的應用價值。 

排版\評語\080401-評語 



 

 

 

 

 

 

 

 

作品簡報 



分組史考特 

組別：國小組 

科別：數學科 



壹、研究動機 
 研究動機： 

在日常生活中很多時候都需要進行分組活動，像是育樂營的活動都會將參加者分成好幾個
小隊進行活動與競賽，或是體育課時需要分組進行練習與比賽，我們察覺每次分組模式時常是
將人數平均分進每一組，或是認識的人總在同一組，這樣的分法太過了無新意與單調了，因此，
我們很好奇有沒有特別的分法可以每次都與不同的人分在同一組，同時每個小組人數可以不同。 

 研究問題： 

遊戲分成上、下午兩個階段，要求每組最多ｎ人（允許一個人單獨為一組）。當遊戲結束
後，每位學生先報出自己上午所屬小組分別的成員人數，再報出下午所屬小組分別的成員人數。
結果發現任意二位學生報出的數對都不相同，請問該班最多可能有多少位學生？ 
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貳、名詞釋義 
 編碼法：為了方便表示學生分組情形，我們將分組情形以數對 ｘ，ｙ 編碼表示在方格表中，

用ｘ表示該學生上午所屬小組人數，ｙ則表示該生下午所屬小組人數，前一個數字為列，後一

個數字為行，表格最下方為第一列，列數由下往上依序遞增至第n列，表格最左側為第一行，

行數由左往右依序遞增至第n行，且每位學生皆有一個不重複的數對，如圖2-1-1。 



 𝑫𝒊
𝒏：每組成員最多ｎ人下，因為第ｉ列 1 ≤ ｉ ≤ 𝑛 的數對應該符合上午所屬小組的成員人數

為ｉ的學生報的數對，即第ｉ列中必須有ｉ之倍數的數對，同理第ｉ行中必須有ｉ之倍數的數

對，所以在第ｉ列須刪除的數對數量為ｎ除以ｉ後所留下的餘數，如𝐷3
4即是在每組最多4人下，

第3列須刪除的數對數量，也就是說4 ÷ 3 = 1…1，因此須刪除一個數對，即𝐷3
4 = 1。 
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1. 發展在每組人數最多2人、3人、4人⋯n人的情況下，且任二位學生報出
的數對不相同，則班上的學生人數之最大值之計數方法。 

2. 探討在小組人數最多2、4、6⋯n n為偶數 人的情況下，且任二位學生
報出的數對不相同，其班上的學生人數之最大值。 

3. 探討在小組人數最多3、5、7⋯n n為奇數 人的情況下，且任二位學生
報出的數對不相同，其班上的學生人數之最大值。 

參、研究目的 

肆、研究設備及器材 



伍、研究過程或方法 

 研究架構與流程圖 
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研究方法－ 
 觀察：每位學生都會報出一組數對，且數對會對應到該位學生上午和下午所數的小組人數，因

此第ｉ列 1 ≤ ｉ ≤ 𝑛 的數對應該符合上午所屬小組的成員人數為ｉ的學生報的數對，而這些學
生的總數是ｉ的倍數，即第ｉ列中必須有ｉ之倍數的數對，同理來說，第ｉ行中有ｉ之倍數的
學生報數，即第ｉ行中必須有ｉ之倍數的數對。 

 以每組最多4人 𝑛 = 4 為例： 

 

 尋找關係與樣式： 

 

 

發展在每組人數最多𝟐人、𝟑人、𝟒人⋯𝐧人的情況下，任二位學生報出的數對不
相同，則班上的學生人數之最大值之計數方法。 

 猜測與檢驗 

 

 

n 刪除數對量 快速編碼法 
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6 

7 

n 猜測 檢驗 

8 

9 

10 

每組學生最多𝑛人時學生人數之最大值計數方法，
即𝑛 × 𝑛 − (𝐷1

𝑛 + 𝐷2
𝑛 + 𝐷3

𝑛 +⋯+ 𝐷𝑛;1
𝑛 + 𝐷𝑛

𝑛) 
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快速編碼法 
 以10 × 10為例，將方格表分為紅框區與藍框區： 

 紅框區：處理商等於１的餘數，刪除數對以樓梯型呈現。 

 藍框區：處理商大於１的餘數，由大而小處理餘數。 

 當從紅框填補一個洞，則須在非紅、藍兩框處挖兩個洞，如下圖所示。 

 

 

 

 

 

 特殊情形：當藍框區最大的餘數大於非０餘數的個數時，則為特殊情形。 

 當碰到特殊情形，則須要從樓梯型借一個當2個時，請從樓梯的中間開始借，如下圖所示： 

 8 × 8 12 × 12 20 × 20 24 × 24 
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論證 

 命題： 

在𝑛 × 𝑛的方格表中，進行分組活動，分成上下午兩個階段，每組最多𝑛人(允許一個人單獨
一組)，每位學生報出的數碼為 𝑥, 𝑦 ，其中x, 𝑦分別表示該學生在上午、下午所屬小組的人數，
則必可找到分組方法，使得每位學生報出的數對 𝑥, 𝑦 都不相同，且使得參與分組的學生總數達
到最大值。 

 證明： 

運用𝑛 × 𝑛方格表編碼再刪掉格子的分組方法，即先列出滿足條件的各行與各列的餘數量，
而依條件所列的各列與各行的餘數量都必對應相等。 

 依下列原則，在𝐧 × 𝐧方格表中刪掉格子： 

每一刪掉的格子，都要雙向的滿足此格子所在的列、行的餘數量一次，亦即此一被刪掉的
格子，可達到滿足2個餘數量。如此，必可使參與分組的學生總數達到最大值。 
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論證 
 以8 × 8方格表為例，將各列與各行須刪除的格子量標示在方格旁，並以顏色標記，如圖5-2-12，

列與行的餘數量都要雙重滿足，其要被滿足的餘數總量為 2 + 3 + 2 + 1 × 2，即16。 

 我們刪掉的格子數量為8，即黑點，如圖5-2-13，又每一被刪掉的格子，都唯一對應到其本身
所在位置的行與列，即可滿足該列與該行各1個餘數量，共滿足2個餘數量，8 × 2 = 16，恰好
滿足餘數總量16。 

 依被刪掉格子可對應到的餘數量分類，則可分成３類： 

1. 第一類，如圖5-2-12白色格子，對應到0個餘數量。 

2. 第二類，如圖5-2-12藍色格子，對應到1個餘數量。 

3. 第三類，如圖5-2-12橘色格子，對應到2個餘數量。 

 因此，可推知我們刪掉的格子量8，為滿足餘數總量16的格子量之最小值。 

 若刪掉的格子量小於8，則其所能滿足的餘數總量必小於16，即必不能滿足餘數總量的需求。 

 又總格子數量為8 × 8，即64，減掉被刪掉的格子量8，可推知學生數的最大值為：64 − 8 = 56。 
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研究方法－ 

 觀察： 

 

 尋找關係與樣式： 

 

 猜測： 

 

 檢驗： 

 

 

 

故在n為偶數下(n=2k)，學生人數最大值公式為：4𝑘2 − 𝐷1
2𝑘 + 𝐷2

2𝑘 +⋯+ 𝐷𝑘
2𝑘 + 𝑘 − 1 × 𝑘 ÷ 2  

(1)當n=4，則k=2 
4 × 4 − 𝐷1

4 +𝐷2
4 +𝐷3

4 +𝐷4
4  

= 4 × 4 − 0 + 0 + 1 + 0  
= 4 × 4 − 1 + 0 × 2 ÷ 2 
= 4 × 4 − 2 − 1 + 0 × 2 ÷ 2 
= 16 − 1 
= 15 

(2)  當n=6，則k=3 

6 × 6 − 𝐷1
6 +𝐷2

6 +𝐷3
6 +𝐷4

6 +𝐷5
6 +𝐷6

6  
= 6 × 6 − 0 + 0 + 0 + 2 + 1 + 0  
= 6 × 6 − 2 + 0 × 3 ÷ 2 
= 6 × 6 − 3 − 1 + 0 × 3 ÷ 2 
= 36 − 3 
= 33 

(3) 當 n=8，則k=4 

8 × 8 − 𝐷1
8 +𝐷2

8 +𝐷3
8 +𝐷4

8 +𝐷5
8 +𝐷6

8 +𝐷7
8 +𝐷8

8  
= 8 × 8 − 0 + 0 + 2 + 0 + 3 + 2 + 1 + 0  
= 8 × 8 − 2 + 3 + 0 × 4 ÷ 2  
= 8 × 8 − 2 + 4 − 1 + 0 × 4 ÷ 2  
= 64 − 8 
= 56 

(4) 當 n=10，則k=5 

10 × 10 − 𝐷1
10 +𝐷2

10 +𝐷3
10 +𝐷4

10 +𝐷5
10 +𝐷6

10 +𝐷7
10 +𝐷8

10 +𝐷9
10 +𝐷10

10  
= 10 × 10 − 0 + 0 + 1 + 2 + 0 + 4 + 3 + 2 + 1 + 0  
= 10 × 10 − 3 + 4 + 0 × 5 ÷ 2  
= 10 × 10 − 3 + 5 − 1 + 0 × 5 ÷ 2  
= 100 − 13 
= 87 

探討在小組人數最多𝟐、𝟒、𝟔、𝟖⋯𝐧 𝐧為偶數 人的情況下，任二位學生
報出的數對不相同，則班上的學生人數之最大值。 
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研究方法－ 

 觀察： 

 

 尋找關係與樣式： 

 

 猜測： 

 

 檢驗： 

 

 

 

探討在小組人數最多𝟑、𝟓、𝟕、𝟗⋯𝐧 𝐧為奇數 人的情況下，任二位學
生報出的數對不相同，則班上的學生人數之最大值。 

(1)  當n=3，則k=1 
3 × 3 − 𝐷1

3 +𝐷2
3 +𝐷3

3  
= 3 × 3 − 0 + 1 + 0  
= 3 × 3 − 1 + 0 × 2 ÷ 2 
= 3 × 3 − 1 + 0 × 1 + 1 ÷ 2 
= 9 − 1 
= 8 
 
(2)  當n=5，則k=2 

5 × 5 − 𝐷1
5 +𝐷2

5 +𝐷3
5 +𝐷4

5 +𝐷5
5  

= 5 × 5 − 0 + 1 + 2 + 1 + 0  
= 5 × 5 − 1 + 2 + 0 × 3 ÷ 2  
= 5 × 5 − 1 + 2 + 0 × (2 + 1) ÷ 2  
= 25 − 4 
= 21 
 
(3)  當n=7，則k=3 
7 × 7 − 𝐷1

7 +𝐷2
7 +𝐷3

7 +𝐷4
7 +𝐷5

7 +𝐷6
7 +𝐷7

7  
= 7 × 7 − 0 + 1 + 1 + 3 + 2 + 1 + 0  
= 7 × 7 − 2 + 3 + 0 × 4 ÷ 2  
= 7 × 7 − 2 + 3 + 0 × (3 + 1) ÷ 2  
= 49 − 8 
= 41 
 
(4)  當n=9，則k=4 

9 × 9 − 𝐷1
9 +𝐷2

9 +𝐷3
9 +𝐷4

9 +𝐷5
9 +𝐷6

9 +𝐷7
9 +𝐷8

9 +𝐷9
9  

= 9 × 9 − 0 + 1 + 0 + 1 + 4 + 3 + 2 + 1 + 0  
= 9 × 9 − 2 + 4 + 0 × 5 ÷ 2  
= 9 × 9 − 2 + 4 + 0 × (4 + 1) ÷ 2  
= 81 − 12 
= 69 

故在n為奇數下 n = 2𝑘 + 1 ，學生人數最大值公式為：(2𝑘 + 1)2 − 𝐷1
2𝑘:1 + 𝐷2

2𝑘:1 +⋯+ 𝐷𝑘
2𝑘:1 + 𝑘 + 1 × 𝑘 ÷ 2  
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一. 在探討班上的學生人數之最大值之計數方法時，發現其解法可分成唯一解與多重解，結果如下： 

 

 

 

 

 

 

 

 

陸、研究結果 

二. 發展在小組人數最多𝑛 𝑛為偶數 人的情況
下，任二位學生報出的數對不相同，則
𝑛 = 2、4、6、8、10、12、14、16下班
上的學生人數之最大值如表6-2-1。 

公式： 

 

三. 發展在小組人數最多𝑛 𝑛為奇數 人的情況
下，任二位學生報出的數對不相同，則
𝑛 = 3、5、7、9、11、13、15下班上的學
生人數之最大值如表6-3-1。 

公式： 

 

四. 快速編碼法 

 

 

 

1. 在𝐧 × 𝐧 𝟐 ≤ 𝒏 ≤ 𝟔 的方格表，只有𝟓 × 𝟓
有多重解法，其他都為唯一解，如圖6-1-1、
圖6-1-2。 

 

 

2. 在𝐧 × 𝐧 𝒏 > 𝟔 的方格表，都有多重解法，如圖6-1-3、圖6-1-
4、圖6-1-5、圖6-1-6。 
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柒、研究結論 
一. 在探討每組人數最多2人、3人、4人⋯n人的情況下，任二位學生報出的數對不相同，如何找

出班上的學生人數之最大值之計數方法時，我們運用快速編碼法找到計數方法與公式。 

二. 在探討每組人數最多2人、3人、4人⋯n人的情況下，任二位學生報出的數對不相同，則班上
的學生人數之最大值之計數方法時，發現其解法可分成唯一解與多重解。 

(一) 在n × n 2 ≤ 𝑛 ≤ 6 的方格表，只有5 × 5有多重解法，其他都為唯一解。 

(二) 在n × n 𝑛 > 6 的方格表，都有多重解法。 

三. 找到在小組人數最多2、4、6⋯n n為偶數，n = 2k 人的情況下，任二位學生報出的數對不
相同，則學生人數最大值之計數公式為： 

4𝑘2 − 𝐷1
2𝑘 + 𝐷2

2𝑘 +⋯+ 𝐷𝑘
2𝑘 + 𝑘 − 1 × 𝑘 ÷ 2  

四. 找到在小組人數最多3、5、7⋯n n為奇數，n = 2k + 1 人的情況下，任二位學生報出的數對
不相同，則學生人數最大值之計數公式為： 

(2𝑘 + 1)2 − 𝐷1
2𝑘:1 + 𝐷2

2𝑘:1 +⋯+ 𝐷𝑘
2𝑘:1 + 𝑘 + 1 × 𝑘 ÷ 2  

五. 此研究的結果可應用在各種活動的進行上，如無法進行均分的人數下，亦可適用在活動前的
準備，在確保符合本研究分組的條件下，藉由本研究所發現對參與學生的快速編碼法，以確
定活動參與人數的最大值，並進而用來準確預估最多可報名人數。 
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