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摘要 

  當液滴滴落在一個靜止的液面上時，其可能會直接化入液面中，或是在液面上維持形狀

過了一小段時間後才塌陷化入油面，然而，若令液面持續的垂直振動則可以使在液面上的液

滴維持跳動很長一段時間(圖 1)，在穩定情況下甚至可以維持數小時。而這些液滴之間的交

互作用模式更為有趣，包括相互吸引(圖 2)、排斥，甚至是更特別的自我推進(圖 3)等。本研

究使用矽油做為液體，專注於兩顆矽油滴之間的平衡距離，找出它們的成因與了解相關變因

對現象造成的影響。 

  

圖 1 

液滴被液面抬升後在液面留下表面波 

圖 2 

三顆液滴互相吸引後停留在平衡距離 

  

圖 3a 圖 3b 

兩顆液滴互相吸引後朝液滴中心連線方向自我推進 (時序由 a 至 b) 
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壹、研究動機  

  記得小時候在 Discovery 頻道上看到有人將油滴滴於垂直振動的油面上，油滴竟會維持

在液面上規則的跳動或者是移動，這個特殊且優雅的現象引起我極大的興趣，在實際觀察現

象後發現這些液滴的距離似乎會隨著振動頻率和加速度改變，故想進行更深入的探究，找出

其規律與參數的關係，並嘗試控制它們的分離距離。 

貳、研究目的 

一、觀察並探討使油滴之間產生平衡距離的方式，並以模型解釋成因。 

二、觀察並探討振動頻率對液滴之間平衡距離的影響。 

三、觀察並探討振動加速度對液滴之間平衡距離的影響。 

四、觀察並探討外部干擾對液滴之間平衡距離的影響。 

參、研究設備及器材 

一、實驗器材清單 

器材名稱 圖示 說明與規格 

電動振動台 

(Electrodynamic 

Shaker) 

 

型號: LDS V406 

振動頻率範圍: 5 Hz – 9 

kHz 

正弦波峰值加速度: 100g 



3 

 

高速攝影機 

 

型號: Chronos 1.4 

最高攝影幀率: 38565 fps @ 

336x96 

(1.4Gpx/s) 

燈源 

 

型號: Nanlite Forza 60 

矽油 

 

聚二甲基矽氧烷 

Polydimethylsiloxane 

(PDMS) 

無色、無味、無毒、不易

揮發的液體。 

黏度：100, 300cSt 

容器 

 

圓形透明塑膠容器 

半徑: 7.5cm 
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針筒(點滴裝置) 

 

針頭內徑直徑: 

1.194mm(16G), 

0.337mm(23G), 

0.210mm(27G) 

Tracker 

 

影像分析軟體 

 

二、實驗配置架設 

 

圖 4、實驗架構簡圖 (未依比例繪製) 

  圖 4 是簡化的實驗架設圖，裝有矽油的容器被固定在振動平台上，並由高速攝影機

從水平或垂直方向拍攝液滴，其中黃色部分為燈光來源。 

攝影機 

振動 

平台 

矽油 
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肆、 研究過程或方法 

一、相關參數 

  下表列出本文實驗所使用的所有相關參數與其範圍。 

表 1、實驗相關參數 

 參數代號          參數意義 數值範圍 

𝜌𝜌   矽油密度 960 − 970 kg 𝑚𝑚−3 

𝑅𝑅  液滴半徑 0.9 − 2 mm 

𝜎𝜎  矽油表面張力係數 0.02 N/m 

𝜇𝜇  液體的黏性係數 (運動黏度) 100 − 350 cSt 

𝑔𝑔  地表重力加速度 9.806 m 𝑠𝑠−2 

𝑓𝑓  液面垂直振動頻率 20 − 100 Hz 

ω  液面垂直振動角頻率 (2𝜋𝜋𝜋𝜋) 125 − 320 rad 𝑠𝑠−1 

γ𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚  最大振動加速度 9.8 − 49 m 𝑠𝑠−1 

ℎ  液面高度 13 − 25 mm 

𝑑𝑑    液滴對平衡距離 0 − 10 mm 

𝑇𝑇𝑠𝑠  振動掃頻週期 10 − 60 s 

 

二、液滴的形成 

  Walker (1978)首次提出了液滴可以穩定存在於靜止的液面上，而有關液滴如何在垂

直振動液面維持穩定，Moláček 與 Bush (2013)的研究已做了深入的探討，故在僅此介紹

其成因。根據他們的研究，在液滴與液面「接觸」時，液滴會受到兩界面中間存有一極

薄的空氣層防止液滴崩潰進入液面。 
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空氣薄層 
 

圖 5、空氣薄層示意圖 

  在一般情況(非振動液面)下，此空氣薄層(圖 5)的厚度會持續縮小至分子間作用力的

作用範圍，而導致兩界面相互結合。此處我們引入流體力學中三個用於衡量表面張力效

應的無因次數，來探討本實驗的使用的矽油可能會展現何種性質，分別是： 

Weber Number 𝑊𝑊𝑊𝑊 =
𝜌𝜌𝑣𝑣𝑐𝑐2𝐿𝐿
𝜎𝜎

  

Ohnesorge Number 𝑂𝑂ℎ = 𝜇𝜇
�𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌𝜌

   Bond Number 𝐵𝐵𝐵𝐵 = 𝜌𝜌𝜌𝜌𝑅𝑅2

𝜎𝜎
 

將矽油的相關數值帶入計算可分別得出𝑊𝑊𝑊𝑊 ≪ 1、𝑂𝑂ℎ ≪ 1、𝐵𝐵𝐵𝐵 < 1。 

  Weber Number可以想做是慣性力和表面張力效應之比，計算結果說明表面張力在

液滴接觸液面時佔有很重要的地位，也是因為有足夠的表面張力，才使得液滴與液面只

隔著空氣薄層仍能暫時保持穩定。 

  Ohnesorge Number則用來度量黏滯力與慣性力和表面張力的關係，根據計算結

果，可看出黏滯力較無法抵抗液滴形變，故應會觀察到液滴落入液面時有明顯的形變效

應。 

  Bond Number則可視為是重力和表面張力的比值，上面的計算結果也說明了表面張

力的重要性。 

  我們偶爾也能在靜止水面上觀察到水滴能停留在水面上一段微小的時間。若液滴從

落入液面並受到液面水平抬升而離開液面的時間，小於該空氣薄層消失的時間，液滴即
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可在此振動液面上做反覆的跳動。在本研究的觀察中也有看到，較低的液滴掉落速率更

有利於液滴存留，可能是因為衝量較低使得空氣層較為穩定導致。 

三、彈跳的液滴 

  Couder 等 (2005)首次觀察到液滴在垂直振動的液面上有持續彈跳與行走的行為，自

此之後就有許多相關的研究探討該現象的性質，這些研究觀察到的現象包括：單顆液滴

的隨機走動、雙液滴的互繞行為(圖 6)、液滴之間的吸引與排斥行為、液滴之間結合後

朝固定方向前進的單元(圖 7)、還有液滴行為與量子行為的類比。 

四、法拉第波 

  在進行實驗時我看到若使用太低的振動頻率或太高的振動加速度，液面會出現奇特

的圖紋(圖 8)，像是液面在進行共振，這種波稱為法拉第波，是容器中液體的慣性與表

面張力互相作用之下產生的一種非線性駐波，當振動頻率低於臨界值，液面就會呈現不

穩定的狀態，這種現象稱為法拉第不穩定性，其中一個特性是它的振動頻率是振動平台

振動頻率的一半。由於法拉第波會將液面上的液滴束縛在其波腹的位置(圖 9)，使我無

法觀察液滴之間的互動關係，故在本文實驗中，只使用高於臨界頻率的振動頻率與較低

的振動加速度，不討論法拉第波造成的影響。 

圖 6、雙液滴互繞 (取自[3]) 圖 7、由兩顆液滴組成的移動單元 
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五、表面波的波形 

  為了要了解液滴之間如何互動，我們必須要知道液滴使用何種方式來進行互動，從

各個實驗的觀察，我們大概可以知道液滴進行遠距離互動的媒介是液滴在液面上產生的

表面波，從 Moláček 與 Bush (2013)和 Milewski, Galeano-Rios, Nachbin, 與 Bush (2015)可以

得到因單顆液滴跳動產生的液面梯度方程式(1) 

∇h =
𝐴𝐴
2

sinΦ𝑖𝑖 ∇�
�𝑓𝑓𝑒𝑒−𝑛𝑛 𝑀𝑀𝑒𝑒⁄

√2𝑛𝑛
𝐽𝐽0(𝑘𝑘𝐹𝐹(𝒙𝒙 − 𝒙𝒙𝒏𝒏))

𝑁𝑁

𝑛𝑛=1

 

圖 8、法拉第波 

 

圖 9、被法拉第波束縛的液滴 

 

(1) 
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其中h是液面高度、Φ𝑖𝑖是液滴撞擊液面的平均相位、N為撞擊次數、𝒙𝒙為液面上的位置向

量、𝒙𝒙𝒏𝒏為第𝑛𝑛次撞擊(當下時刻往過去排序)的液滴位置向量、𝑀𝑀𝑒𝑒稱為記憶參數，是表面 

𝑀𝑀𝑒𝑒 =
𝑇𝑇𝑑𝑑𝑓𝑓

2(1 − 𝛾𝛾
𝛾𝛾𝐹𝐹

)
 

波衰減率的倒數、𝛾𝛾𝐹𝐹是法拉第加速度，為液面產生法拉第波的最小振動加速度、𝑇𝑇𝑑𝑑是未

垂直振動液面上的波衰減時間、𝑘𝑘𝐹𝐹為法拉第波數，可由法拉第波的頻率與波數關係式(2) 

𝜔𝜔2 = 𝑘𝑘𝐹𝐹tanh(𝑘𝑘𝐹𝐹h) �𝐺𝐺 +
𝜎𝜎
𝜌𝜌
𝑘𝑘𝐹𝐹2� 

得出 (Benjamin & Ursell, 1954)，其中𝐺𝐺是液面受到的總加速度，需考慮重力與振動加速

度，可以表示為(3)式， 

G = g + 𝛾𝛾𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚cos(ωt) 

J0則是 0 階的第一類貝索函數(Bessel function)，與1/√𝑥𝑥速率衰減的正弦或餘弦函數類似

(圖 10)。此方程式考慮了每一次液滴

接觸液面對其造成的影響，並可以用

來進一步探討液滴移動時的行為，

不過，在本研究中觀察的是兩顆液

滴的距離達成平衡後的狀態，故可

假設|𝒙𝒙 − 𝒙𝒙𝒏𝒏|皆等於𝑟𝑟，也就是離液

滴中心的距離，又因為𝒙𝒙𝒏𝒏可視為定

值，從而逐次累加後的波形不變，

只有在波的幅度上有變化，故若要只單探討液滴產生的波形則可將(1)式簡化為(4)式，  

Δℎ(𝑟𝑟, 𝑡𝑡) =
𝐴𝐴

�𝑡𝑡 − 𝑡𝑡𝑛𝑛
J0(𝑟𝑟𝑘𝑘𝐹𝐹)𝑒𝑒−(𝑡𝑡−𝑡𝑡𝑛𝑛)𝑓𝑓/2𝑀𝑀𝑒𝑒cos(𝜔𝜔𝜔𝜔/2) 

其中𝑡𝑡表示時間，𝐴𝐴是與時間和位置無關的參數，[4]與[5]內分別有詳細的內容，由於過

於複雜不在此說明，而𝑡𝑡𝑛𝑛可以表示為(5)式，其中𝐹𝐹𝑁𝑁為液滴所受液面正向力，𝑡𝑡𝑐𝑐為液滴與

(2) 

(3) 

(4) 

x 

圖 10、0 階的第一類貝索函數 

J 0
(𝑥𝑥

) 
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液面接觸的時間。 

𝑡𝑡𝑛𝑛 = � 𝐹𝐹𝑁𝑁(𝑡𝑡′)𝑡𝑡′𝑑𝑑𝑡𝑡′
 

𝑡𝑡𝑐𝑐
� 𝐹𝐹𝑁𝑁(𝑡𝑡′)𝑑𝑑𝑡𝑡′

 

𝑡𝑡𝑐𝑐
�  

在此(4)式中可以看到其振幅有隨時間指數衰減的趨勢，為能量耗散的結果。若將此方程

式以軟體畫出，可得到形如圖 11 的圖形，其中藍色實心圓代表與液面接觸的液滴，這

裡可以進一步使用立體的圖表來呈現，

在圖 12 中可以看到漣漪狀的表面從中

心輻射擴散開來，藉由此立體圖像，即

可得知兩個液滴之間的吸引、排斥行

為，可能是取決於液滴該點表面波的梯

度。在圖 13 當中呈現的是兩顆液滴產

生的表面波的疊加，而液滴平衡距離的

出現也極有可能是因液滴被此表面波束

縛在其波腹的位置，如同法拉第波的效

應(圖 9)。  

六、波長與平衡距離 

  這裡可以進一步的觀察(4)式，可以看到其主要影響波腹間隔的因子是貝索函數

J0(𝑟𝑟𝑘𝑘𝐹𝐹)，能夠進一步推測液滴平衡距離應和𝑘𝑘𝐹𝐹有一定的相關性。 

圖 12、液滴表面波立體示意圖 

圖 11、液滴表面波示意圖 

(5) 

圖 13、雙液滴表面波示意圖 
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七、實驗方法 

（一）、液滴產生方法 

  研究不同大小液滴之間的互動行為時，為要進行不同大小液滴的實驗，有產生特定

體積液滴的需求，故在本研究我使用針筒來製造相似體積的微小液滴，透過輕輕擠壓針

筒使針尖的液滴體積緩慢增加，直到表面張力小於重力時滴落，可獲取體積相近的液

滴，使用不同口徑的針頭則可以得到不同半徑的液滴。在此我將液滴視為球體並透過平

均體積來估算每顆液滴的體積，以下是由實驗求得的對不同口徑針筒滴出矽油液滴的平

均液滴大小(表 2)。 

表 2、不同針頭規格所滴出的平均液滴大小 (𝜇𝜇=350cps) 

產生液滴所用針頭

內徑直徑 

1 毫升所需液滴數

(drops/mL) 

單顆液滴平均

體積(μL) 

單顆液滴平均

半徑(mm) 

1.194mm(16G)  96 10.4 1.35 

0.337mm(23G) 218 4.6 1.03 

0.210mm(27G) 270 3.7 0.96 

 

而對於其他體積的液滴，我使用縫紉針挑起液面來產生，但由於縫紉針產生的液滴大小

並不固定，故須由拍攝後於影像處理程式(Tracker)估算其體積。 

（二）、液滴間距離 

  本文定義兩個液滴之間的距離𝑑𝑑，皆為兩液滴中心的水平距離，並使用 Tracker 追蹤

液滴位置來測量液滴間距離。 

（三）、振動台設置 

  本文實驗中的振動皆使用正弦波，其液面隨時間的加速度𝛾𝛾可以寫為下式。 
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𝛾𝛾 = 𝑔𝑔 + γ𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚cos (2𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋𝜋) 

  在實驗中需要用到電動振動台的掃頻功能，來連續觀察不同頻率對液滴平衡距離的

影響，其振動頻率𝑓𝑓對時間𝑡𝑡的變化如圖 14，其中橫軸是簡化過的時間，顯示經過的掃

頻周期數，𝑓𝑓𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚與𝑓𝑓𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚分別代表掃頻中的最低與最高頻率，可以看到頻率在掃頻範圍內

以三角波的形式來回震盪。 

八、實驗探究 

（一）、觀察振動頻率對液滴對平衡距離的影響 

（二）、觀察最大振動加速度對液滴對平衡距離的影響 

（三）、觀察推擠液滴(外部干擾)對液滴對的影響 

伍、研究結果 

一、振動頻率與液滴對平衡距離的關係 

  在本實驗中，我使用電動振動台的掃頻功能(sweep)來緩慢調整振動頻率，以觀察頻

率對液滴對(pair)平衡距離𝑑𝑑的影響，從圖 15 與圖 16 中可以觀察到資料呈現近似於一直

𝑡𝑡 / 𝑇𝑇𝑠𝑠 
圖 14、振動台掃頻時的頻率隨時間變化圖 

𝑓𝑓𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 

𝑓𝑓𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 
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線，隨著頻率上升，平衡距離下降，有關進一步的分析，會在討論部分說明。 

  

圖 15、液面垂直振動頻率對液滴對平衡距離 ℎ = 2.5cm, γ𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 4g, 𝜇𝜇 = 100cSt, 兩液滴 𝑅𝑅 = 1.53mm 

 

圖 16、液面垂直振動頻率對液滴對平衡距離 ℎ = 1.9cm, γ𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 4g, 𝜇𝜇 = 350cSt, 兩液滴 𝑅𝑅 = 1.03mm 
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二、最大振動加速度與液滴對平衡距離的關係 

  本實驗同樣使用掃頻功能並皆在𝑓𝑓 = 25~30Hz之間震盪，頻率隨時間做線性的改

變，觀察不同最大振動加速度γ𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚對液滴對(pair)平衡距離𝑑𝑑的影響，此處使用兩種液面

高度比較平衡距離在γ = 4g和γ = 5g下的差異，圖中𝑡𝑡代表時間，呈現一個完整頻率震盪

周期的資料。從圖 17 與圖 18 中可以觀察到平衡距離在γ = 4g的情況下普遍大於γ = 5g

時的情況，也可以看到平衡距離隨振動的頻率變化，其中低點頻率為30Hz，高點頻率

為25Hz。 

 

 

 

 

𝑡𝑡 / 𝑇𝑇𝑠𝑠 
圖 17、液面垂直振動加速度對平衡距離的影響 

其中紅色資料點γ𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 4g, 黑色資料點γ𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 5g, 

 ℎ = 2.5𝑐𝑐𝑐𝑐, 𝜇𝜇 = 350cSt, 兩液滴 𝑅𝑅 = 1.03mm 

d 
( m

m
)  
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三、推擠液滴對液滴對平衡距離的影響 

  在本實驗我使用針頭去推擠液滴對的其中一顆液滴來模擬液滴受到擠壓的情形，從

圖 19 與圖 20 中可以明顯看出有 V 形的資料出現，V 形中端點前部分代表液滴受擠壓的

情形，而端點後部分代表液滴回彈至平衡距離，從圖 19 與圖 20 可以看到對於γ =

4.5g(黑)的情形來說，在每次的推擠後液滴皆可回到原先的平衡距離，但在γ = 4g(紅)的

情況則觀察到推擠後液滴並非每次皆會回彈至原先的平衡距離，而可能會獲得一個新的

平衡距離，此平衡距離為兩顆液滴直接接觸(靠在一起)的情形，如圖 19 與圖 20 中最後

水平線所代表的距離。此外我們也可以透過推擠距離來比較此兩種加速度下的回彈情

形，在圖 19 中，可以發現在這兩種振動加速度下都推擠到約 3mm 的距離後釋放，而只

有在較高的加速度下會回彈至原先的平衡距離，在圖 20 也可以觀察到相似的現象，從

這個觀察，我們可以得知一些液滴表面波的性質，會在接下來進行討論，在此不進行贅

述。 

𝑡𝑡 / 𝑇𝑇𝑠𝑠  
圖 18、液面垂直振動加速度對平衡距離的影響 

其中紅色資料點γ𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 4g, 黑色資料點γ𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 5g, 

 ℎ = 1.9𝑐𝑐𝑐𝑐, 𝜇𝜇 = 350cSt, 兩液滴 𝑅𝑅 = 1.03mm 

 

d 
( m

m
)  
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t (s) 

圖 19、推擠液滴對平衡距離的影響 

其中紅色資料點γ𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 4g, 黑色資料點γ𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 4.5g, 

ℎ = 1.9cm, 𝜇𝜇 = 350cps, 𝑓𝑓 = 25Hz, 兩液滴 𝑅𝑅 = 1.35mm 

d 
( m

m
)  

 

t (s) 

圖 20、推擠液滴對平衡距離的影響 

其中紅色資料點γ𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 4g, 黑色資料點γ𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 4.5g, 

ℎ = 2.5cm, 𝜇𝜇 = 350cps, 𝑓𝑓 = 25Hz, 兩液滴 𝑅𝑅 = 1.35mm 

d 
( m

m
)  
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陸、討論 

一、振動頻率與平衡距離 

  在理論部分談到平衡距離與J0(𝑟𝑟𝑘𝑘𝐹𝐹)的可能相關性，此處進行深入的探討。首先，從

(2)式我可以作出ω對𝑘𝑘𝐹𝐹在近於本文實驗參數的關係圖(圖 21)，可以看到ω在本文實驗範

圍(125 − 320 rad 𝑠𝑠−1)內可近似於一直線，其範圍內近似後的線性方程式可寫為 

𝑘𝑘𝐹𝐹 = 4.73ω − 286 

將其帶入(4)式中的貝索函數可以得到(6)式 

J0(𝑟𝑟(4.73ω − 286)) 

我們可以猜測液滴的平衡距離應該跟貝索函數的低點有關，原因是低點有較低的位能，  

(6) 

𝑘𝑘𝐹𝐹 (𝑚𝑚−1) 

圖 21、ω對𝑘𝑘𝐹𝐹的關係圖 

ℎ = 2.5cm, γ𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 4g, 𝜎𝜎 = 0.022N/m, 𝜌𝜌 = 965kg/𝑚𝑚3 

ω
 (r

ad
/s

) 
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容易將液滴束縛在其中，這裡取貝索函數微分後為零的點，在圖 22 中，我將貝索函數 

乘上負號以符合液滴撞擊液面時的中心凹陷情形，此處列出前四個𝑥𝑥 > 0的低點位置，

此處我們取第一個點，也就是 𝑥𝑥 = 7.02作為假想的液滴平衡位置，可以在接下來的方程

式看出，其作用僅為提供一常數，這裡(5)式函數括號內的數值須等於 7.02，如下式 

𝑟𝑟(4.73ω − 286) = 7.02 

若將𝑟𝑟與ω代換為𝑑𝑑與𝑓𝑓來表示則可以得到(7)式 

𝑑𝑑 =
7.02

29.72𝑓𝑓 − 286
 

 

 

 

𝑥𝑥 

圖 22、貝索函數低點位置 

-J 0
(𝑥𝑥

) 

(7) 



19 

 

將(7)式與實驗數據比對可得圖 23 與圖 24，可以看到理論線與實驗線數值相差近一倍，

表示當初取的𝑥𝑥 = 7.02需要修正，經過擬合常數修正後的𝑑𝑑可表示為(8)， 

𝑑𝑑 =
3.30

29.72𝑓𝑓 − 286
 

並可畫出圖 25、圖 26。 

(8) 

圖 23、理論平衡距離與實驗數據的比較 

其中紅色線由(7)式計算得出，黑色為實驗數據 

ℎ = 2.5cm, γ𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 4g, 𝜇𝜇 = 100cSt, 
兩液滴 𝑅𝑅 = 1.53mm 

圖 24、理論平衡距離與實驗數據的比較 

其中紅色線由(7)式計算得出，黑色為實驗數據 

ℎ = 1.9cm, γ𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 4g, 𝜇𝜇 = 350cSt, 
兩液滴 𝑅𝑅 = 1.03mm 

圖 25、修正後的理論平衡距離與實驗數據的比較 

其中紅色線由(8)式計算得出，黑色為實驗數據 

ℎ = 2.5cm, γ𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 4g, 𝜇𝜇 = 100cSt, 
兩液滴 𝑅𝑅 = 1.53mm 

圖 26、修正後的理論平衡距離與實驗數據的比較 

其中紅色線由(8)式計算得出，黑色為實驗數據 

ℎ = 1.9cm, γ𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 4g, 𝜇𝜇 = 350cSt, 
兩液滴 𝑅𝑅 = 1.03mm 
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從圖 25 與圖 26 中可以看到(8)式有相當好的擬合程度。 

二、最大振動加速度與平衡距離 

  從第二部分實驗可以看出最大振動加速度γ𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚的增加會導致平衡距離𝑑𝑑的減少，

此處我們可以考慮液滴撞擊液面時造成的液面變形(凹陷)(圖 27)，我觀察到較大液滴撞

擊液面或者γ𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚提升時，其周圍的液面會與普通的漣漪狀波形有較大的差異，液面形狀

會逐漸由凹陷變形主導，可以用撞擊時的液滴動量轉移來解釋，這導致了(4)式有修正的

空間，我推測液面應會變得像圖 28 的樣子，凹陷造成的表面梯度改變導致平衡位置朝

向中心內縮，在振動加速度與平衡距離關係的實驗可以看出這個趨勢，然而，在推擠液

滴對液滴對平衡距離的影響的實驗中，γ𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚提升使得液滴較不易因推擠而靠在一起，成

因在下一節進行討論。 

三、推擠液滴 

  從推擠液滴對液滴對平衡距離的影響的實驗中，可以看出似乎有一個「柵欄」在阻

擋液滴靠近，其成因查看圖 28 便一目了然，若平衡距離處在中心液滴旁第一個凹陷

處，則可以看到波峰像是山丘一般擋住了液滴，這也是波束縛液滴的情形。若提升

γ𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚，可以觀察到表面波使得液滴較不易因推擠而靠在一起，推論是因γ𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚的提升造

圖 27、液滴造成液面變形 

圖 28、液面凹陷示意圖 
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成表面波振幅的上升，使得平衡位置𝑑𝑑雖然減少，但跨越波峰的所需能量(難度)卻提升

了。 

柒、結論 

一、振動頻率對液滴的影響 

（一）、垂直振動的頻率上升會使得液滴對的平衡距離縮短。 

（二）、液滴對的平衡距離𝑑𝑑對振動頻率的關係𝑓𝑓可以使用下式來表示。 

𝑑𝑑 =
3.30

29.72𝑓𝑓 − 286
 

二、最大振動加速度對液滴的影響 

（一）、最大振動加速度的提升會導致液滴撞擊液面時有更深更廣的凹陷。 

（二）、最大振動加速度的提升會使平衡距離縮短，其原因與液滴造成的凹陷有關。 

三、推擠液滴對液滴對的影響 

（一）、推擠液滴可以給予液滴能量去脫離表面波的束縛。 

（二）、若推擠液滴的能量不足，液滴會回彈至平衡距離。 

四、相關物理現象 

（一）、液滴得以在液面上存留是倚賴液滴底部與液面中間的空氣薄層。 

（二）、過低的振動頻率與過高的振動加速度會使液面產生法拉第波，其會將液滴束縛

在波腹位置，在液滴產生的表面波也可以看到束縛其他液滴的現象。 

（三）、垂直振動的液面上的液滴之間會出現隨機走動、互繞、吸引、排斥、朝固定方

向走動等行為，且這些行為可能同時出現。 

五、相關實際應用 

  在化學、生物等領域或微流體相關實驗，可能會牽涉到微量液體的混合反應與控
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制，此時即可利用液滴在振動液面上的彈跳與互動行為來達到目的，包括可以控制的分

離距離(平衡距離)來分別樣品避免混合，還有可調整的樣品移動速度與移動方向，此

外，本方法也可以防止液體汙染所使用的容器，免去清洗上的困擾，實為一種有趣的解

決方案。 
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【評語】051806  

本實驗作品探討油滴於垂直振動之面上維持穩定、規則跳動

移動的機制，特別是探討油滴之間產生平衡距離的方式、成因、

探討振動頻率對液滴之間平衡距離的影響、探討振動加速度對液

滴之間平衡距離的影響以及外部干擾的影響。油滴於垂直振動面

上維持穩定以及移動的實驗已是個常被探討的實驗，本實驗在設

計、數據、分析以及探討的議題上並沒有突出不同的結果，可再

探索多液滴的運動及其統計行為以顯現新穎物理現象。 

051806-評語 
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液滴在垂直振動液面上的交互作用

高級中等學校組物理與天文學科



前言

2

科學家發現在一些條件下，

液滴可以在垂直振動的液面

上保持完整，並持續地反覆

跳動。

兩顆在垂直振動的液面上跳

動的液滴之間在不同的條件

下存在一些有趣的交互作用，

包括相互吸引、排斥、互繞、

自我推進等。

液滴在互相吸引（或排斥）之

後，會停留在一個平衡距離，

此時兩液滴距離不再改變，

受到微小擾動後也會趨於保持

此平衡距離。



研究方法

3

1. 液滴的交互作用應受其產生的表

面波影響。

2. 液滴該處的表面波梯度決定液滴

的受力方向。

研究問題

研究假設

1. 油滴之間產生平衡距離的方式與

模型？

2. 振動頻率、振動加速度與外部干

擾對液滴之間平衡距離的影響為

何？

電動振動台

矽油

針筒 攝影機

電腦



定義

4

代號 意義 數值範圍

𝑅 液滴半徑 0.9 − 2 mm

𝜎 矽油表面張力係數 0.02 N/m

𝜇 液體的黏性係數 (運動黏度) 100 − 350 cSt

𝑓 液面垂直振動頻率 20 − 100 Hz

ω 液面垂直振動角頻率 (2𝜋𝑓) 125 − 320 rad 𝑠−1

γ𝑚𝑎𝑥 最大振動加速度 9.8 − 49 m 𝑠−1

ℎ 液面高度 13 − 25 mm

𝑑 液滴對平衡距離 0 − 10mm

𝑇𝑠 振動掃頻週期 10 − 60 s

ℎ

𝑑



圖二、兩液滴停留在平衡距離

實驗方法

5

• 正弦波振動波形

• 振動台掃頻功能

• 控制針頭內徑

控制液滴體積、半徑
𝑡 / 𝑇𝑠

𝑓𝑚𝑖𝑛

𝑓𝑚𝑎𝑥

圖一、振動台掃頻頻率隨時間變化圖

液滴的形成

空氣薄層

Weber Number 𝑊𝑒 =
𝜌𝑣𝑐

2𝐿

𝜎

Ohnesorge Number 𝑂ℎ =
𝜇

𝜌𝜎𝑅

Bond Number 𝐵𝑜 =
𝜌𝑔𝑅2

𝜎

• 液滴與液面間形成空氣薄層

• 持續時間短

• 消失前液滴需被彈離液面

• 𝑊𝑒 ≪ 1、𝑂ℎ ≪ 1、𝐵𝑜 < 1



表面波的波形

6

Δh r, t =
A

t − tn
J0 rkF e−(t−tn Τ) TFMecos Τ𝜔𝑡 2

x

J 0
(𝑥
)

ω2 = G +
σ

ρ
kF
2 kFtanh(kFh)

(2)

(1)

(1)、(2) 出自 Milewski, Galeano-Rios, Nachbin & Bush (2015)

圖三、平衡距離的形成



小結隨著振動頻率上升，平衡距離有縮短的趨勢。

研究結果 𝒇 − 𝒅
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ℎ = 2.5cm, γ𝑚𝑎𝑥 = 4g

𝜇 = 100cSt, 兩液滴 𝑅 = 1.53mm

圖四、液面垂直振動頻率對液滴對平衡距離

ℎ = 1.9cm, γ𝑚𝑎𝑥 = 4g

𝜇 = 100cSt,兩液滴 𝑅 = 1.53mm

(a) (b)

目的探討振動頻率對平衡距離的影響

𝑅 液滴半徑

𝜇 液體運動黏度

𝑓 液面垂直振動頻率

γ𝑚𝑎𝑥 最大振動加速度

ℎ 液面高度

𝑑 液滴對平衡距離



γ𝑚𝑎𝑥 最大振動加速度

ℎ 液面高度

𝑇𝑠 振動掃頻週期

研究結果 𝜸𝒎𝒂𝒙 − 𝒅
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ℎ = 1.9𝑐𝑚, 𝜇 = 350cSt
兩液滴 𝑅 = 1.03mm

圖五、液面垂直振動加速度對平衡距離的影響（掃頻範圍 25~30Hz）
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𝒕 / 𝑻𝒔

ℎ = 2.5𝑐𝑚, 𝜇 = 350cSt
兩液滴 𝑅 = 1.03mm

(a) (b)

目的探討最大振動加速度對平衡距離的影響

小結較大的振動加速度會導致較小的平衡距離。

𝑅 液滴半徑

𝜇 液體運動黏度

𝑓 液面垂直振動頻率



研究結果 – 外部干擾
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圖六、推擠液滴對平衡距離的影響

推擠液滴後釋放，使液滴對自然回彈至平衡距離

(b) ℎ = 2.5cm, 𝜇 = 350cSt

𝑓 = 25Hz, 兩液滴 𝑅 = 1.35mm

(a) ℎ = 1.9cm, 𝜇 = 350cSt

𝑓 = 25Hz, 兩液滴 𝑅 = 1.35mm

目的探討外部干擾（推擠）對平衡距離的影響

小結較大的振動加速度使液滴之間有較強的排斥能力。

相同推擠強度下的不同表現



𝒇 − 𝒅理論
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ℎ = 1.9cm
γ𝑚𝑎𝑥 = 4g
𝜇 = 350cSt

兩液滴 𝑅 = 1.03mm

𝒌𝑭 (𝒎
−𝟏)

𝛚
(𝐫
𝐚
𝐝
/𝐬
)

圖七、ω對𝑘𝐹的關係圖
ℎ = 2.5cm, γ𝑚𝑎𝑥 = 4g, 𝜇 = 350cSt

𝑑 =
3.30

29.72𝑓 − 286

可由𝑘𝐹 − ω近似關係並假設rkF為定值得出

ℎ = 2.5cm
γ𝑚𝑎𝑥 = 4g
𝜇 = 100cSt

兩液滴 𝑅 = 1.53mm

(a)

(b)

圖八、理論平衡距離與實驗數據比較

Δh r, t =
A

t − tn
J0 rkF e−(t−tn Τ) TFMecos Τ𝜔𝑡 2

r² = 0.957

r² = 0.948



討論
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表面波

振幅上升

跨越難度

提升
加速度上升 撞擊力上升

• 垂直振動的頻率上升

表面波波長縮短

液滴對的平衡距離縮短

• 最大振動加速度提升

凹陷主導表面形狀

 平衡位置（低點）內縮

 液滴對的平衡距離縮短
圖九、與參考資料[2]實驗的比較



結論
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 振動頻率對液滴對的影響

 振動頻率與平衡距離呈現負相關。

 找出了液滴對的平衡距離𝑑對振動頻率𝑓的關

係。

 最大振動加速度對液滴對的影響

 最大振動加速度與平衡距離呈現負相關。

 最大振動加速度的提升會使平衡距離縮短，

其原因與液滴造成的凹陷有關。

 推擠液滴對液滴對的影響

 推擠液滴可以給予液滴能量去脫離表面波的

束縛。

 若推擠液滴的能量不足，液滴會回彈至平衡

距離。

 未來展望與實際應用

 將加速度加入平衡距離關係式中。

 生物與化學領域操控微流體分離距離。
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