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摘要 

    托勒密定理可以證明在正多邊形的外接圓上任取一點，此點到遠頂點的距離和與到最近

兩頂點的距離和之比值為定值。為了方便討論，不妨設此動點固定在正多邊形之外接圓的某

一弧上，則不論奇偶性，我們發現圓內接正多邊形的線段定和之特性。同時發現：奇數邊數

正多邊形，當邊數𝟐𝟐𝒏𝒏 + 𝟑𝟑以上時，會滿足此動點到奇頂點的距離𝟐𝟐𝒏𝒏 + 𝟏𝟏次方和與到偶頂點的

距離𝟐𝟐𝒏𝒏 + 𝟏𝟏次方和相等。無獨有偶，偶數邊數正多邊形，當邊數𝟐𝟐𝒏𝒏 + 𝟐𝟐以上時，會滿足此動

點到奇頂點的距離𝟐𝟐𝒏𝒏次方和與到偶頂點的距離𝟐𝟐𝒏𝒏次方和相等。 

 

壹、前言 

一、研究動機 

    科學研習月刊森棚教官的數學題 (參[1] ) 中發現：「畫正三角形與外接圓，然後在圓上任

取一點，則此點到較遠頂點的距離會等於到較近兩頂點的距離和。」，我們好奇地想探討正

多邊形會不會有相同的性質？  

 

二、研究目的 

(一)若將「在正三角形的外接圓上任取一點，則此點到較遠頂點的距離會等於到較近兩頂點 

    的距離和」推廣到其它正多邊形，是否有相同的性質，若否，則探討是否有其它類似 

    的關係式，並設法證明。 

(二)在正奇數𝟐𝟐𝒏𝒏 + 𝟏𝟏(𝒏𝒏 ≥ 𝟏𝟏)邊形的外接圓上任取一點，則此點到奇頂點的距離和與到偶頂

    點的距離和是否有一定的關係，若有，並設法證明。 

(三)在正偶數𝟐𝟐𝒏𝒏(𝒏𝒏 ≥ 𝟐𝟐)邊形的外接圓上任取一點，則此點到奇頂點的距離平方和與到偶頂 

    點的距離平方和是否有一定的關係，若有，並設法證明。 

(四)在正奇數𝟐𝟐𝒏𝒏 + 𝟏𝟏(𝒏𝒏 ≥ 𝟐𝟐)邊形的外接圓上任取一點，則此點到奇頂點的距離𝟐𝟐𝒏𝒏 − 𝟏𝟏次方 

    和與到偶頂點的距離𝟐𝟐𝒏𝒏 − 𝟏𝟏次方和是否有一定的關係，若有，並設法證明。 

(五)在正偶數𝟐𝟐𝒏𝒏(𝒏𝒏 ≥ 𝟑𝟑)邊形的外接圓上任取一點，則此點到奇頂點的距離𝟐𝟐𝒏𝒏 − 𝟐𝟐次方和與 

    到偶頂點的距離𝟐𝟐𝒏𝒏 − 𝟐𝟐次方和是否有一定的關係，若有，並設法證明。 
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圖 1.3.1. 研究流程圖 

三、研究流程圖 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

四、本研究的特色 

    本研究的特色是將圓上兩點的距離轉換成複數平面上兩個複數的距離，並經由化簡可合

成一正弦函數，又利用歐拉公式與二項式定理可將此正弦函數的冪次方，降冪成餘弦或正弦

函數的一次式，最後利用複數的 N 次方根和為 0 的性質，成功地證出正 N 邊形外接圓上動

點到奇偶頂點的距離冪次和為定值的性質。而本研究的另一個特色，是研究高次方距離和。 

 

貳、文獻探討 

 
文獻 2.1. 托勒密 Ptolemy 定理(西元 150 年) 

 

文獻 2.2. 複數的運算性質 

 

設𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨𝑨為圓內接四邊形，四邊依序為𝑎𝑎, 𝑏𝑏, 𝑐𝑐,𝑑𝑑，對角線為𝒙𝒙,𝒚𝒚，則 𝒙𝒙𝒙𝒙 = 𝒂𝒂𝒂𝒂 + 𝒃𝒃𝒃𝒃。 

1. |𝐙𝐙𝟏𝟏 − 𝐙𝐙𝟐𝟐| = 點𝐙𝐙𝟏𝟏與點𝐙𝐙𝟐𝟐的距離。 

2. |𝐙𝐙|𝟐𝟐 = 𝐙𝐙𝐙𝐙�。 

3. 𝟏𝟏 + 𝛚𝛚 + 𝝎𝝎𝟐𝟐 + ⋯⋯+ 𝝎𝝎𝒏𝒏−𝟏𝟏 = 𝟎𝟎(𝛚𝛚 = 𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜𝐜 𝟐𝟐𝟐𝟐
𝒏𝒏

+ 𝓲𝓲𝓲𝓲𝓲𝓲𝓲𝓲 𝟐𝟐𝟐𝟐
𝒏𝒏

)。 
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文獻 2.3. 王啟光。(參[2]) 

    該作品從正三角形外接圓上一點的性質說起，分別利用三角幾何及托勒密定理證出正五

邊形也有類似的性質，接著利用複數極式來證明此性質可以推廣到任意奇數邊正多邊形。該

作品的定理證明引導本研究中外接圓上動點到頂點的距離公式。 

 

文獻 2.4. 陳姿妤等。(參[3]) 

    該作品在探討「正 n 邊形外接圓弧上一動點，至各頂點距離關係的定值性質」，主要的

手法是：三角幾何以及複數極式來證明一些在多邊形動點到頂點的一些長度、面積定值的證

明。幾何的證明主要是靠孟氏定理及托勒密定理；複數方法主要是藉助三角函數積化和差和

和差化積的公式。本作品的引理 4.3.有參考此文的引理二，並將其延伸出兩個重要的性質。 

 

文獻 2.5. 姜硯凱等。(參[4]) 

    該作品由三部分組成。第一部分是探討圓上一點 P 至圓內接正多邊形各頂點距離的關

係。第二部分探討圓上一點 P 至圓內接多邊形對角線的垂線及與過圓內接多邊形頂點的切

線垂線距離的關係。第三部分是探討圓上一點 P 在圓內接多邊形邊長的投影長度與過圓內

接多邊形頂點切線上的投影長度的關係。本作品的定理 7.2.參考此文的定理 2-3，但證明方

法並不相同。 

 

    本研究針對正多邊形外接圓上動點到奇偶頂點的距離冪次和為定值做進一步的探討，並

將正多邊形分成奇偶兩類各自推廣，最後獲得一致性的結論。 

4. |𝐙𝐙𝟏𝟏 ⋅ 𝐙𝐙𝟐𝟐| = |𝐙𝐙𝟏𝟏| ⋅ |𝐙𝐙𝟐𝟐|。 

5. 棣美弗定理：(𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝛂𝛂 + 𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝛂𝛂)𝒏𝒏 = 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄(𝒏𝒏𝒏𝒏) + 𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊(𝒏𝒏𝒏𝒏)。 

6. 歐拉公式：𝒆𝒆𝒊𝒊𝒊𝒊 = 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄 + 𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊。 
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參、距離和之比值問題 

 

性質 3. 1. 正三角形的外接圓上動點到較遠頂點的距離與到較近兩頂點的距離和之比值為 1 

 

[證明]  如圖 3.2.，因為 在四邊形PA1A3A2中， 

       1 × PA1����� + 1 × PA2����� = 1 × PA3�����，所以 
PA3������

PA1������+PA2������ = 1。 

 

 

我們試著探討正四邊形至正七邊形的情形如下： 

 

性質 3.3. 正 N 邊形的外接圓上動點到遠頂點的距離和與到最近兩頂點的距離和之比值為 

         定值 

 

[證明] 

(1)正四邊形 

  如圖 3.4.，因為 在四邊形𝑃𝑃𝑃𝑃1𝐴𝐴3𝐴𝐴2中，1 × 𝑃𝑃𝑃𝑃1����� +
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2π4
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠π4

× 𝑃𝑃𝑃𝑃2����� = 1 × 𝑃𝑃𝑃𝑃3�����； 

  在四邊形𝑃𝑃𝑃𝑃1𝐴𝐴4𝐴𝐴2中， 
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2π4
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠π4

× 𝑃𝑃𝑃𝑃1����� + 1 × 𝑃𝑃𝑃𝑃2����� = 1 × 𝑃𝑃𝑃𝑃4�����，所以 
𝑃𝑃𝑃𝑃3������+𝑃𝑃𝑃𝑃4������

𝑃𝑃𝑃𝑃1������+𝑃𝑃𝑃𝑃2������ =
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2π4
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠π4

+ 1。 

 

(2)正五邊形 

如圖 3.5.，因為 在四邊形𝑃𝑃𝑃𝑃1𝐴𝐴3𝐴𝐴2中，1 × 𝑃𝑃𝑃𝑃1����� +
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3𝜋𝜋5
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜋𝜋5

× 𝑃𝑃𝑃𝑃2����� = 1 × 𝑃𝑃𝑃𝑃3�����； 

在四邊形𝑃𝑃𝑃𝑃1𝐴𝐴4𝐴𝐴2中， 
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3𝜋𝜋5
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜋𝜋5

× 𝑃𝑃𝑃𝑃1����� +
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝜋𝜋5
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜋𝜋5

× 𝑃𝑃𝑃𝑃2����� = 1 × 𝑃𝑃𝑃𝑃4�����； 

  在四邊形𝑃𝑃𝑃𝑃1𝐴𝐴5𝐴𝐴2中， 
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝜋𝜋5
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜋𝜋5

× 𝑃𝑃𝑃𝑃1����� + 1 × 𝑃𝑃𝑃𝑃2����� = 1 × 𝑃𝑃𝑃𝑃5�����，所以 
𝑃𝑃𝑃𝑃3������+𝑃𝑃𝑃𝑃4������+𝑃𝑃𝑃𝑃5������

𝑃𝑃𝑃𝑃1������+𝑃𝑃𝑃𝑃2������ =
2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2π5
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠π5

+ 1。 

  

為了方便討論，在正 N 邊形𝐴𝐴1𝐴𝐴2 ⋯𝐴𝐴𝑁𝑁中的外接圓上，設 P 點為𝐴𝐴1𝐴𝐴2�上任一點，並且設

此正 N 邊形的邊長為 1。 

圖 3.2. 

A2

A1

A3

P
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(3)正六邊形 

如圖 3.6.，因為 在四邊形𝑃𝑃𝑃𝑃1𝐴𝐴3𝐴𝐴2中，1 × 𝑃𝑃𝑃𝑃1����� +
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠4𝜋𝜋6
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜋𝜋6

× 𝑃𝑃𝑃𝑃2����� = 1 × 𝑃𝑃𝑃𝑃3�����； 

在四邊形𝑃𝑃𝑃𝑃1𝐴𝐴4𝐴𝐴2中，
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠4𝜋𝜋6
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜋𝜋6

× 𝑃𝑃𝑃𝑃1����� +
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3𝜋𝜋6
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜋𝜋6

× 𝑃𝑃𝑃𝑃2����� = 1 × 𝑃𝑃𝑃𝑃4�����； 

在四邊形𝑃𝑃𝑃𝑃1𝐴𝐴5𝐴𝐴2中，
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3𝜋𝜋6
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜋𝜋6

× 𝑃𝑃𝑃𝑃1����� +
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝜋𝜋6
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜋𝜋6

× 𝑃𝑃𝑃𝑃2����� = 1 × 𝑃𝑃𝑃𝑃5�����； 

在四邊形𝑃𝑃𝑃𝑃1𝐴𝐴6𝐴𝐴2中，
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝜋𝜋6
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜋𝜋6

× 𝑃𝑃𝑃𝑃1����� + 1 × 𝑃𝑃𝑃𝑃2����� = 1 × 𝑃𝑃𝑃𝑃6�����， 

  所以 
𝑃𝑃𝑃𝑃3������+𝑃𝑃𝑃𝑃4������+𝑃𝑃𝑃𝑃5������+𝑃𝑃𝑃𝑃6������

𝑃𝑃𝑃𝑃1������+𝑃𝑃𝑃𝑃2������ =
2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2π6 +𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠

3π
6

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠π6
+ 1。 

 

 

 

 

 

 

 

 
(4)正七邊形 

  如圖 3.7.，因為 在四邊形𝑃𝑃𝑃𝑃1𝐴𝐴3𝐴𝐴2中，1 × 𝑃𝑃𝑃𝑃1����� +
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠5𝜋𝜋7
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜋𝜋7

× 𝑃𝑃𝑃𝑃2����� = 1 × 𝑃𝑃𝑃𝑃3�����； 

  在四邊形𝑃𝑃𝑃𝑃1𝐴𝐴4𝐴𝐴2中，
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠5𝜋𝜋7
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜋𝜋7

× 𝑃𝑃𝑃𝑃1����� +
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠4𝜋𝜋7
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜋𝜋7

× 𝑃𝑃𝑃𝑃2����� = 1 × 𝑃𝑃𝑃𝑃4�����； 

  在四邊形𝑃𝑃𝑃𝑃1𝐴𝐴5𝐴𝐴2中，
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠4𝜋𝜋7
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜋𝜋7

× 𝑃𝑃𝑃𝑃1����� +
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3𝜋𝜋7
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜋𝜋7

× 𝑃𝑃𝑃𝑃2����� = 1 × 𝑃𝑃𝑃𝑃5�����； 

  在四邊形𝑃𝑃𝑃𝑃1𝐴𝐴6𝐴𝐴2中，
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3𝜋𝜋7
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜋𝜋7

× 𝑃𝑃𝑃𝑃1����� +
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝜋𝜋7
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜋𝜋7

× 𝑃𝑃𝑃𝑃2����� = 1 × 𝑃𝑃𝑃𝑃6�����； 

  在四邊形𝑃𝑃𝑃𝑃1𝐴𝐴7𝐴𝐴2中，
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝜋𝜋7
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜋𝜋7

× 𝑃𝑃𝑃𝑃1����� + 1 × 𝑃𝑃𝑃𝑃2����� = 1 × 𝑃𝑃𝑃𝑃7�����， 

  所以 
𝑃𝑃𝑃𝑃3������+𝑃𝑃𝑃𝑃4������+𝑃𝑃𝑃𝑃5������+𝑃𝑃𝑃𝑃6������+𝑃𝑃𝑃𝑃7������

𝑃𝑃𝑃𝑃1������+𝑃𝑃𝑃𝑃2������ =
2(𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2π7 +𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠

3π
7 )

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠π7
+ 1。 

  

圖 3.4. 

A3

A2

A1

A4

P

圖 3.5. 

A4

A3

A2

A1

A5

P

圖 3.6. 

A5A4

A3

A2 A1

A6

P

圖 3.7. 

A6A5

A4

A3

A2
A1

A7

P
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(5)一般化 

   (ⅰ)正𝟐𝟐𝒏𝒏 + 𝟏𝟏邊形： 

    如圖 3.8.，因為 在四邊形𝑃𝑃𝐴𝐴1𝐴𝐴3𝐴𝐴2中，1 × 𝑃𝑃𝑃𝑃1����� +
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝑛𝑛−1)𝜋𝜋

2𝑛𝑛+1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋

2𝑛𝑛+1
× 𝑃𝑃𝑃𝑃2����� = 1 × 𝑃𝑃𝑃𝑃3�����； 

    在四邊形𝑃𝑃𝐴𝐴1𝐴𝐴4𝐴𝐴2中，
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝑛𝑛−1)𝜋𝜋

2𝑛𝑛+1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋

2𝑛𝑛+1
× 𝑃𝑃𝑃𝑃1����� +

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝑛𝑛−2)𝜋𝜋
2𝑛𝑛+1

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋
2𝑛𝑛+1

× 𝑃𝑃𝑃𝑃2����� = 1 × 𝑃𝑃𝑃𝑃4�����； 

    以此類推⋯，在四邊形𝑃𝑃𝐴𝐴1𝐴𝐴𝑛𝑛𝐴𝐴2中，
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑛𝑛+3)𝜋𝜋

2𝑛𝑛
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋

2𝑛𝑛+1
× 𝑃𝑃𝑃𝑃1����� +

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑛𝑛+2)𝜋𝜋
2𝑛𝑛

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋
2𝑛𝑛+1

× 𝑃𝑃𝑃𝑃2����� = 1 × 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛������；⋯ 

               在四邊形𝑃𝑃𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝑛𝑛𝐴𝐴2中，
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜋𝜋

2𝑛𝑛+1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋

2𝑛𝑛+1
× 𝑃𝑃𝑃𝑃1����� +

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝜋𝜋
2𝑛𝑛+1

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋
2𝑛𝑛+1

× 𝑃𝑃𝑃𝑃2����� = 1 × 𝑃𝑃𝑃𝑃2𝑛𝑛�������； 

                在四邊形𝑃𝑃𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝑛𝑛+1𝐴𝐴2中，
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2𝜋𝜋

2𝑛𝑛+1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋

2𝑛𝑛+1
× 𝑃𝑃𝑃𝑃1����� + 1 × 𝑃𝑃𝑃𝑃2����� = 1 × 𝑃𝑃𝑃𝑃2𝑛𝑛+1����������， 

    所以 
𝑃𝑃𝑃𝑃3������+𝑃𝑃𝑃𝑃4������+𝑃𝑃𝑃𝑃5������+⋯+𝑃𝑃𝑃𝑃2𝑛𝑛+1�����������

𝑃𝑃𝑃𝑃1������+𝑃𝑃𝑃𝑃2������  

       =
2[𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 2π

2𝑛𝑛+1+𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
3π

2𝑛𝑛+1+⋯⋯+𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
𝑛𝑛π
2𝑛𝑛+1]

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 π
2𝑛𝑛+1

+ 1 

       =
2∑ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑘𝑘𝑘𝑘

2𝑛𝑛+1
𝑛𝑛
𝑘𝑘=2

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 π
2𝑛𝑛+1

+ 1。 

 

 

 

 

(ⅱ)正𝟐𝟐𝒏𝒏邊形： 

   如圖 3.9.，因為 在四邊形𝑃𝑃𝐴𝐴1𝐴𝐴3𝐴𝐴2中，1 × 𝑃𝑃𝑃𝑃1����� +
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝑛𝑛−2)𝜋𝜋

2𝑛𝑛
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋

2𝑛𝑛
× 𝑃𝑃𝑃𝑃2����� = 1 × 𝑃𝑃𝑃𝑃3�����； 

   在四邊形𝑃𝑃𝐴𝐴1𝐴𝐴4𝐴𝐴2中，
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝑛𝑛−2)𝜋𝜋

2𝑛𝑛
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋

2𝑛𝑛
× 𝑃𝑃𝑃𝑃1����� +

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝑛𝑛−3)𝜋𝜋
2𝑛𝑛

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋
2𝑛𝑛

× 𝑃𝑃𝑃𝑃2����� = 1 × 𝑃𝑃𝑃𝑃4�����； 

   以此類推⋯，在四邊形𝑃𝑃𝐴𝐴1𝐴𝐴𝑛𝑛𝐴𝐴2中，
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑛𝑛+2)𝜋𝜋

2𝑛𝑛
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋

2𝑛𝑛
× 𝑃𝑃𝑃𝑃1����� +

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑛𝑛+1)𝜋𝜋
2𝑛𝑛

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋
2𝑛𝑛

× 𝑃𝑃𝐴𝐴2����� = 1 × 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑛𝑛������；⋯            

               在四邊形𝑃𝑃𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝑛𝑛−2𝐴𝐴2中，
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠4𝜋𝜋2𝑛𝑛
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋

2𝑛𝑛
× 𝑃𝑃𝑃𝑃1����� +

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3𝜋𝜋2𝑛𝑛
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋

2𝑛𝑛
× 𝑃𝑃𝑃𝑃2����� = 1 × 𝑃𝑃𝑃𝑃2𝑛𝑛−2����������； 

               在四邊形𝑃𝑃𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝑛𝑛−1𝐴𝐴2中，
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3𝜋𝜋2𝑛𝑛
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋

2𝑛𝑛
× 𝑃𝑃𝑃𝑃1����� +

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝜋𝜋2𝑛𝑛
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋

2𝑛𝑛
× 𝑃𝑃𝑃𝑃2����� = 1 × 𝑃𝑃𝑃𝑃2𝑛𝑛−1����������； 

              在四邊形𝑃𝑃𝐴𝐴1𝐴𝐴2𝑛𝑛𝐴𝐴2中，
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝜋𝜋2𝑛𝑛
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋

2𝑛𝑛
× 𝑃𝑃𝑃𝑃1����� + 1 × 𝑃𝑃𝑃𝑃2����� = 1 × 𝑃𝑃𝑃𝑃2𝑛𝑛�������， 

  

圖 3.8. 
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   所以 
𝑃𝑃𝑃𝑃3������+𝑃𝑃𝑃𝑃4������+𝑃𝑃𝑃𝑃5������+⋯+𝑃𝑃𝑃𝑃2𝑛𝑛�������

𝑃𝑃𝑃𝑃1������+𝑃𝑃𝑃𝑃2������  

      =
2[𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2π2𝑛𝑛+𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠

3π
2𝑛𝑛+⋯+𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑛𝑛−1)π
2𝑛𝑛 ]+𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠nπ2𝑛𝑛

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 π
2𝑛𝑛

+ 1 

      =
2∑ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘2𝑛𝑛

𝑛𝑛
𝑘𝑘=2 −1

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 π
2𝑛𝑛

+ 1，Q.E.D。 

 

 

   讓我們討論一些三角恆等式 

性質 3.10.  ∑ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛
𝑘𝑘=1 =

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛2𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃
𝑛𝑛+1
2 𝜃𝜃

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃2
 (參[7]) 

 

[證明]  設𝑆𝑆𝑛𝑛 = ∑ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛
𝑘𝑘=1 ，等號兩側同乘以2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜃𝜃

2
， 

       可得 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜃𝜃
2
𝑆𝑆𝑛𝑛 = 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜃𝜃

2
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 + 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜃𝜃

2
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝜃𝜃 + 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜃𝜃

2
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3𝜃𝜃 + ⋯+ 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜃𝜃

2
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 

       又 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑥𝑥 − 𝑦𝑦) − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) 

       所以 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜃𝜃
2
𝑆𝑆𝑛𝑛 = (cos 𝜃𝜃

2
− 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 3

2
𝜃𝜃) + (cos 3

2
𝜃𝜃 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 5

2
𝜃𝜃) + (cos 5

2
𝜃𝜃 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 7

2
𝜃𝜃) + ⋯ 

                                    +[cos (𝑛𝑛 − 1
2
)𝜃𝜃 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑛𝑛 + 1

2
)𝜃𝜃] 

                    = cos 𝜃𝜃
2
− 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝑛𝑛 + 1

2
� 𝜃𝜃 = 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑛𝑛+1

2
𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃 𝑛𝑛

2
𝜃𝜃 

       故 𝑆𝑆𝑛𝑛 =
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛2𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃𝜃

𝑛𝑛+1
2 𝜃𝜃

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝜃𝜃2
，Q.E.D。 

 

性質 3.11. (1)
𝑃𝑃𝑃𝑃3������+𝑃𝑃𝑃𝑃4������+𝑃𝑃𝑃𝑃5������+⋯+𝑃𝑃𝑃𝑃2𝑛𝑛+1�����������

𝑃𝑃𝑃𝑃1������+𝑃𝑃𝑃𝑃2������ =
2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑛𝑛𝑛𝑛

2(2𝑛𝑛+1)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑛𝑛+1)𝜋𝜋
2(2𝑛𝑛+1)

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋
2(2𝑛𝑛+1)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠

𝜋𝜋
2𝑛𝑛+1

− 1 

         (2)
PA3������+PA4������+PA5������+⋯+PA2𝑛𝑛�������

PA1������+PA2������ =
√2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑛𝑛+1)𝜋𝜋

4𝑛𝑛 −𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋
4𝑛𝑛

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋
4𝑛𝑛𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠

π
2𝑛𝑛

− 1 

  

圖 3.9. 
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[證明] (1)
𝑃𝑃𝑃𝑃3������+𝑃𝑃𝑃𝑃4������+𝑃𝑃𝑃𝑃5������+⋯+𝑃𝑃𝑃𝑃2𝑛𝑛+1�����������

𝑃𝑃𝑃𝑃1������+𝑃𝑃𝑃𝑃2������ =
2∑ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑘𝑘𝑘𝑘

2𝑛𝑛+1
𝑛𝑛
𝑘𝑘=2

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 π
2𝑛𝑛+1

+ 1 

                              =
2∑ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑘𝑘𝑘𝑘

2𝑛𝑛+1
𝑛𝑛
𝑘𝑘=1 −2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋

2𝑛𝑛+1
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋

2𝑛𝑛+1
+ 1 

                              =
2×

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑛𝑛𝑛𝑛
2(2𝑛𝑛+1)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑛𝑛+1)𝜋𝜋
2(2𝑛𝑛+1)

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋
2(2𝑛𝑛+1)

−2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋
2𝑛𝑛+1

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋
2𝑛𝑛+1

+ 1 

                         =
2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑛𝑛𝑛𝑛

2(2𝑛𝑛+1)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑛𝑛+1)𝜋𝜋
2(2𝑛𝑛+1)

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋
2(2𝑛𝑛+1)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠

𝜋𝜋
2𝑛𝑛+1

− 1。 

 

      (2)
PA3������+PA4������+PA5������+⋯+PA2𝑛𝑛�������

PA1������+PA2������ =
2∑ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑘𝑘𝑘𝑘2𝑛𝑛

𝑛𝑛
𝑘𝑘=2 −1

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 π
2𝑛𝑛

+ 1 

                        =
2∑ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠kπ2𝑛𝑛

𝑛𝑛
𝑘𝑘=1 −2 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 π

2𝑛𝑛−1

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 π
2𝑛𝑛

+ 1 

                            =
2×

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑛𝑛4𝑛𝑛𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
(𝑛𝑛+1)𝜋𝜋
4𝑛𝑛

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋
4𝑛𝑛

−2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 π
2𝑛𝑛−1

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 π
2𝑛𝑛

+ 1 

                            =
√2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠

(𝑛𝑛+1)𝜋𝜋
4𝑛𝑛

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋
4𝑛𝑛

−1

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 π
2𝑛𝑛

− 2 + 1  

                     =
√2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑛𝑛+1)𝜋𝜋

4𝑛𝑛 −𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋
4𝑛𝑛

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜋𝜋
4𝑛𝑛𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠

π
2𝑛𝑛

− 1，Q.E.D。 
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肆、不變量 

    讓我們考慮不變量的現象，也就是｢奇數邊正多邊形外接圓上動點到奇頂點的距離和與

到偶頂點的距離和相等｣的性質，為了方便後面的證明，我們先證明以下的引理： 

 

[證明]  設 𝑃𝑃 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(−𝜃𝜃) + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(−𝜃𝜃)，0 ≤ θ ≤ 2𝜋𝜋
𝑁𝑁
， 

       則 𝑃𝑃𝐴𝐴𝑘𝑘������ = |𝑃𝑃 − 𝑍𝑍𝑘𝑘|(𝑘𝑘 = 0,1,2,⋯ ,𝑁𝑁 − 1) 

       = ��𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(−𝜃𝜃) − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �2𝑘𝑘
𝑁𝑁
𝜋𝜋�� + 𝑖𝑖 �𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(−𝜃𝜃) − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �2𝑘𝑘

𝑁𝑁
𝜋𝜋��� 

       = ��𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(−𝜃𝜃) − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �2𝑘𝑘
𝑁𝑁
𝜋𝜋��

2
+ �𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(−𝜃𝜃) − 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �2𝑘𝑘

𝑁𝑁
𝜋𝜋��

2
 

       = �2 − 2 �𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(−𝜃𝜃)𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �2𝑘𝑘
𝑁𝑁
𝜋𝜋� + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(−𝜃𝜃)𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �2𝑘𝑘

𝑁𝑁
𝜋𝜋�� 

       = �2 − 2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �(−𝜃𝜃) − 2𝑘𝑘
𝑁𝑁
𝜋𝜋� = �2 �1 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘

𝑁𝑁
𝜋𝜋�� 

       = �4𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 �𝜃𝜃
2

+ 𝑘𝑘
𝑁𝑁
𝜋𝜋� = �2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃

2
+ 𝑘𝑘

𝑁𝑁
𝜋𝜋�� 

   

  又 0 ≤ θ ≤ 2𝜋𝜋
𝑁𝑁
，∴0 ≤ 𝜃𝜃

2
≤ 𝜋𝜋

𝑁𝑁
⟹ 0 ≤ 𝜃𝜃

2
+ 𝑘𝑘

𝑁𝑁
𝜋𝜋 ≤ 𝜋𝜋，且 𝑘𝑘 = 0,1,2,⋯ ,𝑁𝑁 − 1， 

  ∴𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃
2

+ 𝑘𝑘
𝑁𝑁
𝜋𝜋� ≥ 0，故𝑃𝑃𝐴𝐴𝑘𝑘������ = |𝑃𝑃 − 𝑍𝑍𝑘𝑘| = 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃

2
+ 𝑘𝑘

𝑁𝑁
𝜋𝜋�，Q.E.D。 

引理 4.1. (參[2]) 

正𝑁𝑁邊形𝑨𝑨𝟎𝟎𝑨𝑨𝟏𝟏𝑨𝑨𝟐𝟐 ⋯𝑨𝑨𝑵𝑵−𝟏𝟏的外接圓，建構於複數平面圓心為(𝟎𝟎,𝟎𝟎)的單位圓上，不失一般

性，考慮𝑷𝑷點落在𝑨𝑨𝟎𝟎𝑨𝑨𝑵𝑵−𝟏𝟏� 上，如圖 4.2.所示，𝑨𝑨𝒌𝒌所代表的複數為𝒁𝒁𝒌𝒌， 

 𝒁𝒁𝒌𝒌 = 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄 �𝟐𝟐𝟐𝟐
𝑵𝑵
𝝅𝝅� + 𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊𝒊 �𝟐𝟐𝟐𝟐

𝑵𝑵
𝝅𝝅�，則 𝑷𝑷𝑨𝑨𝒌𝒌������ = |𝑷𝑷− 𝒁𝒁𝒌𝒌| = 𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐 �𝜽𝜽

𝟐𝟐
+ 𝒌𝒌

𝑵𝑵
𝝅𝝅�， 

其中 𝒌𝒌 = 𝟎𝟎,𝟏𝟏,𝟐𝟐,⋯ ,𝑵𝑵− 𝟏𝟏。 

 
 
 

圖 4.2. 
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為了一般化的證明，我們還須證明以下的引理： 

 

[證明] 

 (1)設複數方程式 𝑧𝑧𝑁𝑁 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑁𝑁𝑁𝑁) + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑁𝑁𝑁𝑁)  (𝑵𝑵 ≥ 𝟐𝟐,𝑵𝑵 ∈ ℕ) 

   令複數 𝑧𝑧 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖，則(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐φ + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖φ)𝑁𝑁 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑁𝑁𝑁𝑁) + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑁𝑁𝑁𝑁) 

   由棣美弗定理可知：𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑁𝑁𝑁𝑁) + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑁𝑁𝑁𝑁) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑁𝑁𝑁𝑁) + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑁𝑁𝑁𝑁) 

   推得 𝑁𝑁𝑁𝑁 = 𝑁𝑁𝑁𝑁 + 2𝑘𝑘𝑘𝑘 ⟹ 𝜑𝜑 = 𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘
𝑁𝑁
𝜋𝜋，𝑘𝑘 = 0,1,2,⋯ ,𝑁𝑁 − 1 

   故可得 𝑧𝑧𝑘𝑘 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘𝜋𝜋
𝑁𝑁
�+ 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 �𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘𝜋𝜋

𝑁𝑁
�，𝑘𝑘 = 0,1,2,⋯ ,𝑁𝑁 − 1 

   為其複數方程式 𝑧𝑧𝑁𝑁 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑁𝑁𝑁𝑁) + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑁𝑁𝑁𝑁) 的𝑁𝑁個複數根。 

   由於複數的𝑁𝑁次方根和為 0，即∑ 𝑧𝑧𝑘𝑘 = 0 ⟹∑ �𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘𝜋𝜋
𝑁𝑁
� + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 �𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘𝜋𝜋

𝑁𝑁
��𝑁𝑁−1

𝑘𝑘=0
𝑁𝑁−1
𝑘𝑘=0 = 0 

   故 ∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘
𝑁𝑁
𝜋𝜋�𝑁𝑁−1

𝑘𝑘=0 = 0 且∑ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘
𝑁𝑁
𝜋𝜋�𝑁𝑁−1

𝑘𝑘=0 = 0，𝑘𝑘 = 0,1,2,⋯ ,𝑁𝑁 − 1。 

 

 (2)設複數方程式 𝑧𝑧𝑁𝑁 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑁𝑁𝑁𝑁 + 𝜋𝜋) + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑁𝑁𝑁𝑁 + 𝜋𝜋)  (𝑵𝑵 ≥ 𝟐𝟐,𝑵𝑵 ∈ ℕ) 

   令複數 𝑧𝑧 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖，則(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐φ + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖φ)𝑁𝑁 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑁𝑁𝑁𝑁 + 𝜋𝜋) + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑁𝑁𝑁𝑁 + 𝜋𝜋) 

   由棣美弗定理可知：𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑁𝑁𝑁𝑁) + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑁𝑁𝑁𝑁) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑁𝑁𝑁𝑁 + 𝜋𝜋) + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑁𝑁𝑁𝑁 + 𝜋𝜋) 

   推得 𝑁𝑁𝑁𝑁 = 𝑁𝑁𝑁𝑁 + 𝜋𝜋 + 2𝑘𝑘𝑘𝑘 ⟹ 𝜑𝜑 = 𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘+1
𝑁𝑁

𝜋𝜋，𝑘𝑘 = 0,1,2,⋯ ,𝑁𝑁 − 1 

   故可得 𝑧𝑧𝑘𝑘 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘+1
𝑁𝑁

𝜋𝜋� + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 �𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘+1
𝑁𝑁

𝜋𝜋�，𝑘𝑘 = 0,1,2,⋯ ,𝑁𝑁 − 1 

   為其複數方程式 𝑧𝑧𝑁𝑁 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑁𝑁𝑁𝑁 + 𝜋𝜋) + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑁𝑁𝑁𝑁 + 𝜋𝜋) 的𝑁𝑁個複數根。 

引理 4.3. (參[3]) 

 (𝟏𝟏)∑ 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄 �𝜽𝜽 + 𝟐𝟐𝟐𝟐
𝑵𝑵
𝝅𝝅�𝑵𝑵−𝟏𝟏

𝒌𝒌=𝟎𝟎 = 𝟎𝟎 ，∑ 𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔 �𝜽𝜽 + 𝟐𝟐𝟐𝟐
𝑵𝑵
𝝅𝝅�𝑵𝑵−𝟏𝟏

𝒌𝒌=𝟎𝟎 = 𝟎𝟎  (𝑵𝑵 ≥ 𝟐𝟐,𝑵𝑵 ∈ ℕ) 

 (𝟐𝟐)∑ 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄 �𝜽𝜽 + 𝟐𝟐𝟐𝟐+𝟏𝟏
𝑵𝑵

𝝅𝝅�𝑵𝑵−𝟏𝟏
𝒌𝒌=𝟎𝟎 = 𝟎𝟎 ，∑ 𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔 �𝜽𝜽 + 𝟐𝟐𝟐𝟐+𝟏𝟏

𝑵𝑵
𝝅𝝅�𝑵𝑵−𝟏𝟏

𝒌𝒌=𝟎𝟎 = 𝟎𝟎  (𝑵𝑵 ≥ 𝟐𝟐,𝑵𝑵 ∈ ℕ) 

 (𝟑𝟑)∑ 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄 𝒑𝒑 �𝜽𝜽 + 𝟐𝟐𝟐𝟐
𝑵𝑵
𝝅𝝅�𝑵𝑵−𝟏𝟏

𝒌𝒌=𝟎𝟎 = 𝟎𝟎，∑ 𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔 𝒑𝒑 �𝜽𝜽 + 𝟐𝟐𝟐𝟐
𝑵𝑵
𝝅𝝅�𝑵𝑵−𝟏𝟏

𝒌𝒌=𝟎𝟎 = 𝟎𝟎 (𝟏𝟏 ≤ 𝒑𝒑 ≤ 𝑵𝑵− 𝟏𝟏,𝒑𝒑 ∈ ℕ) 

 (𝟒𝟒)∑ 𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄 𝒑𝒑 �𝜽𝜽 + 𝟐𝟐𝟐𝟐+𝟏𝟏
𝑵𝑵

𝝅𝝅�𝑵𝑵−𝟏𝟏
𝒌𝒌=𝟎𝟎 = 𝟎𝟎，∑ 𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔 𝒑𝒑�𝜽𝜽 + 𝟐𝟐𝟐𝟐+𝟏𝟏

𝑵𝑵
𝝅𝝅�𝑵𝑵−𝟏𝟏

𝒌𝒌=𝟎𝟎 = 𝟎𝟎 (𝟏𝟏 ≤ 𝒑𝒑 ≤ 𝑵𝑵 − 𝟏𝟏,𝒑𝒑 ∈ ℕ) 
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   由於複數的𝑁𝑁次方根和為 0， 

即 ∑ 𝑧𝑧𝑘𝑘 = 0 ⟹∑ �𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘+1
𝑁𝑁

𝜋𝜋� + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 �𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘+1
𝑁𝑁

𝜋𝜋��𝑁𝑁−1
𝑘𝑘=0

𝑁𝑁−1
𝑘𝑘=0 = 0 

   故 ∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘+1
𝑁𝑁

𝜋𝜋�𝑁𝑁−1
𝑘𝑘=0 = 0 且∑ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘+1

𝑁𝑁
𝜋𝜋�𝑁𝑁−1

𝑘𝑘=0 = 0，𝑘𝑘 = 0,1,2,⋯ ,𝑁𝑁 − 1。 

 

 (3)設複數方程式 𝑧𝑧𝑁𝑁 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝)  (𝟏𝟏 ≤ 𝒑𝒑 ≤ 𝑵𝑵− 𝟏𝟏,𝑵𝑵 ≥ 𝟐𝟐,𝒑𝒑,𝑵𝑵 ∈ ℕ) 

   令複數 𝑧𝑧 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖，則(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐φ + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖φ)𝑁𝑁 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) 

   由棣美弗定理可知：𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑁𝑁𝑁𝑁) + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑁𝑁𝑁𝑁) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 (𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) 

   推得 𝑁𝑁𝑁𝑁 = 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 + 2𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 ⟹ 𝜑𝜑 = 𝑝𝑝𝑝𝑝 + 2𝑘𝑘
𝑁𝑁
𝑝𝑝𝑝𝑝，𝑘𝑘 = 0,1,2,⋯ ,𝑁𝑁 − 1 

   故可得 𝑧𝑧𝑘𝑘 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑝𝑝 �𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘𝜋𝜋
𝑁𝑁
�+ 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑝𝑝 �𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘𝜋𝜋

𝑁𝑁
�，𝑘𝑘 = 0,1,2,⋯ ,𝑁𝑁 − 1 

   為其複數方程式 𝑧𝑧𝑁𝑁 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝) 的𝑁𝑁個複數根。 

   由於複數的𝑁𝑁次方根和為 0， 

   即 ∑ 𝑧𝑧𝑘𝑘 = 0 ⟹∑ �𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑝𝑝 �𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘𝜋𝜋
𝑁𝑁
�+ 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑝𝑝 �𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘𝜋𝜋

𝑁𝑁
��𝑁𝑁−1

𝑘𝑘=0
𝑁𝑁−1
𝑘𝑘=0 = 0 

   故 ∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑝𝑝 �𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘
𝑁𝑁
𝜋𝜋�𝑁𝑁−1

𝑘𝑘=0 = 0 且∑ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑝𝑝 �𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘
𝑁𝑁
𝜋𝜋�𝑁𝑁−1

𝑘𝑘=0 = 0，𝑘𝑘 = 0,1,2,⋯ ,𝑁𝑁 − 1。 

 (4)設複數方程式 𝑧𝑧𝑁𝑁 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑝𝑝(𝑁𝑁𝑁𝑁 + 𝜋𝜋) + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑝𝑝(𝑁𝑁𝑁𝑁 + 𝜋𝜋) (𝟏𝟏 ≤ 𝒑𝒑 ≤ 𝑵𝑵− 𝟏𝟏,𝑵𝑵 ≥ 𝟐𝟐,𝒑𝒑,𝑵𝑵 ∈ ℕ) 

   令複數 𝑧𝑧 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖，則(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐φ + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖φ)𝑁𝑁 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑝𝑝(𝑁𝑁𝑁𝑁 + 𝜋𝜋) + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑝𝑝(𝑁𝑁𝑁𝑁 + 𝜋𝜋) 

   由棣美弗定理可知：𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑁𝑁𝑁𝑁) + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑁𝑁𝑁𝑁) = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑝𝑝(𝑁𝑁𝑁𝑁 + 𝜋𝜋) + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑝𝑝(𝑁𝑁𝑁𝑁 + 𝜋𝜋) 

   推得 𝑁𝑁𝑁𝑁 = 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 + 𝑝𝑝𝑝𝑝 + 2𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘𝑘 ⟹ 𝜑𝜑 = 𝑝𝑝𝑝𝑝 + 2𝑘𝑘+1
𝑁𝑁

𝑝𝑝𝑝𝑝，𝑘𝑘 = 0,1,2,⋯ ,𝑁𝑁 − 1 

   故可得 𝑧𝑧𝑘𝑘 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑝𝑝 �𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘+1
𝑁𝑁

𝜋𝜋� + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑝𝑝 �𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘+1
𝑁𝑁

𝜋𝜋�，𝑘𝑘 = 0,1,2,⋯ ,𝑁𝑁 − 1 

   為其複數方程式 𝑧𝑧𝑁𝑁 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑝𝑝(𝑁𝑁𝑁𝑁 + 𝜋𝜋) + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑝𝑝(𝑁𝑁𝑁𝑁 + 𝜋𝜋) 的𝑁𝑁個複數根。 

   由於複數的𝑁𝑁次方根和為 0， 

即 ∑ 𝑧𝑧𝑘𝑘 = 0 ⟹∑ �𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑝𝑝 �𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘+1
𝑁𝑁

𝜋𝜋� + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑝𝑝 �𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘+1
𝑁𝑁

𝜋𝜋��𝑁𝑁−1
𝑘𝑘=0

𝑁𝑁−1
𝑘𝑘=0 = 0 

故 ∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑝𝑝 �𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘+1
𝑁𝑁

𝜋𝜋�𝑁𝑁−1
𝑘𝑘=0 = 0 且∑ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑝𝑝 �𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘+1

𝑁𝑁
𝜋𝜋�𝑁𝑁−1

𝑘𝑘=0 = 0，𝑘𝑘 = 0,1,2,⋯ ,𝑁𝑁 − 1， 

Q.E.D。 
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性質 4.4. 正𝟐𝟐𝒏𝒏 + 𝟏𝟏(𝒏𝒏 ≥ 𝟏𝟏)邊形的外接圓上動點到奇頂點的距離和與到偶頂點的距離和相等  

        即 𝑃𝑃𝐴𝐴1�����+ 𝑃𝑃𝐴𝐴3����� + ⋯+ 𝑃𝑃𝐴𝐴2𝑛𝑛−1���������� = 𝑃𝑃𝐴𝐴0����� + 𝑃𝑃𝐴𝐴2����� + ⋯+ 𝑃𝑃𝐴𝐴2𝑛𝑛������� (參[2]) 

 

  [證明]   

  已知 𝑃𝑃𝐴𝐴𝑘𝑘������ = |𝑃𝑃 − 𝑍𝑍𝑘𝑘| = 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃
2

+ 𝑘𝑘
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋�，𝑘𝑘 = 0,1,2,⋯ ,2𝑛𝑛 

  所以 𝑃𝑃𝐴𝐴1����� + 𝑃𝑃𝐴𝐴3����� + ⋯+ 𝑃𝑃𝐴𝐴2𝑛𝑛−1���������� 

    = 2 �𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃
2

+ 𝜋𝜋
2𝑛𝑛+1

� + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃
2

+ 3𝜋𝜋
2𝑛𝑛+1

�+ ⋯+ sin �𝜃𝜃
2

+ 2𝑛𝑛−1
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋�� 

       𝑃𝑃𝐴𝐴0����� + 𝑃𝑃𝐴𝐴2����� + ⋯+ 𝑃𝑃𝐴𝐴2𝑛𝑛������� 

    = 2 �2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜃𝜃
2

+ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃
2

+ 2𝜋𝜋
2𝑛𝑛+1

� + ⋯+ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃
2

+ 2𝑛𝑛
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋�� 

  於是 

   (𝑃𝑃𝐴𝐴0����� + 𝑃𝑃𝐴𝐴2����� + ⋯+ 𝑃𝑃𝐴𝐴2𝑛𝑛�������) − (𝑃𝑃𝐴𝐴1�����+ 𝑃𝑃𝐴𝐴3����� + ⋯+ 𝑃𝑃𝐴𝐴2𝑛𝑛−1����������) 

    = 2 �
2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜃𝜃

2
+ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃

2
+ 2𝜋𝜋

2𝑛𝑛+1
� + ⋯+ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃

2
+ 2𝑛𝑛

2𝑛𝑛+1
𝜋𝜋� + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃

2
+ 2𝑛𝑛+2

2𝑛𝑛+1
𝜋𝜋�

+𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃
2

+ 2𝑛𝑛+4
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋� + ⋯+ sin �𝜃𝜃
2

+ 4𝑛𝑛
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋�
� 

    = 2∑ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃
2

+ 2𝑘𝑘
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋� = 02𝑛𝑛
𝑘𝑘=0   (由引理 4.3.(1)可知) 

   因此(𝑃𝑃𝐴𝐴0����� + 𝑃𝑃𝐴𝐴2����� + ⋯+ 𝑃𝑃𝐴𝐴2𝑛𝑛�������) − (𝑃𝑃𝐴𝐴1�����+ 𝑃𝑃𝐴𝐴3����� + ⋯+ 𝑃𝑃𝐴𝐴2𝑛𝑛−1����������) = 0 

   故 𝑃𝑃𝐴𝐴1����� + 𝑃𝑃𝐴𝐴3����� + ⋯+ 𝑃𝑃𝐴𝐴2𝑛𝑛−1���������� = 𝑃𝑃𝐴𝐴0����� + 𝑃𝑃𝐴𝐴2����� + ⋯+ 𝑃𝑃𝐴𝐴2𝑛𝑛�������，Q.E.D。 

  

           接著，讓我們探討另一不變量的現象，也就｢偶數邊正多邊形外接圓上動點到奇頂點 

的距離平方和與到偶頂點的距離平方和相等｣的性質  

A2n

A2n-1

A3
A2

A1

A0

P

圖 4.5. 
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性質 4.6. 正四邊形的外接圓上動點到奇頂點的距離平方和與到偶頂點的距離平方和相等 

         如圖 4.7.，求證：𝑷𝑷𝑨𝑨𝟏𝟏������𝟐𝟐 + 𝑷𝑷𝑨𝑨𝟑𝟑������𝟐𝟐 = 𝑷𝑷𝑨𝑨𝟎𝟎������𝟐𝟐 + 𝑷𝑷𝑨𝑨𝟐𝟐������𝟐𝟐  

 

  [證明]  

  已知 𝑃𝑃𝐴𝐴𝑘𝑘������ = |𝑃𝑃 − 𝑍𝑍𝑘𝑘| = 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃
2

+ 𝑘𝑘
4
𝜋𝜋�，𝑘𝑘 = 0,1,2,3 

所以 𝑃𝑃𝐴𝐴1�����2 + 𝑃𝑃𝐴𝐴3�����2 

  = 4𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 �𝜃𝜃
2

+ 𝜋𝜋
4
�+ 4𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 �𝜃𝜃

2
+ 3𝜋𝜋

4
� 

      = �2 − 2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜃𝜃 + 𝜋𝜋
2
�� + �2 − 2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜃𝜃 + 3𝜋𝜋

2
�� = 4                  

  𝑃𝑃𝐴𝐴0�����2 + 𝑃𝑃𝐴𝐴2�����2 = 4𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝜃𝜃
2

+ 4𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 �𝜃𝜃
2

+ 2𝜋𝜋
4
� 

              = [2 − 2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐] + [2 − 2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜃𝜃 + 𝜋𝜋)] = 4  

 故 𝑃𝑃𝐴𝐴1�����2 + 𝑃𝑃𝐴𝐴3�����2 = 𝑃𝑃𝐴𝐴0�����2 + 𝑃𝑃𝐴𝐴2�����2，Q.E.D。 

 

性質 4.8. 正𝟐𝟐𝒏𝒏(𝒏𝒏 ≥ 𝟐𝟐)邊形的外接圓上動點到奇頂點的距離平方和與到偶頂點的距離平方和 

         相等 

        如圖 4.9.，求證：𝑷𝑷𝑨𝑨𝟏𝟏������𝟐𝟐 + 𝑷𝑷𝑨𝑨𝟑𝟑������𝟐𝟐 + ⋯+ 𝑷𝑷𝑨𝑨𝟐𝟐𝟐𝟐−𝟏𝟏����������𝟐𝟐 = 𝑷𝑷𝑨𝑨𝟎𝟎������𝟐𝟐 + 𝑷𝑷𝑨𝑨𝟐𝟐������𝟐𝟐 + ⋯+ 𝑷𝑷𝑨𝑨𝟐𝟐𝟐𝟐−𝟐𝟐����������𝟐𝟐 

 

 [證明]   

 已知 𝑃𝑃𝐴𝐴𝑘𝑘������ = |𝑃𝑃 − 𝑍𝑍𝑘𝑘| = 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃
2

+ 𝑘𝑘
2𝑛𝑛
𝜋𝜋�， 

      𝑘𝑘 = 0,1,2,⋯ , (2𝑛𝑛 − 1) 

   所以 

 𝑃𝑃𝐴𝐴1�����2 + 𝑃𝑃𝐴𝐴3�����2 + ⋯+ 𝑃𝑃𝐴𝐴2𝑛𝑛−1����������2 

    = 4𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 �𝜃𝜃
2

+ 𝜋𝜋
2𝑛𝑛
� + 4𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 �𝜃𝜃

2
+ 3𝜋𝜋

2𝑛𝑛
� + ⋯+ 4𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 �𝜃𝜃

2
+ 2𝑛𝑛−1

2𝑛𝑛
𝜋𝜋� 

   = �2 − 2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜃𝜃 + 𝜋𝜋
𝑛𝑛
�� + �2 − 2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝜃𝜃 + 3𝜋𝜋

𝑛𝑛
)� + ⋯+ �2 − 2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝜃𝜃 + 2𝑛𝑛−1

𝑛𝑛
𝜋𝜋)� 

A2n-1

A2n-2

A3 A2

A1

A0

P

圖 4.9. 

圖 4.7. 

A3

A2

A1

A0

P
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   = 2𝑛𝑛 − 2 �𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜃𝜃 + 𝜋𝜋
𝑛𝑛
� + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝜃𝜃 + 3𝜋𝜋

𝑛𝑛
) + ⋯+ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝜃𝜃 + 2𝑛𝑛−1

𝑛𝑛
𝜋𝜋)� 

   = 2𝑛𝑛 − 2∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘+1
𝑛𝑛

𝜋𝜋�𝑛𝑛−1
𝑘𝑘=0  

   = 2𝑛𝑛 − 0 = 2𝑛𝑛。 (由引理 4.3.(2)可知)  

   

 𝑃𝑃𝐴𝐴0�����2 + 𝑃𝑃𝐴𝐴2�����2 + ⋯+ 𝑃𝑃𝐴𝐴2𝑛𝑛−2����������2 = 4𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 𝜃𝜃
2

+ 4𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 �𝜃𝜃
2

+ 2𝜋𝜋
2𝑛𝑛
� + ⋯+ 4𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2 �𝜃𝜃

2
+ 2𝑛𝑛−2

2𝑛𝑛
𝜋𝜋� 

 = [2 − 2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐] + �2 − 2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝜃𝜃 + 2𝜋𝜋
𝑛𝑛

)�+ ⋯+ �2 − 2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝜃𝜃 + 2𝑛𝑛−2
𝑛𝑛

𝜋𝜋)� 

 = 2𝑛𝑛 − 2 �𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝜃𝜃 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝜃𝜃 + 2𝜋𝜋
𝑛𝑛

) + ⋯+ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝜃𝜃 + 2𝑛𝑛−2
𝑛𝑛

𝜋𝜋)� 

 = 2𝑛𝑛 − 2∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘
𝑛𝑛
𝜋𝜋�𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=0 = 2𝑛𝑛 − 0 = 2𝑛𝑛 (由引理 4.3.(1)可知) 

 故 𝑃𝑃𝐴𝐴1�����2 + 𝑃𝑃𝐴𝐴3�����2 + ⋯+ 𝑃𝑃𝐴𝐴2𝑛𝑛−1����������2 = 𝑃𝑃𝐴𝐴0�����2 + 𝑃𝑃𝐴𝐴2�����2 + ⋯+ 𝑃𝑃𝐴𝐴2𝑛𝑛−2����������2，Q.E.D。 

 

伍、奇數邊數正多邊形 

           接著，讓我們探討其它奇數邊數正多邊形，看看是否會有｢奇數邊數正多邊形外接圓上 

       動點到奇頂點的距離立方和與到偶頂點的距離立方和相等｣的性質？ 

        

       性質 5.1. 正五邊形的外接圓上動點到奇頂點的距離立方和與到偶頂點的距離立方和相等 

               如圖 5.2.，求證：𝑷𝑷𝑨𝑨𝟏𝟏������𝟑𝟑 + 𝑷𝑷𝑨𝑨𝟑𝟑������𝟑𝟑 = 𝑷𝑷𝑨𝑨𝟎𝟎������𝟑𝟑 + 𝑷𝑷𝑨𝑨𝟐𝟐������𝟑𝟑 + 𝑷𝑷𝑨𝑨𝟒𝟒������𝟑𝟑 

 

   [證明]   

已知 𝑃𝑃𝐴𝐴𝑘𝑘������ = |𝑃𝑃 − 𝑍𝑍𝑘𝑘| = 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃
2

+ 𝑘𝑘
5
𝜋𝜋�，𝑘𝑘 = 0,1,2,3,4 

    所以 

    𝑃𝑃𝐴𝐴1�����3 + 𝑃𝑃𝐴𝐴3�����3 = 8𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3 �𝜃𝜃
2

+ 𝜋𝜋
5
�+ 8𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3 �𝜃𝜃

2
+ 3𝜋𝜋

5
� 

    = �6𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃
2

+ 𝜋𝜋
5
� − 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �3𝜃𝜃

2
+ 3𝜋𝜋

5
�� + �6𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃

2
+ 3𝜋𝜋

5
� − 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �3𝜃𝜃

2
+ 9𝜋𝜋

5
�� 

    = 6 �𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃
2

+ 𝜋𝜋
5
�+ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃

2
+ 3𝜋𝜋

5
�� − 2 �𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �3𝜃𝜃

2
+ 3𝜋𝜋

5
� + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �3𝜃𝜃

2
+ 9𝜋𝜋

5
�� 

A4

A3

A2

A1

A0

P

圖 5.2. 
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    𝑃𝑃𝐴𝐴0�����3 + 𝑃𝑃𝐴𝐴2�����3 + 𝑃𝑃𝐴𝐴4�����3 

 = 8𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3 𝜃𝜃
2

+ 8𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3 �𝜃𝜃
2

+ 2𝜋𝜋
5
�+ 8𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3 �𝜃𝜃

2
+ 4𝜋𝜋

5
� 

   = �6𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜃𝜃
2
− 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜃𝜃

2
� + �6𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃

2
+ 2𝜋𝜋

5
� − 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �3𝜃𝜃

2
+ 6𝜋𝜋

5
�� + �6𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃

2
+ 4𝜋𝜋

5
� − 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �3𝜃𝜃

2
+ 12𝜋𝜋

5
��                    

   = 6 �𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜃𝜃
2

+ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃
2

+ 2
5
𝜋𝜋� + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃

2
+ 4

5
𝜋𝜋�� − 2 �𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜃𝜃

2
+ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �3𝜃𝜃

2
+ 6

5
𝜋𝜋� + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �3𝜃𝜃

2
+ 12

5
𝜋𝜋�� 

   於是 

  �𝑃𝑃𝐴𝐴0�����3 + 𝑃𝑃𝐴𝐴2�����3 + 𝑃𝑃𝐴𝐴4�����3� − �𝑃𝑃𝐴𝐴1�����3 + 𝑃𝑃𝐴𝐴3�����3� 

  = 6 �𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜃𝜃
2

+ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃
2

+ 2
5
𝜋𝜋� + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃

2
+ 4

5
𝜋𝜋� + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃

2
+ 6

5
𝜋𝜋� + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃

2
+ 8

5
𝜋𝜋�� 

    −2 �𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜃𝜃
2

+ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �3𝜃𝜃
2

+ 6
5
𝜋𝜋� + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �3𝜃𝜃

2
+ 12

5
𝜋𝜋� + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �3𝜃𝜃

2
+ 18

5
𝜋𝜋� + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �3𝜃𝜃

2
+ 24

5
𝜋𝜋�� 

  = 6∑ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃
2

+ 2𝑘𝑘
5
𝜋𝜋� − 2∑ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3 �𝜃𝜃

2
+ 2𝑘𝑘

5
𝜋𝜋�4

𝑘𝑘=0
4
𝑘𝑘=0  

 

  由引理 4.3.(1)(3)可知：∑ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃
2

+ 2𝑘𝑘
5
𝜋𝜋�4

𝑘𝑘=0 = 0 和 ∑ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3 �𝜃𝜃
2

+ 2𝑘𝑘
5
𝜋𝜋�4

𝑘𝑘=0 = 0。 

  因此 �𝑃𝑃𝐴𝐴0�����3 + 𝑃𝑃𝐴𝐴2�����3 + 𝑃𝑃𝐴𝐴4�����3� − �𝑃𝑃𝐴𝐴1�����3 + 𝑃𝑃𝐴𝐴3�����3� = 0， 

故 𝑃𝑃𝐴𝐴1�����3 + 𝑃𝑃𝐴𝐴3�����3 = 𝑃𝑃𝐴𝐴0�����3 + 𝑃𝑃𝐴𝐴2�����3 + 𝑃𝑃𝐴𝐴4�����3，Q.E.D。 

 

        性質 5.3. 正𝟐𝟐𝒏𝒏 + 𝟏𝟏(𝒏𝒏 ≥ 𝟐𝟐)邊形的外接圓上動點到奇頂點的距離立方和與到偶頂點的距離 

立方和相等 

如圖 5.4.，求證：𝑷𝑷𝑨𝑨𝟏𝟏������𝟑𝟑 + 𝑷𝑷𝑨𝑨𝟑𝟑������𝟑𝟑 + ⋯+ 𝑷𝑷𝑨𝑨𝟐𝟐𝒏𝒏−𝟏𝟏����������𝟑𝟑 

                       = 𝑷𝑷𝑨𝑨𝟎𝟎������𝟑𝟑 + 𝑷𝑷𝑨𝑨𝟐𝟐������
𝟑𝟑

+ ⋯+ 𝑷𝑷𝑨𝑨𝟐𝟐𝒏𝒏�������𝟑𝟑 

   [證明]   

已知 𝑃𝑃𝐴𝐴𝑘𝑘������ = |𝑃𝑃 − 𝑍𝑍𝑘𝑘| = 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃
2

+ 𝑘𝑘
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋�， 

        𝑘𝑘 = 0,1,2,⋯ ,2𝑛𝑛 

   所以 𝑃𝑃𝐴𝐴1�����3 + 𝑃𝑃𝐴𝐴3�����3 + ⋯+ 𝑃𝑃𝐴𝐴2𝑛𝑛−1����������3 

A2n

A2n-1

A3
A2

A1

A0

P

圖 5.4. 
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 = 8𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3 �𝜃𝜃
2

+ 𝜋𝜋
2𝑛𝑛+1

� + 8𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3 �𝜃𝜃
2

+ 3𝜋𝜋
2𝑛𝑛+1

� + ⋯+ 8𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3 �𝜃𝜃
2

+ 2𝑛𝑛−1
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋� 

   = �6𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃
2

+ 𝜋𝜋
2𝑛𝑛+1

� − 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �3𝜃𝜃
2

+ 3𝜋𝜋
2𝑛𝑛+1

�� + �6𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃
2

+ 3𝜋𝜋
2𝑛𝑛+1

� − 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �3𝜃𝜃
2

+ 9𝜋𝜋
2𝑛𝑛+1

�� + ⋯ 

                                    + �6𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃
2

+ 2𝑛𝑛−1
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋� − 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �3𝜃𝜃
2

+ 6𝑛𝑛−3
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋�� 

   = 6 �𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃
2

+ 𝜋𝜋
2𝑛𝑛+1

� + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃
2

+ 3𝜋𝜋
2𝑛𝑛+1

�+ ⋯+ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃
2

+ 2𝑛𝑛−1
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋�� 

                   −2 �𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �3𝜃𝜃
2

+ 3𝜋𝜋
2𝑛𝑛+1

� + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �3𝜃𝜃
2

+ 9𝜋𝜋
2𝑛𝑛+1

� + ⋯+ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �3𝜃𝜃
2

+ 6𝑛𝑛−3
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋�� 

 

  𝑃𝑃𝐴𝐴0�����3 + 𝑃𝑃𝐴𝐴2�����3 + ⋯+ 𝑃𝑃𝐴𝐴2𝑛𝑛�������3 

 = 8𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3 𝜃𝜃
2

+ 8𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3 �𝜃𝜃
2

+ 2𝜋𝜋
2𝑛𝑛+1

� + ⋯+ 8𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠3 �𝜃𝜃
2

+ 2𝑛𝑛
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋� 

   = �6𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜃𝜃
2
− 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜃𝜃

2
� + �6𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃

2
+ 2𝜋𝜋

2𝑛𝑛+1
� − 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �3𝜃𝜃

2
+ 6𝜋𝜋

2𝑛𝑛+1
�� + 

                  ⋯+ �6𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃
2

+ 2𝑛𝑛
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋� − 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �3𝜃𝜃
2

+ 6𝑛𝑛
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋�� 

   = 6 �𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜃𝜃
2

+ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃
2

+ 2𝜋𝜋
2𝑛𝑛+1

�+ ⋯+ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃
2

+ 2𝑛𝑛
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋�� 

          −2 �𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜃𝜃
2

+ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �3𝜃𝜃
2

+ 6𝜋𝜋
2𝑛𝑛+1

� + ⋯+ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �3𝜃𝜃
2

+ 6𝑛𝑛
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋�� 

  於是 

  �𝑃𝑃𝐴𝐴0�����3 + 𝑃𝑃𝐴𝐴2�����3 + ⋯+ 𝑃𝑃𝐴𝐴2𝑛𝑛�������3� − �𝑃𝑃𝐴𝐴1�����3 + 𝑃𝑃𝐴𝐴3�����3 + ⋯+ 𝑃𝑃𝐴𝐴2𝑛𝑛−1����������3� 

  =

6 �
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜃𝜃

2
+ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃

2
+ 2

2𝑛𝑛+1
𝜋𝜋� + ⋯+ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃

2
+ 2𝑛𝑛

2𝑛𝑛+1
𝜋𝜋� + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃

2
+ 2𝑛𝑛+2

2𝑛𝑛+1
𝜋𝜋� + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃

2
+ 2𝑛𝑛+4

2𝑛𝑛+1
𝜋𝜋� + ⋯

+𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃
2

+ 4𝑛𝑛
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋�
� 

 −2 �
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3𝜃𝜃

2
+ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �3𝜃𝜃

2
+ 6

2𝑛𝑛+1
𝜋𝜋� + ⋯+ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �3𝜃𝜃

2
+ 6𝑛𝑛

2𝑛𝑛+1
𝜋𝜋� + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �3𝜃𝜃

2
+ 6𝑛𝑛+6

2𝑛𝑛+1
𝜋𝜋�

+𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �3𝜃𝜃
2

+ 6𝑛𝑛+12
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋� + ⋯+ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �3𝜃𝜃
2

+ 12𝑛𝑛
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋�
� 

 = 6∑ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃
2

+ 2𝑘𝑘
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋� − 2∑ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛 3 �𝜃𝜃
2

+ 2𝑘𝑘
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋�2𝑛𝑛
𝑘𝑘=0

2𝑛𝑛
𝑘𝑘=0  
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  由引理 4.3.(1)(3)可知：∑ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃
2

+ 2𝑘𝑘
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋�2𝑛𝑛
𝑘𝑘=0 = 0 和 ∑ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 3 �𝜃𝜃

2
+ 2𝑘𝑘

2𝑛𝑛+1
𝜋𝜋�2𝑛𝑛

𝑘𝑘=0 = 0。 

  因此�𝑃𝑃𝐴𝐴0�����3 + 𝑃𝑃𝐴𝐴2�����3 + ⋯+ 𝑃𝑃𝐴𝐴2𝑛𝑛�������3� − �𝑃𝑃𝐴𝐴1�����3 + 𝑃𝑃𝐴𝐴3�����3 + ⋯+ 𝑃𝑃𝐴𝐴2𝑛𝑛−1����������3� = 0 

  故 𝑃𝑃𝐴𝐴1�����3 + 𝑃𝑃𝐴𝐴3�����3 + ⋯+ 𝑃𝑃𝐴𝐴2𝑛𝑛−1����������3 = 𝑃𝑃𝐴𝐴0�����3 + 𝑃𝑃𝐴𝐴2�����3 + ⋯+ 𝑃𝑃𝐴𝐴2𝑛𝑛�������3，Q.E.D。 

 

陸、偶數邊數正多邊形 

           接著，讓我們探討其它偶數邊數正多邊形，看看是否會有｢偶數邊數正多邊形外接圓上 

       動點到奇頂點的距離四次方和與到偶頂點的距離四次方和相等｣的性質？    

 

      性質 6.1. 正六邊形的外接圓上動點到奇頂點的距離四次方和與到偶頂點的距離四次方 

              和相等 

              如圖 6.2.，求證：𝑷𝑷𝑨𝑨𝟏𝟏������𝟒𝟒 + 𝑷𝑷𝑨𝑨𝟑𝟑������𝟒𝟒 + 𝑷𝑷𝑨𝑨𝟓𝟓������𝟒𝟒 

                           = 𝑷𝑷𝑨𝑨𝟎𝟎������𝟒𝟒 + 𝑷𝑷𝑨𝑨𝟐𝟐������𝟒𝟒 + 𝑷𝑷𝑨𝑨𝟒𝟒������𝟒𝟒 

        [證明]   

        已知 𝑃𝑃𝐴𝐴𝑘𝑘������ = |𝑃𝑃 − 𝑍𝑍𝑘𝑘| = 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃
2

+ 𝑘𝑘
6
𝜋𝜋�， 

        𝑘𝑘 = 0,1,2,⋯ ,5 

 所以 𝑃𝑃𝐴𝐴1�����4 + 𝑃𝑃𝐴𝐴3�����4 + 𝑃𝑃𝐴𝐴5�����4 = 16𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠4 �𝜃𝜃
2

+ 𝜋𝜋
6
� + 16𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠4 �𝜃𝜃

2
+ 3𝜋𝜋

6
� + 16𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠4 �𝜃𝜃

2
+ 5𝜋𝜋

6
� 

       = 2 �3 − 4𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜃𝜃 + 𝜋𝜋
3
�+ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �2𝜃𝜃 + 2𝜋𝜋

3
�� + 2[3 − 4𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜃𝜃 + 𝜋𝜋) + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(2𝜃𝜃 + 2𝜋𝜋)] 

                                         +2 �3 − 4𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜃𝜃 + 5𝜋𝜋
3
�+ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �2𝜃𝜃 + 10𝜋𝜋

3
�� 

      = 18 − 8 �𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜃𝜃 + 𝜋𝜋
3
� + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜃𝜃 + 𝜋𝜋) + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜃𝜃 + 5𝜋𝜋

3
�� 

                               +2 �𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �2𝜃𝜃 + 2𝜋𝜋
3
� + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(2𝜃𝜃 + 2𝜋𝜋) + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �2𝜃𝜃 + 10𝜋𝜋

3
�� 

      = 18 − 8∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘+1
3

𝜋𝜋�2
𝑘𝑘=0 + 2∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2 �𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘+1

3
𝜋𝜋�2

𝑘𝑘=0  

      = 18  

A5A4

A3

A2 A1

A0

P

圖 6.2. 
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       由引理 4.3.(2)(4)可知：∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘+1
3

𝜋𝜋�2
𝑘𝑘=0 = 0 和 ∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2 �𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘+1

3
𝜋𝜋�2

𝑘𝑘=0 = 0。 

 

            𝑃𝑃𝐴𝐴0�����4 + 𝑃𝑃𝐴𝐴2�����4 + 𝑃𝑃𝐴𝐴4�����4 = 16𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠4 �𝜃𝜃
2
� + 16𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠4 �𝜃𝜃

2
+ 2𝜋𝜋

6
�+ 16𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠4 �𝜃𝜃

2
+ 4𝜋𝜋

6
� 

     = 2[3 − 4𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝜃𝜃] + 2 �3 − 4𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜃𝜃 + 2𝜋𝜋
3
�+ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �2𝜃𝜃 + 4𝜋𝜋

3
�� 

                            +2 �3 − 4𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜃𝜃 + 4𝜋𝜋
3
�+ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �2𝜃𝜃 + 8𝜋𝜋

3
�� 

     = 18 − 8 �𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜃𝜃 + 2𝜋𝜋
3
� + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜃𝜃 + 4𝜋𝜋

3
�� 

                         +2 �𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝜃𝜃 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �2𝜃𝜃 + 4𝜋𝜋
3
� + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �2𝜃𝜃 + 8𝜋𝜋

3
�� 

     = 18 − 8∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘
3
𝜋𝜋�2

𝑘𝑘=0 + 2∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2 �𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘
3
𝜋𝜋�2

𝑘𝑘=0  

     = 18 

   由引理 4.3.(1)(3)可知：∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘
3
𝜋𝜋�2

𝑘𝑘=0 = 0 和 ∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2 �𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘
3
𝜋𝜋�2

𝑘𝑘=0 = 0。        

   故𝑃𝑃𝐴𝐴1�����4 + 𝑃𝑃𝐴𝐴3�����4 + 𝑃𝑃𝐴𝐴5�����4 = 𝑃𝑃𝐴𝐴0�����4 + 𝑃𝑃𝐴𝐴2�����4 + 𝑃𝑃𝐴𝐴4�����4，Q.E.D。 

 

      性質 6.3. 正 2n(n≥3)邊形的外接圓上動點到奇頂點的距離四次方和與到偶頂點的距離四次方 

和相等  

              如圖 6.4.，求證： 𝑷𝑷𝑨𝑨𝟏𝟏������𝟒𝟒 + 𝑷𝑷𝑨𝑨𝟑𝟑������𝟒𝟒 + 𝑷𝑷𝑨𝑨𝟓𝟓������𝟒𝟒 + ⋯+ 𝑷𝑷𝑨𝑨𝟐𝟐𝒏𝒏−𝟏𝟏����������𝟒𝟒 

                            = 𝑷𝑷𝑨𝑨𝟎𝟎������𝟒𝟒 + 𝑷𝑷𝑨𝑨𝟐𝟐������𝟒𝟒 + 𝑷𝑷𝑨𝑨𝟒𝟒������𝟒𝟒 + ⋯+ 𝑷𝑷𝑨𝑨𝟐𝟐𝒏𝒏−𝟐𝟐����������𝟒𝟒 

       

 [證明]   

   已知 𝑃𝑃𝐴𝐴𝑘𝑘������ = |𝑃𝑃 − 𝑍𝑍𝑘𝑘| = 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃
2

+ 𝑘𝑘
2𝑛𝑛
𝜋𝜋�， 

   𝑘𝑘 = 0,1,2,⋯ ,2𝑛𝑛 − 1 

   所以 

    𝑃𝑃𝐴𝐴1�����4 + 𝑃𝑃𝐴𝐴3�����4 + 𝑃𝑃𝐴𝐴5�����4 + ⋯+ 𝑃𝑃𝐴𝐴2𝑛𝑛−1����������4 

 = 16𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠4 �𝜃𝜃
2

+ 𝜋𝜋
2𝑛𝑛
� + 16𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠4 �𝜃𝜃

2
+ 3𝜋𝜋

2𝑛𝑛
� + 16𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠4 �𝜃𝜃

2
+ 5𝜋𝜋

2𝑛𝑛
� + ⋯+ 16𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠4 �𝜃𝜃

2
+ 2𝑛𝑛−1

2𝑛𝑛
𝜋𝜋� 

A2n-1

A2n-2

A5

A4
A3

A2

A1

A0

P

圖 6.4. 
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   = 2 �3 − 4𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜃𝜃 + 𝜋𝜋
𝑛𝑛
� + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �2𝜃𝜃 + 2𝜋𝜋

𝑛𝑛
�� + 2 �3 − 4𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜃𝜃 + 3𝜋𝜋

𝑛𝑛
�+ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �2𝜃𝜃 + 6𝜋𝜋

𝑛𝑛
�� 

   +2 �3 − 4𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜃𝜃 + 5𝜋𝜋
𝑛𝑛
�+ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �2𝜃𝜃 + 10𝜋𝜋

𝑛𝑛
�� + ⋯ 

   +2 �3 − 4𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜃𝜃 + 2𝑛𝑛−1
𝑛𝑛

𝜋𝜋� + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �2𝜃𝜃 + 4𝑛𝑛−2
𝑛𝑛

𝜋𝜋�� 

   = 6𝑛𝑛 − 8 �𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜃𝜃 + 𝜋𝜋
𝑛𝑛
� + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜃𝜃 + 3𝜋𝜋

𝑛𝑛
� + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜃𝜃 + 5𝜋𝜋

𝑛𝑛
� + ⋯+ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜃𝜃 + 2𝑛𝑛−1

𝑛𝑛
𝜋𝜋�� 

            +2 �𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �2𝜃𝜃 + 2𝜋𝜋
𝑛𝑛
� + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �2𝜃𝜃 + 6𝜋𝜋

𝑛𝑛
�+ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �2𝜃𝜃 + 10𝜋𝜋

𝑛𝑛
�+ ⋯+ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �2𝜃𝜃 + 4𝑛𝑛−2

𝑛𝑛
𝜋𝜋�� 

 = 6𝑛𝑛 − 8∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘+1
𝑛𝑛

𝜋𝜋�𝑛𝑛−1
𝑘𝑘=0 + 2∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2 �𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘+1

𝑛𝑛
𝜋𝜋�𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=0  

 = 6𝑛𝑛 

由引理 4.3.(2)(4)可知：∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘+1
𝑛𝑛

𝜋𝜋�𝑛𝑛−1
𝑘𝑘=0 = 0 和 ∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2 �𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘+1

𝑛𝑛
𝜋𝜋�𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=0 = 0。 

 

  𝑃𝑃𝐴𝐴0�����4 + 𝑃𝑃𝐴𝐴2�����4 + 𝑃𝑃𝐴𝐴4�����4 + ⋯+ 𝑃𝑃𝐴𝐴2𝑛𝑛−2����������4 

  = 16𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠4 𝜃𝜃
2

+ 16𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠4 �𝜃𝜃
2

+ 1
𝑛𝑛
𝜋𝜋� + 16𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠4 �𝜃𝜃

2
+ 2

𝑛𝑛
𝜋𝜋� + ⋯+ 16𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠4 �𝜃𝜃

2
+ 𝑛𝑛−1

𝑛𝑛
𝜋𝜋� 

  = 2[3 − 4𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝜃𝜃] + 2 �3 − 4𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜃𝜃 + 2
𝑛𝑛
𝜋𝜋� + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �2𝜃𝜃 + 4

𝑛𝑛
𝜋𝜋�� 

                        +2 �3 − 4𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜃𝜃 + 4
𝑛𝑛
𝜋𝜋� + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �2𝜃𝜃 + 8

𝑛𝑛
𝜋𝜋�� + 

                        ⋯+ 2 �3 − 4𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜃𝜃 + 2𝑛𝑛−2
𝑛𝑛

𝜋𝜋� + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �2𝜃𝜃 + 4𝑛𝑛−4
𝑛𝑛

𝜋𝜋�� 

  = 6𝑛𝑛 − 8 �𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝜃𝜃 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜃𝜃 + 2
𝑛𝑛
𝜋𝜋� + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜃𝜃 + 4

𝑛𝑛
𝜋𝜋� + ⋯+ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜃𝜃 + 2𝑛𝑛−2

𝑛𝑛
𝜋𝜋�� 

       +2 �𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝜃𝜃 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �2𝜃𝜃 + 4
𝑛𝑛
𝜋𝜋� + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �2𝜃𝜃 + 8

𝑛𝑛
𝜋𝜋� + ⋯+ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �2𝜃𝜃 + 4𝑛𝑛−4

𝑛𝑛
𝜋𝜋�� 

  = 6𝑛𝑛 − 8∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘
𝑛𝑛
𝜋𝜋�𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=0 + 2∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2 �𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘
𝑛𝑛
𝜋𝜋�𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=0 = 6𝑛𝑛  

  由引理 4.3.(1)(3)可知：∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘
𝑛𝑛
𝜋𝜋�𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=0 = 0 和 ∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2 �𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘
𝑛𝑛
𝜋𝜋�𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=0 = 0。 

故 𝑃𝑃𝐴𝐴1�����4 + 𝑃𝑃𝐴𝐴3�����4 + 𝑃𝑃𝐴𝐴5�����4 + ⋯+ 𝑃𝑃𝐴𝐴2𝑛𝑛−1����������4 = 𝑃𝑃𝐴𝐴0�����4 + 𝑃𝑃𝐴𝐴2�����4 + 𝑃𝑃𝐴𝐴4�����4 + ⋯+ 𝑃𝑃𝐴𝐴2𝑛𝑛−2����������4， 

Q.E.D。 
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柒、高次方和 

          讓我們研究高次方和，為了方便後續的推廣證明，先證明以下的引理：       

 

 

[證明] 根據歐拉公式，可設 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖，則 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 

       推得 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 = 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖+𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖

2
，𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 = 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖−𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖

2𝑖𝑖
 

       所以 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑁𝑁𝛼𝛼 = 1
2𝑁𝑁𝑖𝑖𝑁𝑁

�𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 + (−1)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖�
𝑁𝑁

 

          = 1
2𝑁𝑁𝑖𝑖𝑁𝑁

�
𝐶𝐶0𝑁𝑁𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝐶𝐶1𝑁𝑁𝑒𝑒𝑖𝑖(𝑁𝑁−1)𝛼𝛼 ∙ (−1)𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝐶𝐶2𝑁𝑁𝑒𝑒𝑖𝑖(𝑁𝑁−2)𝛼𝛼 ∙ (−1)2𝑒𝑒−𝑖𝑖2𝛼𝛼

+⋯+𝐶𝐶𝑁𝑁−1𝑁𝑁 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 ∙ (−1)𝑁𝑁−1𝑒𝑒−𝑖𝑖(𝑁𝑁−1)𝛼𝛼 + 𝐶𝐶𝑁𝑁𝑁𝑁(−1)𝑁𝑁𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
� 

          = 1
2𝑁𝑁𝑖𝑖𝑁𝑁

� 𝑒𝑒
𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 + (−1)𝐶𝐶1𝑁𝑁𝑒𝑒𝑖𝑖(𝑁𝑁−2)𝛼𝛼 + (−1)2𝐶𝐶2𝑁𝑁𝑒𝑒𝑖𝑖(𝑁𝑁−4)𝛼𝛼

+⋯+ (−1)𝑁𝑁−1𝐶𝐶𝑁𝑁−1𝑁𝑁 𝑒𝑒−𝑖𝑖(𝑁𝑁−2)𝛼𝛼 + (−1)𝑁𝑁𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖
� 

(1)𝑁𝑁 = 2𝑛𝑛 時， 

  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑛𝑛𝛼𝛼 = 1
22𝑛𝑛𝑖𝑖2𝑛𝑛

�
𝑒𝑒𝑖𝑖2𝑛𝑛𝑛𝑛 + (−1)𝐶𝐶12𝑛𝑛𝑒𝑒𝑖𝑖(2𝑛𝑛−2)𝛼𝛼 + (−1)2𝐶𝐶22𝑛𝑛𝑒𝑒𝑖𝑖(2𝑛𝑛−4)𝛼𝛼

+⋯+ (−1)2𝑛𝑛−1𝐶𝐶2𝑛𝑛−12𝑛𝑛 𝑒𝑒−𝑖𝑖(2𝑛𝑛−2)𝛼𝛼 + (−1)2𝑛𝑛𝑒𝑒−𝑖𝑖2𝑛𝑛𝑛𝑛
� 

        = 1
22𝑛𝑛(−1)𝑛𝑛

�
�𝑒𝑒𝑖𝑖2𝑛𝑛𝑛𝑛 + 𝑒𝑒−𝑖𝑖2𝑛𝑛𝑛𝑛� + (−1)𝐶𝐶12𝑛𝑛�𝑒𝑒𝑖𝑖(2𝑛𝑛−2)𝛼𝛼 + 𝑒𝑒−𝑖𝑖(2𝑛𝑛−2)𝛼𝛼�

+(−1)2𝐶𝐶22𝑛𝑛�𝑒𝑒𝑖𝑖(2𝑛𝑛−4)𝛼𝛼 + 𝑒𝑒−𝑖𝑖(2𝑛𝑛−4)𝛼𝛼�
+⋯+ (−1)𝑛𝑛−1𝐶𝐶𝑛𝑛−12𝑛𝑛 �𝑒𝑒𝑖𝑖2𝛼𝛼 + 𝑒𝑒−𝑖𝑖2𝛼𝛼� + 𝐶𝐶𝑛𝑛2𝑛𝑛𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 ∙ (−1)𝑛𝑛𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

� 

        = (−1)𝑛𝑛

22𝑛𝑛
�
2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝑛𝑛𝑛𝑛 + (−1)𝐶𝐶12𝑛𝑛 ∙ 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(2𝑛𝑛 − 2)𝛼𝛼 + (−1)2𝐶𝐶22𝑛𝑛 ∙ 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(2𝑛𝑛 − 4)𝛼𝛼

    +⋯+ (−1)𝑛𝑛−1𝐶𝐶𝑛𝑛−12𝑛𝑛 ∙ 2 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝛼𝛼 + (−1)𝑛𝑛𝐶𝐶𝑛𝑛2𝑛𝑛
� 

        = 1
22𝑛𝑛−1

�
(−1)𝑛𝑛𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐2𝑛𝑛𝑛𝑛 + (−1)𝑛𝑛+1𝐶𝐶12𝑛𝑛 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(2𝑛𝑛 − 2)𝛼𝛼 + (−1)𝑛𝑛+2𝐶𝐶22𝑛𝑛 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(2𝑛𝑛 − 4)𝛼𝛼

+⋯+ (−1)2𝑛𝑛−1𝐶𝐶𝑛𝑛−12𝑛𝑛 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 2𝛼𝛼 + 1
2

(−1)2𝑛𝑛𝐶𝐶𝑛𝑛2𝑛𝑛
� 

        = 1
22𝑛𝑛−1

�∑ (−1)𝑛𝑛+𝑘𝑘𝐶𝐶𝑘𝑘2𝑛𝑛𝑛𝑛−1
𝑘𝑘=0 ∙ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(2𝑛𝑛 − 2𝑘𝑘)𝛼𝛼 + 1

2
𝐶𝐶𝑛𝑛2𝑛𝑛�。 

(2)𝑁𝑁 = 2𝑛𝑛 + 1 時， 

  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑛𝑛+1𝛼𝛼 = 1
22𝑛𝑛+1𝑖𝑖2𝑛𝑛+1

�
𝑒𝑒𝑖𝑖(2𝑛𝑛+1)𝛼𝛼 + (−1)𝐶𝐶12𝑛𝑛+1𝑒𝑒𝑖𝑖(2𝑛𝑛−1)𝛼𝛼 + (−1)2𝐶𝐶22𝑛𝑛+1𝑒𝑒𝑖𝑖(2𝑛𝑛−3)𝛼𝛼

+⋯+ (−1)2𝑛𝑛𝐶𝐶2𝑛𝑛2𝑛𝑛+1𝑒𝑒−𝑖𝑖(2𝑛𝑛−1)𝛼𝛼 + (−1)2𝑛𝑛+1𝑒𝑒−𝑖𝑖(2𝑛𝑛+1)𝛼𝛼 � 

        = 1
22𝑛𝑛+1(−1)𝑛𝑛𝑖𝑖

�
�𝑒𝑒𝑖𝑖(2𝑛𝑛+1)𝛼𝛼 − 𝑒𝑒−𝑖𝑖(2𝑛𝑛+1)𝛼𝛼� + (−1)𝐶𝐶12𝑛𝑛+1�𝑒𝑒𝑖𝑖(2𝑛𝑛−1)𝛼𝛼 − 𝑒𝑒−𝑖𝑖(2𝑛𝑛−1)𝛼𝛼�

+(−1)2𝐶𝐶22𝑛𝑛+1�𝑒𝑒𝑖𝑖(2𝑛𝑛−3)𝛼𝛼 − 𝑒𝑒−𝑖𝑖(2𝑛𝑛−3)𝛼𝛼� + ⋯+ (−1)𝑛𝑛𝐶𝐶𝑛𝑛2𝑛𝑛+1�𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖�
� 

引理 7.1.   (𝟏𝟏)𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝟐𝟐𝟐𝟐𝜶𝜶 = 𝟏𝟏
𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐−𝟏𝟏

�∑ (−𝟏𝟏)𝒏𝒏+𝒌𝒌𝑪𝑪𝒌𝒌𝟐𝟐𝟐𝟐𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄𝒄(𝟐𝟐𝟐𝟐 − 𝟐𝟐𝟐𝟐)𝜶𝜶𝒏𝒏−𝟏𝟏
𝒌𝒌=𝟎𝟎 + 𝟏𝟏

𝟐𝟐
𝑪𝑪𝒏𝒏𝟐𝟐𝟐𝟐�   

 (𝟐𝟐)𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝟐𝟐𝟐𝟐+𝟏𝟏𝜶𝜶 = 𝟏𝟏
𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐

�∑ (−𝟏𝟏)𝒏𝒏+𝒌𝒌𝑪𝑪𝒌𝒌𝟐𝟐𝟐𝟐+𝟏𝟏𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔𝒔(𝟐𝟐𝟐𝟐 + 𝟏𝟏 − 𝟐𝟐𝟐𝟐)𝜶𝜶𝒏𝒏
𝒌𝒌=𝟎𝟎 � (參[8]) 

 



21 

        = (−1)𝑛𝑛

22𝑛𝑛
�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 (2𝑛𝑛 + 1)𝛼𝛼 + (−1)𝐶𝐶12𝑛𝑛+1 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝑛𝑛 − 1)𝛼𝛼 + (−1)2𝐶𝐶22𝑛𝑛+1 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝑛𝑛 − 3)𝛼𝛼

+⋯+ (−1)𝑛𝑛𝐶𝐶𝑛𝑛2𝑛𝑛+1 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝛼𝛼
� 

        = 1
22𝑛𝑛

�
(−1)𝑛𝑛 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝑛𝑛 + 1)𝛼𝛼 + (−1)𝑛𝑛+1𝐶𝐶12𝑛𝑛+1 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝑛𝑛 − 1)𝛼𝛼

+(−1)𝑛𝑛+2𝐶𝐶22𝑛𝑛+1 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝑛𝑛 − 3)𝛼𝛼 + ⋯+ (−1)2𝑛𝑛𝐶𝐶𝑛𝑛2𝑛𝑛+1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠
� 

        = 1
22𝑛𝑛

[∑ (−1)𝑛𝑛+𝑘𝑘𝐶𝐶𝑘𝑘2𝑛𝑛+1𝑛𝑛
𝑘𝑘=0 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝑛𝑛 + 1 − 2𝑘𝑘)𝛼𝛼]，Q.E.D。 

 

 

 

[證明]   

已知 𝑃𝑃𝐴𝐴𝑘𝑘������ = |𝑃𝑃 − 𝑍𝑍𝑘𝑘| = 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃
2

+ 𝑘𝑘
2𝑛𝑛
𝜋𝜋�，其中 𝑘𝑘 = 0,1,2,⋯ ,2𝑛𝑛 − 1 

且 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚−2𝛼𝛼 = 1
22𝑚𝑚−3 �∑ (−1)𝑚𝑚−1+𝑘𝑘𝐶𝐶𝑘𝑘2𝑚𝑚−2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(2𝑚𝑚− 2 − 2𝑘𝑘)𝛼𝛼𝑚𝑚−2

𝑘𝑘=0 + 1
2
𝐶𝐶𝑚𝑚−1
2(𝑚𝑚−1)� 

所以 𝑃𝑃𝐴𝐴1�����2𝑚𝑚−2 + 𝑃𝑃𝐴𝐴3�����2𝑚𝑚−2 + 𝑃𝑃𝐴𝐴5�����2𝑚𝑚−2 + ⋯+ 𝑃𝑃𝐴𝐴2𝑛𝑛−1����������2𝑚𝑚−2
 

 = 22𝑚𝑚−2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚−2 �𝜃𝜃
2

+ 𝜋𝜋
2𝑛𝑛
� + 22𝑚𝑚−2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚−2 �𝜃𝜃

2
+ 3𝜋𝜋

2𝑛𝑛
� + 22𝑚𝑚−2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚−2 �𝜃𝜃

2
+ 5𝜋𝜋

2𝑛𝑛
� 

 +⋯+ 22𝑚𝑚−2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚−2 �𝜃𝜃
2

+ 2𝑛𝑛−1
2𝑛𝑛

𝜋𝜋� 

   = 2 �∑ (−1)𝑚𝑚−1+𝑘𝑘𝐶𝐶𝑘𝑘2𝑚𝑚−2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(2𝑚𝑚− 2 − 2𝑘𝑘) �𝜃𝜃
2

+ 𝜋𝜋
2𝑛𝑛
�𝑚𝑚−2

𝑘𝑘=0 + 1
2
𝐶𝐶𝑚𝑚−1
2(𝑚𝑚−1)� 

 +2 �∑ (−1)𝑚𝑚−1+𝑘𝑘𝐶𝐶𝑘𝑘2𝑚𝑚−2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(2𝑚𝑚 − 2 − 2𝑘𝑘) �𝜃𝜃
2

+ 3𝜋𝜋
2𝑛𝑛
�𝑚𝑚−2

𝑘𝑘=0 + 1
2
𝐶𝐶𝑚𝑚−1
2(𝑚𝑚−1)� 

            +2 �∑ (−1)𝑚𝑚−1+𝑘𝑘𝐶𝐶𝑘𝑘2𝑚𝑚−2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(2𝑚𝑚 − 2 − 2𝑘𝑘) �𝜃𝜃
2

+ 5𝜋𝜋
2𝑛𝑛
�𝑚𝑚−2

𝑘𝑘=0 + 1
2
𝐶𝐶𝑚𝑚−1
2(𝑚𝑚−1)� + ⋯ 

 +2 �∑ (−1)𝑚𝑚−1+𝑘𝑘𝐶𝐶𝑘𝑘2𝑚𝑚−2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(2𝑚𝑚 − 2 − 2𝑘𝑘) �𝜃𝜃
2

+ 2𝑛𝑛−1
2𝑛𝑛

𝜋𝜋�𝑚𝑚−2
𝑘𝑘=0 + 1

2
𝐶𝐶𝑚𝑚−1
2(𝑚𝑚−1)� 

   = 𝑛𝑛 ∙ 𝐶𝐶𝑚𝑚−1
2(𝑚𝑚−1) + 2(−1)𝑚𝑚−1 �

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑚𝑚− 1) �𝜃𝜃 + 𝜋𝜋
𝑛𝑛
� + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑚𝑚− 1) �𝜃𝜃 + 3

𝑛𝑛
𝜋𝜋�

+𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑚𝑚− 1) �𝜃𝜃 + 5
𝑛𝑛
𝜋𝜋� + ⋯+ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑚𝑚− 1) �𝜃𝜃 + 2𝑛𝑛−1

𝑛𝑛
𝜋𝜋�
� 

定理 7.2. (參[4]) 

設正𝟐𝟐𝒏𝒏(𝒏𝒏 ≥ 𝒎𝒎，𝒎𝒎 ≥ 𝟐𝟐)邊形𝑨𝑨𝟎𝟎𝑨𝑨𝟏𝟏𝑨𝑨𝟐𝟐 ⋯𝑨𝑨𝟐𝟐𝟐𝟐−𝟏𝟏的外接圓，設𝑷𝑷點為𝑨𝑨𝟎𝟎𝑨𝑨𝟐𝟐𝟐𝟐−𝟏𝟏� 上任一點， 

則 𝑃𝑃𝐴𝐴1�����2𝑚𝑚−2 + 𝑃𝑃𝐴𝐴3�����2𝑚𝑚−2 + 𝑃𝑃𝐴𝐴5�����2𝑚𝑚−2 + ⋯+ 𝑃𝑃𝐴𝐴2𝑛𝑛−1����������2𝑚𝑚−2
 

 = 𝑃𝑃𝐴𝐴0�����2𝑚𝑚−2 + 𝑃𝑃𝐴𝐴2�����2𝑚𝑚−2 + 𝑃𝑃𝐴𝐴4�����2𝑚𝑚−2 + ⋯+ 𝑃𝑃𝐴𝐴2𝑛𝑛−2����������2𝑚𝑚−2
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        +2(−1)𝑚𝑚𝐶𝐶12𝑚𝑚−2 �
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑚𝑚− 2) �𝜃𝜃 + 𝜋𝜋

𝑛𝑛
�+ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑚𝑚− 2) �𝜃𝜃 + 3

𝑛𝑛
𝜋𝜋�

+𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑚𝑚− 2) �𝜃𝜃 + 5
𝑛𝑛
𝜋𝜋� + ⋯+ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑚𝑚 − 2) �𝜃𝜃 + 2𝑛𝑛−1

𝑛𝑛
𝜋𝜋�
� 

            +2(−1)𝑚𝑚+1𝐶𝐶22𝑚𝑚−2 �
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑚𝑚− 3) �𝜃𝜃 + 𝜋𝜋

𝑛𝑛
�+ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑚𝑚− 3) �𝜃𝜃 + 3

𝑛𝑛
𝜋𝜋�

+𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑚𝑚− 3) �𝜃𝜃 + 5
𝑛𝑛
𝜋𝜋� + ⋯+ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑚𝑚− 3) �𝜃𝜃 + 2𝑛𝑛−1

𝑛𝑛
𝜋𝜋�
� 

                 +⋯+ 2(−1)2𝑚𝑚−3𝐶𝐶𝑚𝑚−2
2𝑚𝑚−2 �

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜃𝜃 + 𝜋𝜋
𝑛𝑛
�+ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜃𝜃 + 3

𝑛𝑛
𝜋𝜋�

+𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜃𝜃 + 5
𝑛𝑛
𝜋𝜋� + ⋯+ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜃𝜃 + 2𝑛𝑛−1

𝑛𝑛
𝜋𝜋�
� 

    = 𝑛𝑛 ∙ 𝐶𝐶𝑚𝑚−1
2(𝑚𝑚−1) + 2(−1)𝑚𝑚−1 ∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑚𝑚 − 1) �𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘+1

𝑛𝑛
𝜋𝜋�𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=0  

                  +2(−1)𝑚𝑚𝐶𝐶12𝑚𝑚−2 ∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝑚𝑚− 2) �𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘+1
𝑛𝑛

𝜋𝜋�𝑛𝑛−1
𝑘𝑘=0  

                      +2(−1)𝑚𝑚+1𝐶𝐶22𝑚𝑚−2 ∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 (𝑚𝑚 − 3) �𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘+1
𝑛𝑛

𝜋𝜋�𝑛𝑛−1
𝑘𝑘=0  

                          +⋯+ 2(−1)2𝑚𝑚−3𝐶𝐶𝑚𝑚−2
2𝑚𝑚−2 ∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘+1

𝑛𝑛
𝜋𝜋�𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=0 = 𝑛𝑛 ∙ 𝐶𝐶𝑚𝑚−1
2(𝑚𝑚−1) 

  由引理 4.3.(4)可知：∑ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑝𝑝 �𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘+1
𝑛𝑛

𝜋𝜋�𝑛𝑛−1
𝑘𝑘=0 = 0 (𝟏𝟏 ≤ 𝒑𝒑 ≤ 𝒏𝒏 − 𝟏𝟏,𝒑𝒑 ∈ ℕ)。 

 

𝑃𝑃𝐴𝐴0�����2𝑚𝑚−2 + 𝑃𝑃𝐴𝐴2�����2𝑚𝑚−2 + 𝑃𝑃𝐴𝐴4�����2𝑚𝑚−2 + ⋯+ 𝑃𝑃𝐴𝐴2𝑛𝑛−2����������2𝑚𝑚−2
 

 = 22𝑚𝑚−2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚−2 �𝜃𝜃
2
� + 22𝑚𝑚−2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚−2 �𝜃𝜃

2
+ 2𝜋𝜋

2𝑛𝑛
�+ 22𝑚𝑚−2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚−2 �𝜃𝜃

2
+ 4𝜋𝜋

2𝑛𝑛
� 

   +⋯+ 22𝑚𝑚−2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚−2 �𝜃𝜃
2

+ 2𝑛𝑛−2
2𝑛𝑛

𝜋𝜋� 

   = 2 �∑ (−1)𝑚𝑚−1+𝑘𝑘𝐶𝐶𝑘𝑘2𝑚𝑚−2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(2𝑚𝑚− 2 − 2𝑘𝑘) �𝜃𝜃
2
�𝑚𝑚−2

𝑘𝑘=0 + 1
2
𝐶𝐶𝑚𝑚−1
2(𝑚𝑚−1)� 

 +2 �∑ (−1)𝑚𝑚−1+𝑘𝑘𝐶𝐶𝑘𝑘2𝑚𝑚−2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(2𝑚𝑚 − 2 − 2𝑘𝑘) �𝜃𝜃
2

+ 2𝜋𝜋
2𝑛𝑛
�𝑚𝑚−2

𝑘𝑘=0 + 1
2
𝐶𝐶𝑚𝑚−1
2(𝑚𝑚−1)� 

           +2 �∑ (−1)𝑚𝑚−1+𝑘𝑘𝐶𝐶𝑘𝑘2𝑚𝑚−2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(2𝑚𝑚 − 2 − 2𝑘𝑘) �𝜃𝜃
2

+ 4𝜋𝜋
2𝑛𝑛
�𝑚𝑚−2

𝑘𝑘=0 + 1
2
𝐶𝐶𝑚𝑚−1
2(𝑚𝑚−1)� + ⋯ 

  +2 �∑ (−1)𝑚𝑚−1+𝑘𝑘𝐶𝐶𝑘𝑘2𝑚𝑚−2𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(2𝑚𝑚 − 2 − 2𝑘𝑘) �𝜃𝜃
2

+ 2𝑛𝑛−2
2𝑛𝑛

𝜋𝜋�𝑚𝑚−2
𝑘𝑘=0 + 1

2
𝐶𝐶𝑚𝑚−1
2(𝑚𝑚−1)� 

    = 𝑛𝑛 ∙ 𝐶𝐶𝑚𝑚−1
2(𝑚𝑚−1) + 2(−1)𝑚𝑚−1 �

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑚𝑚− 1)𝜃𝜃 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑚𝑚− 1) �𝜃𝜃 + 2
𝑛𝑛
𝜋𝜋�

+𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑚𝑚− 1) �𝜃𝜃 + 4
𝑛𝑛
𝜋𝜋� + ⋯+ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑚𝑚− 1) �𝜃𝜃 + 2𝑛𝑛−2

𝑛𝑛
𝜋𝜋�
� 

         +2(−1)𝑚𝑚𝐶𝐶12𝑚𝑚−2 �
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑚𝑚− 2)(𝜃𝜃) + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑚𝑚− 2) �𝜃𝜃 + 2

𝑛𝑛
𝜋𝜋�

+𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑚𝑚− 2) �𝜃𝜃 + 4
𝑛𝑛
𝜋𝜋� + ⋯+ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑚𝑚 − 2) �𝜃𝜃 + 2𝑛𝑛−2

𝑛𝑛
𝜋𝜋�
� 
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            +2(−1)𝑚𝑚+1𝐶𝐶22𝑚𝑚−2 �
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑚𝑚 − 3)(𝜃𝜃) + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑚𝑚− 3) �𝜃𝜃 + 2

𝑛𝑛
𝜋𝜋�

+𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑚𝑚− 3) �𝜃𝜃 + 4
𝑛𝑛
𝜋𝜋� + ⋯+ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝑚𝑚− 3) �𝜃𝜃 + 2𝑛𝑛−2

𝑛𝑛
𝜋𝜋�
� 

                     +⋯+ 2(−1)2𝑚𝑚−3𝐶𝐶𝑚𝑚−22𝑚𝑚−2 �
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(𝜃𝜃) + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜃𝜃 + 2

𝑛𝑛
𝜋𝜋�

+𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜃𝜃 + 4
𝑛𝑛
𝜋𝜋� + ⋯+ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 �𝜃𝜃 + 2𝑛𝑛−2

𝑛𝑛
𝜋𝜋�
� 

   = 𝑛𝑛 ∙ 𝐶𝐶𝑚𝑚−1
2(𝑚𝑚−1) + 2(−1)𝑚𝑚−1 ∑ cos(𝑚𝑚− 1) �𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘

𝑛𝑛
𝜋𝜋�𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=0  

               +2(−1)𝑚𝑚𝐶𝐶12𝑚𝑚−2 ∑ cos (𝑚𝑚− 2) �𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘
𝑛𝑛
𝜋𝜋�𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=0  

                    +2(−1)𝑚𝑚+1𝐶𝐶22𝑚𝑚−2 ∑ cos (𝑚𝑚− 3) �𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘
𝑛𝑛
𝜋𝜋�𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=0  

                         +⋯+ 2(−1)2𝑚𝑚−3𝐶𝐶𝑚𝑚−2
2𝑚𝑚−2 ∑ cos �𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘

𝑛𝑛
𝜋𝜋�𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=0 = 𝑛𝑛 ∙ 𝐶𝐶𝑚𝑚−1
2(𝑚𝑚−1) 

由引理 4.3.(3)可知：∑ cos 𝑝𝑝 �𝜃𝜃 + 2𝑘𝑘
𝑛𝑛
𝜋𝜋�𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=0 = 0 (𝟏𝟏 ≤ 𝒑𝒑 ≤ 𝒏𝒏 − 𝟏𝟏,𝒑𝒑 ∈ ℕ)。 

故  𝑃𝑃𝐴𝐴1�����2𝑚𝑚−2 + 𝑃𝑃𝐴𝐴3�����2𝑚𝑚−2 + 𝑃𝑃𝐴𝐴5�����2𝑚𝑚−2 + ⋯+ 𝑃𝑃𝐴𝐴2𝑛𝑛−1����������2𝑚𝑚−2
 

   = 𝑃𝑃𝐴𝐴0�����2𝑚𝑚−2 + 𝑃𝑃𝐴𝐴2�����2𝑚𝑚−2 + 𝑃𝑃𝐴𝐴4�����2𝑚𝑚−2 + ⋯+ 𝑃𝑃𝐴𝐴2𝑛𝑛−2����������2𝑚𝑚−2(𝑚𝑚 ≥ 2)，Q.E.D。 

 

 

 

[證明]   

已知 𝑃𝑃𝐴𝐴𝑘𝑘������ = |𝑃𝑃 − 𝑍𝑍𝑘𝑘| = 2𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃
2

+ 𝑘𝑘
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋�，其中 𝑘𝑘 = 0,1,2,⋯ ,2𝑛𝑛 

且 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚−1𝛼𝛼 = 1
22𝑚𝑚−2 [∑ (−1)𝑚𝑚−1+𝑘𝑘𝐶𝐶𝑘𝑘2𝑚𝑚−1𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐(2𝑚𝑚 − 1 − 2𝑘𝑘)𝛼𝛼𝑚𝑚−1

𝑘𝑘=0 ] 

所以 𝑃𝑃𝐴𝐴1�����2𝑚𝑚−1 + 𝑃𝑃𝐴𝐴3�����2𝑚𝑚−1 + 𝑃𝑃𝐴𝐴5�����2𝑚𝑚−1 + ⋯+ 𝑃𝑃𝐴𝐴2𝑛𝑛−1����������2𝑚𝑚−1
 

 = 22𝑚𝑚−1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚−1 �𝜃𝜃
2

+ 𝜋𝜋
2𝑛𝑛+1

� + 22𝑚𝑚−1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚−1 �𝜃𝜃
2

+ 3𝜋𝜋
2𝑛𝑛+1

� + 22𝑚𝑚−1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚−1 �𝜃𝜃
2

+ 5𝜋𝜋
2𝑛𝑛+1

� 

定理 7.3. 

設正𝟐𝟐𝒏𝒏 + 𝟏𝟏(𝒏𝒏 ≥ 𝒎𝒎，𝒎𝒎 ≥ 𝟏𝟏)邊形𝑨𝑨𝟎𝟎𝑨𝑨𝟏𝟏𝑨𝑨𝟐𝟐 ⋯𝑨𝑨𝟐𝟐𝟐𝟐的外接圓，設𝑷𝑷點為𝑨𝑨𝟎𝟎𝑨𝑨𝟐𝟐𝟐𝟐� 上任一點， 

則 𝑃𝑃𝐴𝐴1�����2𝑚𝑚−1 + 𝑃𝑃𝐴𝐴3�����2𝑚𝑚−1 + 𝑃𝑃𝐴𝐴5�����2𝑚𝑚−1 + ⋯+ 𝑃𝑃𝐴𝐴2𝑛𝑛−1����������2𝑚𝑚−1
 

 = 𝑃𝑃𝐴𝐴0�����2𝑚𝑚−1 + 𝑃𝑃𝐴𝐴2�����2𝑚𝑚−1 + 𝑃𝑃𝐴𝐴4�����2𝑚𝑚−1 + ⋯+ 𝑃𝑃𝐴𝐴2𝑛𝑛�������2𝑚𝑚−1
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                         +⋯+ 22𝑚𝑚−1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚−1 �𝜃𝜃
2

+ 2𝑛𝑛−1
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋� 

   = 2 �∑ (−1)𝑚𝑚−1+𝑘𝑘𝐶𝐶𝑘𝑘2𝑚𝑚−1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝑚𝑚 − 1 − 2𝑘𝑘) �𝜃𝜃
2

+ 𝜋𝜋
2𝑛𝑛+1

�𝑚𝑚−1
𝑘𝑘=0 � 

    +2 �∑ (−1)𝑚𝑚−1+𝑘𝑘𝐶𝐶𝑘𝑘2𝑚𝑚−1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝑚𝑚 − 1 − 2𝑘𝑘) �𝜃𝜃
2

+ 3𝜋𝜋
2𝑛𝑛+1

�𝑚𝑚−1
𝑘𝑘=0 � 

          +2 �∑ (−1)𝑚𝑚−1+𝑘𝑘𝐶𝐶𝑘𝑘2𝑚𝑚−1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝑚𝑚 − 1 − 2𝑘𝑘) �𝜃𝜃
2

+ 5𝜋𝜋
2𝑛𝑛+1

�𝑚𝑚−1
𝑘𝑘=0 � + ⋯ 

          +2 �∑ (−1)𝑚𝑚−1+𝑘𝑘𝐶𝐶𝑘𝑘2𝑚𝑚−1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝑚𝑚 − 1 − 2𝑘𝑘) �𝜃𝜃
2

+ 2𝑛𝑛−1
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋�𝑚𝑚−1
𝑘𝑘=0 � 

    = 2(−1)𝑚𝑚−1 �
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝑚𝑚− 1) �𝜃𝜃

2
+ 𝜋𝜋

2𝑛𝑛+1
� + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝑚𝑚− 1) �𝜃𝜃

2
+ 3

2𝑛𝑛+1
𝜋𝜋�

+𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝑚𝑚 − 1) �𝜃𝜃
2

+ 5
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋� + ⋯+ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝑚𝑚− 1) �𝜃𝜃
2

+ 2𝑛𝑛−1
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋�
� 

       +2(−1)𝑚𝑚𝐶𝐶12𝑚𝑚−1 �
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝑚𝑚− 3) �𝜃𝜃

2
+ 𝜋𝜋

2𝑛𝑛+1
� + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝑚𝑚 − 3) �𝜃𝜃

2
+ 3

2𝑛𝑛+1
𝜋𝜋�

+𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝑚𝑚− 3) �𝜃𝜃
2

+ 5
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋� + ⋯+ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝑚𝑚 − 3) �𝜃𝜃
2

+ 2𝑛𝑛−1
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋�
� 

       +2(−1)𝑚𝑚+1𝐶𝐶22𝑚𝑚−1 �
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝑚𝑚− 5) �𝜃𝜃

2
+ 𝜋𝜋

2𝑛𝑛+1
� + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝑚𝑚− 5) �𝜃𝜃

2
+ 3

2𝑛𝑛+1
𝜋𝜋�

+𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝑚𝑚 − 5) �𝜃𝜃
2

+ 5
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋� + ⋯+ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝑚𝑚− 5) �𝜃𝜃
2

+ 2𝑛𝑛−1
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋�
� 

                  +⋯+ 2(−1)2𝑚𝑚−2𝐶𝐶𝑚𝑚−1
2𝑚𝑚−1 �

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃
2

+ 𝜋𝜋
2𝑛𝑛+1

� + 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃
2

+ 3
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋�

+𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃
2

+ 5
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋� + ⋯+ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃
2

+ 2𝑛𝑛−1
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋�
� 

    = 2(−1)𝑚𝑚−1 ∑ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝑚𝑚 − 1) �𝜃𝜃
2

+ 2𝑘𝑘+1
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋�𝑛𝑛−1
𝑘𝑘=0  

          +2(−1)𝑚𝑚−1𝐶𝐶12𝑚𝑚−1 ∑ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 (2𝑚𝑚 − 3) �𝜃𝜃
2

+ 2𝑘𝑘+1
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋�𝑛𝑛−1
𝑘𝑘=0  

              +2(−1)𝑚𝑚+1𝐶𝐶22𝑚𝑚−1 ∑ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 (2𝑚𝑚 − 5) �𝜃𝜃
2

+ 2𝑘𝑘+1
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋�𝑛𝑛−1
𝑘𝑘=0  

                  +⋯+ 2(−1)2𝑚𝑚−2𝐶𝐶𝑚𝑚−1
2𝑚𝑚−1 ∑ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃

2
+ 2𝑘𝑘+1

2𝑛𝑛+1
𝜋𝜋�𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=0  

 

   𝑃𝑃𝐴𝐴0�����2𝑚𝑚−1 + 𝑃𝑃𝐴𝐴2�����2𝑚𝑚−1 + 𝑃𝑃𝐴𝐴4�����2𝑚𝑚−1 + ⋯+ 𝑃𝑃𝐴𝐴2𝑛𝑛�������2𝑚𝑚−1
 

 = 22𝑚𝑚−1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚−1 �𝜃𝜃
2
� + 22𝑚𝑚−1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚−1 �𝜃𝜃

2
+ 2𝜋𝜋

2𝑛𝑛+1
� + 22𝑚𝑚−1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚−1 �𝜃𝜃

2
+ 4𝜋𝜋

2𝑛𝑛+1
� 

   +⋯+ 22𝑚𝑚−1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠2𝑚𝑚−1 �𝜃𝜃
2

+ 2𝑛𝑛
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋� 

   = 2 �∑ (−1)𝑚𝑚−1+𝑘𝑘𝐶𝐶𝑘𝑘2𝑚𝑚−1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝑚𝑚 − 1 − 2𝑘𝑘) �𝜃𝜃
2
�𝑚𝑚−1

𝑘𝑘=0 � 
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   +2 �∑ (−1)𝑚𝑚−1+𝑘𝑘𝐶𝐶𝑘𝑘2𝑚𝑚−1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝑚𝑚 − 1 − 2𝑘𝑘) �𝜃𝜃
2

+ 2𝜋𝜋
2𝑛𝑛+1

�𝑚𝑚−1
𝑘𝑘=0 � 

            +2 �∑ (−1)𝑚𝑚−1+𝑘𝑘𝐶𝐶𝑘𝑘2𝑚𝑚−1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝑚𝑚 − 1 − 2𝑘𝑘) �𝜃𝜃
2

+ 4𝜋𝜋
2𝑛𝑛+1

�𝑚𝑚−1
𝑘𝑘=0 � + ⋯ 

             +2 �∑ (−1)𝑚𝑚−1+𝑘𝑘𝐶𝐶𝑘𝑘2𝑚𝑚−1𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝑚𝑚 − 1 − 2𝑘𝑘) �𝜃𝜃
2

+ 2𝑛𝑛
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋�𝑚𝑚−1
𝑘𝑘=0 � 

   = 2(−1)𝑚𝑚−1 �
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝑚𝑚 − 1) 𝜃𝜃

2
+ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝑚𝑚− 1) �𝜃𝜃

2
+ 2

2𝑛𝑛+1
𝜋𝜋�

+𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝑚𝑚 − 1) �𝜃𝜃
2

+ 4
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋� + ⋯+ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝑚𝑚− 1) �𝜃𝜃
2

+ 2𝑛𝑛
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋�
� 

       +2(−1)𝑚𝑚𝐶𝐶12𝑚𝑚−1 �
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝑚𝑚− 3) 𝜃𝜃

2
+ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝑚𝑚 − 3) �𝜃𝜃

2
+ 2

2𝑛𝑛+1
𝜋𝜋�

+𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝑚𝑚− 3) �𝜃𝜃
2

+ 4
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋� + ⋯+ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝑚𝑚 − 3) �𝜃𝜃
2

+ 2𝑛𝑛
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋�
� 

       +2(−1)𝑚𝑚+1𝐶𝐶22𝑚𝑚−1 �
𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝑚𝑚− 5) 𝜃𝜃

2
+ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝑚𝑚− 5) �𝜃𝜃

2
+ 2

2𝑛𝑛+1
𝜋𝜋�

+𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝑚𝑚 − 5) �𝜃𝜃
2

+ 4
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋� + ⋯+ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝑚𝑚− 5) �𝜃𝜃
2

+ 2𝑛𝑛
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋�
� 

                  +⋯+ 2(−1)2𝑚𝑚−2𝐶𝐶𝑚𝑚−1
2𝑚𝑚−1 �

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝜃𝜃
2

+ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃
2

+ 2
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋�

+𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃
2

+ 4
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋� + ⋯+ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃
2

+ 2𝑛𝑛
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋�
� 

   = 2(−1)𝑚𝑚−1 ∑ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝑚𝑚− 1) �𝜃𝜃
2

+ 2𝑘𝑘
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋�𝑛𝑛
𝑘𝑘=0  

            +2(−1)𝑚𝑚𝐶𝐶12𝑚𝑚−1 ∑ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 (2𝑚𝑚− 3) �𝜃𝜃
2

+ 2𝑘𝑘
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋�𝑛𝑛
𝑘𝑘=0  

                  +2(−1)𝑚𝑚+1𝐶𝐶22𝑚𝑚−1 ∑ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 (2𝑚𝑚 − 5) �𝜃𝜃
2

+ 2𝑘𝑘
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋�𝑛𝑛
𝑘𝑘=0  

                         +⋯+ 2(−1)2𝑚𝑚−2𝐶𝐶𝑚𝑚−1
2𝑚𝑚−1 ∑ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃

2
+ 2𝑘𝑘

2𝑛𝑛+1
𝜋𝜋�𝑛𝑛

𝑘𝑘=0  

  於是 

  �𝑃𝑃𝐴𝐴0�����2𝑚𝑚−1 + 𝑃𝑃𝐴𝐴2�����2𝑚𝑚−1 + 𝑃𝑃𝐴𝐴4�����2𝑚𝑚−1 + ⋯+ 𝑃𝑃𝐴𝐴2𝑛𝑛−2����������2𝑚𝑚−1� 

                 −�𝑃𝑃𝐴𝐴1�����2𝑚𝑚−1 + 𝑃𝑃𝐴𝐴3�����2𝑚𝑚−1 + 𝑃𝑃𝐴𝐴5�����2𝑚𝑚−1 + ⋯+ 𝑃𝑃𝐴𝐴2𝑛𝑛−1����������2𝑚𝑚−1� 

  = 2(−1)𝑚𝑚−1 ∑ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝑚𝑚− 1) �𝜃𝜃
2

+ 2𝑘𝑘
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋�2𝑛𝑛
𝑘𝑘=0  

         +2(−1)𝑚𝑚𝐶𝐶12𝑚𝑚−1 ∑ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝑚𝑚 − 3) �𝜃𝜃
2

+ 2𝑘𝑘
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋�2𝑛𝑛
𝑘𝑘=0  

               +2(−1)𝑚𝑚+1𝐶𝐶22𝑚𝑚−1 ∑ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠(2𝑚𝑚 − 5) �𝜃𝜃
2

+ 2𝑘𝑘
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋�2𝑛𝑛
𝑘𝑘=0  

                     +⋯+ 2(−1)2𝑚𝑚−2𝐶𝐶𝑚𝑚−12𝑚𝑚−1 ∑ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 �𝜃𝜃
2

+ 2𝑘𝑘
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋�2𝑛𝑛
𝑘𝑘=0  
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由引理 4.3.(3)可知：∑ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠 𝑝𝑝 �𝜃𝜃
2

+ 2𝑘𝑘
2𝑛𝑛+1

𝜋𝜋�2𝑛𝑛
𝑘𝑘=0 = 0 (𝟏𝟏 ≤ 𝒑𝒑 ≤ 𝟐𝟐𝟐𝟐,𝒑𝒑 ∈ ℕ)， 

因此 �𝑃𝑃𝐴𝐴0�����2𝑚𝑚−1 + 𝑃𝑃𝐴𝐴2�����2𝑚𝑚−1 + 𝑃𝑃𝐴𝐴4�����2𝑚𝑚−1 + ⋯+ 𝑃𝑃𝐴𝐴2𝑛𝑛−2����������2𝑚𝑚−1� 

                       −�𝑃𝑃𝐴𝐴1�����2𝑚𝑚−1 + 𝑃𝑃𝐴𝐴3�����2𝑚𝑚−1 + 𝑃𝑃𝐴𝐴5�����2𝑚𝑚−1 + ⋯+ 𝑃𝑃𝐴𝐴2𝑛𝑛−1����������2𝑚𝑚−1� = 0 

故  𝑃𝑃𝐴𝐴1�����2𝑚𝑚−1 + 𝑃𝑃𝐴𝐴3�����2𝑚𝑚−1 + 𝑃𝑃𝐴𝐴5�����2𝑚𝑚−1 + ⋯+ 𝑃𝑃𝐴𝐴2𝑛𝑛−1����������2𝑚𝑚−1
 

   = 𝑃𝑃𝐴𝐴0�����2𝑚𝑚−1 + 𝑃𝑃𝐴𝐴2�����2𝑚𝑚−1 + 𝑃𝑃𝐴𝐴4�����2𝑚𝑚−1 + ⋯+ 𝑃𝑃𝐴𝐴2𝑛𝑛−2����������2𝑚𝑚−1(𝑚𝑚 ≥ 1)，Q.E.D。 

 

捌、研究討論 

    針對正四邊形、正六邊形、正八邊形至正十邊形，我們利用 Ggb 作圖後發現： 

如果定點𝑃𝑃不在圓上，不論圓內或圓外，上述偶數邊正多邊形的外接圓上動點到奇頂點的距

離平方和與到偶頂點的距離平方和也會相等，甚至定點不在此圓所在的平面上也成立，為了

方便證明，以下我們還是用複數極式的方法。 

 

 

 

[證明]  在該平面上以圓心 O 為原點建立一個複數平面，令頂點𝐴𝐴𝑘𝑘對應之複數為 

       𝜔𝜔𝑘𝑘(𝑘𝑘 = 0,1,2,⋯ ,𝑛𝑛 − 1)，ω = cos 2𝜋𝜋
𝑛𝑛

+ 𝑖𝑖 sin 2𝜋𝜋
𝑛𝑛
，P 對應之複數為 Z， 

則 ∑ 𝑃𝑃𝐴𝐴𝑘𝑘������2𝑛𝑛−1
𝑘𝑘=0  

= � |𝑍𝑍 − 𝜔𝜔𝑘𝑘|2
𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=0
 

= � (𝑍𝑍 − 𝜔𝜔𝑘𝑘)(𝑍̅𝑍 − 𝜔𝜔�𝑘𝑘)
𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=0
 

引理 8. 1. 

設單位圓之內接正𝑛𝑛邊形為𝑨𝑨𝟎𝟎𝑨𝑨𝟏𝟏𝑨𝑨𝟐𝟐 ⋯𝑨𝑨𝒏𝒏−𝟏𝟏，𝑷𝑷是同平面上任一點且令𝑷𝑷與單位圓圓心的 

距離為 t，則 ∑ 𝑷𝑷𝑨𝑨𝒌𝒌������𝟐𝟐𝒏𝒏−𝟏𝟏
𝒌𝒌=𝟎𝟎 = 𝒏𝒏(𝒕𝒕𝟐𝟐 + 𝟏𝟏)。(參[5]) 

 

圖 8.2. 
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= � (|𝑍𝑍|2 − 𝜔𝜔𝑘𝑘𝑍̅𝑍 − 𝜔𝜔�𝑘𝑘𝑍𝑍 + 1)
𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=0
 

  �因為 𝒁𝒁𝒁𝒁� = |𝒁𝒁|𝟐𝟐，𝝎𝝎𝒌𝒌𝝎𝝎�𝒌𝒌 = (𝝎𝝎 ∙ 𝝎𝝎�)𝒌𝒌 = (|𝝎𝝎|𝟐𝟐)𝒌𝒌 = 𝟏𝟏𝒌𝒌 = 𝟏𝟏� 

= � (|𝑍𝑍|2 + 1) −
𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=0
� 𝜔𝜔𝑘𝑘𝑍̅𝑍

𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=0
−� 𝜔𝜔�𝑘𝑘𝑍𝑍

𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=0
 

= 𝑛𝑛(|𝑍𝑍|2 + 1) − 𝑍̅𝑍� 𝜔𝜔𝑘𝑘
𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=0
− 𝑍𝑍� 𝜔𝜔�𝑘𝑘

𝑛𝑛−1

𝑘𝑘=0
 

= 𝑛𝑛(𝑡𝑡2 + 1) − 𝑍̅𝑍 × 0 − 𝑍𝑍 × 0� 

= 𝑛𝑛(𝑡𝑡2 + 1)，Q.E.D。 

 

 

[證明] 令 P 在正𝑛𝑛邊形所在之平面上的正射影為 Q， 

      則由畢氏定理知 

      ∑ 𝑃𝑃𝐴𝐴𝑘𝑘������2𝑛𝑛−1
𝑘𝑘=0  

    = ∑ (𝑃𝑃𝑃𝑃����2𝑛𝑛−1
𝑘𝑘=0 + 𝑄𝑄𝐴𝐴𝑘𝑘������2) 

    = 𝑛𝑛𝑃𝑃𝑃𝑃����2 + ∑ 𝑄𝑄𝐴𝐴𝑘𝑘������2𝑛𝑛−1
𝑘𝑘=0  

    = 𝑛𝑛𝑃𝑃𝑃𝑃����2 + 𝑛𝑛(𝑂𝑂𝑂𝑂����2 + 1)(由引理 8. 1.知)  

    = 𝑛𝑛(𝑃𝑃𝑃𝑃����2 + 𝑂𝑂𝑂𝑂����2 + 1) 

    = 𝑛𝑛(𝑂𝑂𝑂𝑂����2 + 1)(畢氏定理) 

    = 𝑛𝑛(𝑡𝑡2 + 1)，Q.E.D。 

 

 
  

定理 8. 5. 

當 P 為正𝑛𝑛(偶數)邊形的外接圓上或同一平面上、甚至空間中任一點，則其到內接正𝑛𝑛邊

形奇頂點的距離平方和與到偶頂點的距離平方和相等。(參[5]) 

 

推論 8. 3.  在引理中，當 P 不在正𝑛𝑛邊形所在之平面上，而為空間中任一點時，則結論 

          亦成立。(參[5]) 

圖 8.4. 

t

An-1

Ak

A2

A1

xA0O

Q

P
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[證明] 因為𝑛𝑛為偶數，所以正𝑛𝑛邊形之奇頂點及偶頂點均構成一個正 
𝑛𝑛
2
 邊形，利用上面 

      引理 8. 1.和推論 8. 3.可得正𝑛𝑛邊形的外接圓上或同一平面上、甚至空間中任一點， 

      到此正𝑛𝑛邊形奇頂點及偶頂點的距離平方和均為 
𝑛𝑛
2

(𝑡𝑡2 + 1)，故兩者相等，Q.E.D。 

 

玖、結論 

一、正 N 邊形的外接圓上動點到遠頂點的距離和與最近兩頂點的距離和之比值為定值。  

二、奇數邊𝟐𝟐𝒏𝒏 + 𝟏𝟏(𝒏𝒏 ≥ 𝟏𝟏)正多邊形的外接圓上動點到奇頂點的距離和與到偶頂點的距離和 

    相等。 

三、偶數邊𝟐𝟐𝒏𝒏(𝒏𝒏 ≥ 𝟐𝟐)正多邊形的外接圓上或同一平面上、甚至空間中任一點到奇頂點的 

    距離平方和與到偶頂點的距離平方和相等。 

四、奇數邊𝟐𝟐𝒏𝒏 + 𝟏𝟏(𝒏𝒏 ≥ 𝟐𝟐)正多邊形的外接圓上動點到奇頂點的距離立方和與到偶頂點的 

距離立方和相等。 

五、偶數邊𝟐𝟐𝒏𝒏(𝒏𝒏 ≥ 𝟑𝟑)正多邊形的外接圓上動點到奇頂點的距離四次方和與到偶頂點的距離 

    四次方和相等。 

六、奇數邊數正多邊形，當邊數𝟐𝟐𝒏𝒏 + 𝟑𝟑以上時，會滿足此外接圓上動點到奇頂點的距離 

    𝟐𝟐𝒏𝒏 + 𝟏𝟏次方和與到偶頂點的距離𝟐𝟐𝒏𝒏 + 𝟏𝟏次方和相等；偶數邊數正多邊形，當邊數 

    𝟐𝟐𝒏𝒏 + 𝟐𝟐以上時，會滿足此外接圓上動點到奇頂點的距離𝟐𝟐𝒏𝒏次方和與到偶頂點的距離 

    𝟐𝟐𝒏𝒏次方和相等。 

 

    綜合上述性質，我們得到一個結論：不論 N 為奇數或偶數，正 N(𝑵𝑵 ≥ 𝒎𝒎)邊形的外接圓

上動點到奇頂點的距離𝒎𝒎− 𝟐𝟐次方和與到偶頂點的距離𝒎𝒎− 𝟐𝟐次方和必相等。 
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壹、研究動機

科學研習月刊森棚教官的數學題 (參[1] ) 中發現：

「畫正三角形與外接圓，然後在圓上任取一點，

則此點到較遠頂點的距離會等於到較近兩頂點的距離和。」

我們好奇地想探討正多邊形會不會有相同的性質？

貳、研究目的

(一)若推廣到其它正多邊形，情況會是如何？

(二)在正奇數𝟐𝒏 + 𝟏(𝒏 ≥ 𝟏)邊形時，情況會是如何？

(三)在正偶數𝟐𝒏(𝒏 ≥ 𝟐)邊形時，情況會是如何？

(四)在正奇數𝟐𝒏 + 𝟏(𝒏 ≥ 𝟐)邊形時，情況會是如何？

(五)在正偶數𝟐𝒏(𝒏 ≥ 𝟑)邊形時，情況會是如何？
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參、研究架構



肆、距離和之比值問題

正𝟐𝒏 + 𝟏邊形：

𝑃𝐴3+𝑃𝐴4+𝑃𝐴5+⋯+𝑃𝐴2𝑛+1

𝑃𝐴1+𝑃𝐴2
=

2𝑠𝑖𝑛
𝑛𝜋

2(2𝑛+1)
𝑠𝑖𝑛

(𝑛+1)𝜋

2(2𝑛+1)

𝑠𝑖𝑛
𝜋

2(2𝑛+1)
𝑠𝑖𝑛

𝜋

2𝑛+1

− 1

正𝟐𝒏邊形：

𝑃𝐴3+𝑃𝐴4+𝑃𝐴5+⋯+𝑃𝐴2𝑛

𝑃𝐴1+𝑃𝐴2
=

2𝑠𝑖𝑛
(𝑛+1)𝜋

4𝑛
−𝑠𝑖𝑛

𝜋

4𝑛

𝑠𝑖𝑛
𝜋

4𝑛
𝑠𝑖𝑛

π

2𝑛

− 1

為了方便討論，設P點為෣𝑨𝟏𝑨𝟐上任一點，並且設此正N邊形的邊長為1。
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引理4.1. (參[2]) 考慮𝑷點落在 ෣𝑨𝟎𝑨𝑵−𝟏上，𝑨𝒌所代表的複數為𝒁𝒌，

則 𝑷𝑨𝒌 = 𝑷− 𝒁𝒌 = 𝟐𝒔𝒊𝒏
𝜽

𝟐
+

𝒌

𝑵
𝝅 ，𝒌 = 𝟎, 𝟏, 𝟐,⋯ ,𝑵 − 𝟏

伍、不變量

引理4.3. (參[3]) 設𝟏 ≤ 𝒑 ≤ 𝑵 − 𝟏,𝑵 ≥ 𝟐, 𝒑，𝑵 ∈ ℕ，則

(𝟏)σ𝒌=𝟎
𝑵−𝟏 𝒄𝒐𝒔 𝜽 +

𝟐𝒌

𝑵
𝝅 = 𝟎，σ𝒌=𝟎

𝑵−𝟏 𝒔𝒊𝒏 𝜽 +
𝟐𝒌

𝑵
𝝅 = 𝟎

(𝟐)σ𝒌=𝟎
𝑵−𝟏 𝒄𝒐𝒔 𝜽 +

𝟐𝒌+𝟏

𝑵
𝝅 = 𝟎，σ𝒌=𝟎

𝑵−𝟏 𝒔𝒊𝒏 𝜽 +
𝟐𝒌+𝟏

𝑵
𝝅 = 𝟎

(𝟑)σ𝒌=𝟎
𝑵−𝟏 𝒄𝒐𝒔 𝒑 𝜽 +

𝟐𝒌

𝑵
𝝅 = 𝟎，σ𝒌=𝟎

𝑵−𝟏 𝒔𝒊𝒏 𝒑 𝜽 +
𝟐𝒌

𝑵
𝝅 = 𝟎

(𝟒)σ𝒌=𝟎
𝑵−𝟏 𝒄𝒐𝒔 𝒑 𝜽 +

𝟐𝒌+𝟏

𝑵
𝝅 = 𝟎，σ𝒌=𝟎

𝑵−𝟏 𝒔𝒊𝒏 𝒑 𝜽 +
𝟐𝒌+𝟏

𝑵
𝝅 = 𝟎

1.5
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伍、不變量

性質4.4. 正𝟐𝒏 + 𝟏(𝒏 ≥ 𝟏)邊形的外接圓上動點到奇頂點的距離和

與到偶頂點的距離和相等。

𝑃𝐴0 + 𝑃𝐴2 +⋯+ 𝑃𝐴2𝑛 − 𝑃𝐴1 + 𝑃𝐴3 +⋯+ 𝑃𝐴2𝑛−1

= 2σ𝑘=0
2𝑛 𝑠𝑖𝑛

𝜃

2
+

2𝑘

2𝑛+1
𝜋 = 0

性質4.8. 正𝟐𝒏 𝒏 ≥ 𝟐 邊形的外接圓上動點到奇頂點的距離平方和

與到偶頂點的距離平方和相等。

𝑃𝐴1
2
+ 𝑃𝐴3

2
+⋯+ 𝑃𝐴2𝑛−1

2
= 2𝑛 − 2σ𝑘=0

𝑛−1 𝑐𝑜𝑠 𝜃 +
2𝑘+1

𝑛
𝜋 = 2𝑛

𝑃𝐴0
2
+ 𝑃𝐴2

2
+⋯+ 𝑃𝐴2𝑛−2

2
= 2𝑛 − 2σ𝑘=0

𝑛−1 𝑐𝑜𝑠 𝜃 +
2𝑘

𝑛
𝜋 = 2𝑛

A2n

A2n-1

A3

A2

A1
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P

A2n-1

A2n-2

A3 A2

A1

A0
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伍、不變量

性質5.3. 正𝟐𝒏 + 𝟏(𝒏 ≥ 𝟐)邊形的外接圓上動點到奇頂點的距離

立方和與到偶頂點的距離立方和相等。

𝑃𝐴0
3
+ 𝑃𝐴2

3
+⋯+ 𝑃𝐴2𝑛

3
− 𝑃𝐴1

3
+ 𝑃𝐴3

3
+⋯+ 𝑃𝐴2𝑛−1

3

= 6σ𝑘=0
2𝑛 𝑠𝑖𝑛

𝜃

2
+

2𝑘

2𝑛+1
𝜋 − 2σ𝑘=0

2𝑛 𝑠𝑖𝑛 3
𝜃

2
+

2𝑘

2𝑛+1
𝜋 = 0

性質6.3. 正𝟐𝒏(𝒏 ≥ 𝟑)邊形的外接圓上動點到奇頂點的距離四次

方和與到偶頂點的距離四次方和相等。

𝑃𝐴1
4
+ 𝑃𝐴3

4
+ 𝑃𝐴5

4
+⋯+ 𝑃𝐴2𝑛−1

4

= 6𝑛 − 8σ𝑘=0
𝑛−1 𝑐𝑜𝑠 𝜃 +

2𝑘+1

𝑛
𝜋 + 2σ𝑘=0

𝑛−1 𝑐𝑜𝑠 2 𝜃 +
2𝑘+1

𝑛
𝜋 = 6𝑛

𝑃𝐴0
4
+ 𝑃𝐴2

4
+ 𝑃𝐴4

4
+⋯+ 𝑃𝐴2𝑛−2

4

= 6𝑛 − 8σ𝑘=0
𝑛−1 𝑐𝑜𝑠 𝜃 +

2𝑘

𝑛
𝜋 + 2σ𝑘=0

𝑛−1 𝑐𝑜𝑠 2 𝜃 +
2𝑘

𝑛
𝜋 = 6𝑛

A2n
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A1

A0
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陸、高次方和

引理7.1. (參[8])

𝟏 𝒔𝒊𝒏𝟐𝒏𝜶 =
𝟏

𝟐𝟐𝒏−𝟏
σ𝒌=𝟎
𝒏−𝟏(−𝟏)𝒏+𝒌𝑪𝒌

𝟐𝒏𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒏 − 𝟐𝒌 𝜶 +
𝟏

𝟐
𝑪𝒏
𝟐𝒏

(𝟐)𝒔𝒊𝒏𝟐𝒏+𝟏𝜶 =
𝟏

𝟐𝟐𝒏
σ𝒌=𝟎
𝒏 (−𝟏)𝒏+𝒌𝑪𝒌

𝟐𝒏+𝟏𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒏 + 𝟏 − 𝟐𝒌 𝜶

歐拉公式：𝒆𝒊𝜶 = 𝒄𝒐𝒔𝜶 + 𝒊𝒔𝒊𝒏𝜶 𝒆−𝒊𝜶 = 𝒄𝒐𝒔𝜶 − 𝒊𝒔𝒊𝒏𝜶

𝒄𝒐𝒔𝜶 =
𝒆𝒊𝜶+𝒆−𝒊𝜶

𝟐
， 𝒔𝒊𝒏𝜶 =

𝒆𝒊𝜶−𝒆−𝒊𝜶

𝟐𝒊
，𝒔𝒊𝒏𝑵𝜶 =

𝟏

𝟐𝑵𝒊𝑵
𝒆𝒊𝜶 + (−𝟏)𝒆−𝒊𝜶

𝑵

2

1.5

1

0.5

-0.5

-1

-1.5

-2

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

Imaginary

Real

ei

sin

cos

𝜃



陸、高次方和

定理7.2. (參[4]) 設正𝟐𝒏(𝒏 ≥ 𝒎，𝒎 ≥ 𝟐)邊形𝑨𝟎𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝟐𝒏−𝟏的外接圓，則此點到

奇頂點的距離𝟐𝒎− 𝟐次方和與到偶頂點的距離𝟐𝒎− 𝟐次方和相等

A2n-1

A2n-2

A5

A4

A3
A2

A1

A0

P

𝑃𝐴𝑘 = 𝑃 − 𝑍𝑘 = 2𝑠𝑖𝑛
𝜃

2
+

𝑘

2𝑛
𝜋 ，其中 𝑘 = 0,1,2,⋯ , 2𝑛 − 1

𝑃𝐴1
2𝑚−2

+ 𝑃𝐴3
2𝑚−2

+ 𝑃𝐴5
2𝑚−2

+⋯+ 𝑃𝐴2𝑛−1
2𝑚−2

= 𝑛 ∙ 𝐶𝑚−1
2 𝑚−1

𝑃𝐴0
2𝑚−2

+ 𝑃𝐴2
2𝑚−2

+ 𝑃𝐴4
2𝑚−2

+⋯+ 𝑃𝐴2𝑛−2
2𝑚−2

= 𝑛 ∙ 𝐶𝑚−1
2 𝑚−1

故 𝑃𝐴1
2𝑚−2

+ 𝑃𝐴3
2𝑚−2

+ 𝑃𝐴5
2𝑚−2

+⋯+ 𝑃𝐴2𝑛−1
2𝑚−2

= 𝑃𝐴0
2𝑚−2

+ 𝑃𝐴2
2𝑚−2

+ 𝑃𝐴4
2𝑚−2

+⋯+ 𝑃𝐴2𝑛−2
2𝑚−2

𝑚 ≥ 2



陸、高次方和

定理7.3. 設正𝟐𝒏 + 𝟏(𝒏 ≥ 𝒎，𝒎 ≥ 𝟏)邊形𝑨𝟎𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝟐𝒏的外接圓，則此點到奇頂

點的距離𝟐𝒎− 𝟏次方和與到偶頂點的距離𝟐𝒎− 𝟏次方和相等

A2n

A2n-1

A3

A2

A1

A0

P

𝑃𝐴𝑘 = 𝑃 − 𝑍𝑘 = 2𝑠𝑖𝑛
𝜃

2
+

𝑘

2𝑛+1
𝜋 ，其中 𝑘 = 0,1,2,⋯ , 2𝑛

𝑃𝐴0
2𝑚−1

+ 𝑃𝐴2
2𝑚−1

+ 𝑃𝐴4
2𝑚−1

+⋯+ 𝑃𝐴2𝑛−2
2𝑚−1

− 𝑃𝐴1
2𝑚−1

+ 𝑃𝐴3
2𝑚−1

+ 𝑃𝐴5
2𝑚−1

+⋯+ 𝑃𝐴2𝑛−1
2𝑚−1

= 0

故 𝑃𝐴1
2𝑚−1

+ 𝑃𝐴3
2𝑚−1

+ 𝑃𝐴5
2𝑚−1

+⋯+ 𝑃𝐴2𝑛−1
2𝑚−1

= 𝑃𝐴0
2𝑚−1

+ 𝑃𝐴2
2𝑚−1

+ 𝑃𝐴4
2𝑚−1

+⋯+ 𝑃𝐴2𝑛−2
2𝑚−1

𝑚 ≥ 1



柒、研究討論

引理8. 1. (參[5])

設單位圓之內接正𝑛邊形為𝑨𝟎𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝒏−𝟏，

𝑷是同平面上任一點，則 σ𝒌=𝟎
𝒏−𝟏𝑷𝑨𝒌

𝟐
= 𝒏(𝒕𝟐 + 𝟏)。

t

An-1

Ak

A2

A1

O A0
x

P

定理8.5. (參[5])

當P為正𝑛(偶數)邊形的外接圓上或同一平面上、甚至

空間中任一點，則其到內接正𝑛邊形奇頂點的距離平

方和與到偶頂點的距離平方和相等。

t

An-1

Ak

A2

A1

xA0O

Q

P



捌、結論
一、正N邊形的外接圓上動點到遠頂點的距離和與最近兩頂點的距離和之比值為定值。

二、奇數邊𝟐𝒏 + 𝟏(𝒏 ≥ 𝟏)正多邊形的外接圓上動點到奇頂點的距離和與到偶頂點的距離和相等。

三、偶數邊𝟐𝒏(𝒏 ≥ 𝟐)正多邊形的外接圓上或同一平面上、甚至空間中任一點到奇頂點的距離平方和

與到偶頂點的距離平方和相等。

四、奇數邊𝟐𝒏 + 𝟏(𝒏 ≥ 𝟐)正多邊形的外接圓上動點到奇頂點的距離立方和與到偶頂點的距離立方和

相等。

五、偶數邊𝟐𝒏(𝒏 ≥ 𝟑)正多邊形的外接圓上動點到奇頂點的距離四次方和與到偶頂點的距離四次方和

相等。

六、奇數邊數正多邊形，當邊數𝟐𝒏 + 𝟑以上時，會滿足此外接圓上動點到奇頂點的距離𝟐𝒏 + 𝟏次方

和與到偶頂點的距離𝟐𝒏 + 𝟏次方和相等；偶數邊數正多邊形，當邊數𝟐𝒏 + 𝟐以上時，會滿足此

外接圓上動點到奇頂點的距離𝟐𝒏次方和與到偶頂點的距離𝟐𝒏次方和相等。

綜合上述性質，我們得到一個結論：不論N為奇數或偶數，正N 𝑵 ≥ 𝒎 邊形的外接圓上動點到

奇頂點的距離𝒎− 𝟐次方和與到偶頂點的距離𝒎− 𝟐次方和必相等。
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