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摘要 

「Siebeck-Marden」定理是複數平面中一個關於三角形之內切橢圓的定理。本研究主要

是利用歐氏平面幾何性質應用在複數平面上推廣到複數平面中任意一個存在內切橢圓的凸四

邊形上，我們和 Siebeck-Marden 定理「獨立地」找到了一個相對應的二次複數方程式進而可

以利用配方法解出凸四邊形之內切橢圓兩個焦點的一個全新的定理。 

            另外，主要結果的應用的部分，歐氏平面幾何中另一個著名的「Newton 橢圓問

題」，藉由我們的主要定理的結果，可以直接推得關於「Newton 橢圓問題」之「加強」的

結果，並且提供「Newton 橢圓問題」一個全新的幾何證明。 

 

壹、研究動機 

我們在專題課程中經老師的介紹接觸到統合廣義三角函數、圓錐曲線、複數與微積分這

四類主題的「Marden 定理」 

【Marden 定理】 

令P(𝑧𝑧) = (𝑧𝑧 − 𝑧𝑧1)(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧3)(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧3)是一個三次複變數多項式，而且方程式的三個根

𝑧𝑧1, 𝑧𝑧2, 𝑧𝑧3是複數平面上不共線的三個點。複數平面上以𝑧𝑧1, 𝑧𝑧2, 𝑧𝑧3為頂點的三角形必存在唯一一

個相切於三角形三邊中點的內切橢圓，且該橢圓的兩焦點𝑓𝑓1, 𝑓𝑓2(可重合)恰為 

P′(𝑧𝑧) = (𝑧𝑧 − 𝑧𝑧2)(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧3) + (𝑧𝑧 − 𝑧𝑧1)(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧3) + (𝑧𝑧 − 𝑧𝑧1)(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧2) = 0的兩個根。 
「Marden 定理」有牽涉到三次複數多項式的微分，由於我們對於微積分並不太熟悉，

但是單就計算內切橢圓焦點的角度而言，內切橢圓焦點所符合的二次方程式竟然完全由三頂

點𝑧𝑧1, 𝑧𝑧2, 𝑧𝑧3決定，著實讓我們嘖嘖稱奇。如果單純以歐氏平面幾何觀點出發並結合複數的運

算特性，讓我們對於「Marden 定理」充滿了興趣。因為𝑓𝑓1, 𝑓𝑓2恰為方程式 

(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧2)(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧3) + (𝑧𝑧 − 𝑧𝑧1)(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧3) + (𝑧𝑧 − 𝑧𝑧1)(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧2) 
= 3𝑧𝑧2 − 2(𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧2 + 𝑧𝑧3)𝑧𝑧 + (𝑧𝑧1𝑧𝑧2 + 𝑧𝑧1𝑧𝑧3 + 𝑧𝑧2𝑧𝑧3) = 0 

 
的兩個根。因此，藉由「根與係數」的原理，我們可知內切橢圓的中心為

𝑓𝑓1+𝑓𝑓2
2

=

2(𝑧𝑧1+𝑧𝑧2+𝑧𝑧3)
2∙3

= 𝑧𝑧1+𝑧𝑧2+𝑧𝑧3
3

，即為三角形的重心。 

這個結論出現在 Morris Marden 於 1945 年發表的一篇論文中，後來被美國數學家 Dan 

Kalman 稱之為「Marden 定理」。 Dan Kalman 教授於 2008 年在美國數學月刊發表了一篇論

文提供了「Marden 定理」一個基本的證明，Kalman 教授藉由該篇論文於 2009 年獲得了由

美國數學學會創立的 Lester R. Ford 獎。但事實上，Marden 的結果最早是由德國數學家

JörgSiebeck 在 1864 年發現並證明的。1945 年 Marden 重新證明了 Siebeck 的工作。 

https://en.wikipedia.org/wiki/Lester_R._Ford
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數學界通常將他們二位的結果統稱為「Siebeck-Marden 定理」並敘述如下: 

【Siebeck-Marden 定理】 

令𝑧𝑧1, 𝑧𝑧2, 𝑧𝑧3是複數平面上不共線的三個點而𝑚𝑚1, 𝑚𝑚2, 𝑚𝑚3是三個正實數。那麼，複數平面上

以𝑧𝑧1, 𝑧𝑧2, 𝑧𝑧3為頂點的三角形必存在唯一一個內切橢圓，與z1z2�����、z2z3�����、z3z1�����分別相切於

𝑤𝑤1, 𝑤𝑤2, 𝑤𝑤3三點，滿足
|𝑧𝑧1−𝑤𝑤1|
|𝑧𝑧2−𝑤𝑤1| = 𝑚𝑚1

𝑚𝑚2
、

|𝑧𝑧2−𝑤𝑤2|
|𝑧𝑧3−𝑤𝑤2| = 𝑚𝑚2

𝑚𝑚3
及

|𝑧𝑧3−𝑤𝑤3|
|𝑧𝑧1−𝑤𝑤3| = 𝑚𝑚3

𝑚𝑚1
，且橢圓的兩焦點𝑓𝑓1, 𝑓𝑓2(可重合)

恰為方程式𝑚𝑚1(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧2)(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧3) + 𝑚𝑚2(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧1)(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧3) + 𝑚𝑚3(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧1)(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧2) = 0的兩個根。 

(如圖一) [注意：𝑧𝑧1、𝑧𝑧2及𝑧𝑧3均不為前述之方程式的根。] 

 
圖一 

𝑓𝑓1, 𝑓𝑓2可藉由一個係數完全由給定的三頂點𝑧𝑧1, 𝑧𝑧2, 𝑧𝑧3以及切線段比例式中的

三個正實數𝑚𝑚1, 𝑚𝑚2, 𝑚𝑚3所決定之二次方程式 

𝑚𝑚1(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧2)(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧3) + 𝑚𝑚2(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧1)(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧3) + 𝑚𝑚3(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧1)(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧2) = 0 
利用配方法解出。 

當𝑚𝑚1 =  𝑚𝑚2 =  𝑚𝑚3 = 1時的「Siebeck-Marden 定理」就是「Marden 定理」，「Siebeck-

Marden 定理」可視為「Marden 定理」的一般化版本。後來有許多數學家相繼的給了

Siebeck-Marden 定理不同的證明。老師在課堂上特別介紹了最近在 2020 年刊登在美國數學

月刊由美國威斯康辛大學教授 AlexandruTupan 教授所寫的文章 “A simple proof of Siebeck-

Marden Theorem” ，老師告訴我們，Tupan 教授利用平面幾何中橢圓及其切線的已知性質再

對應到複數平面上重新給了「Siebeck-Marden 定理」一個簡單的證明。他證明了：在

「Siebeck-Marden 定理」中的二次方程式給定之下，方程式的兩個根必定是該三角形之內切

橢圓的焦點。 
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老師提出了一個問題： 

【Question1】：為何「Siebeck-Marden 定理」中之三角形內切橢圓的焦點會滿足那麼有規律

的二次方程式呢？如果我們推廣到有內切橢圓之凸四邊形的情形，可否有類似的二次方程式

讓我們能進而解出該凸四邊形內切橢圓的兩個焦點呢？ 

老師指出: 我們如果仿造「Marden 定理」的模式類推凸四邊形的情形，因為凸四邊形會有四

個頂點𝑧𝑧1, 𝑧𝑧2, 𝑧𝑧3,𝑧𝑧4，所以會製造出一個四次多項式P(𝑧𝑧) = (𝑧𝑧 − 𝑧𝑧1)(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧3)(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧3)(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧4)，

然而老師告訴我們P′(𝑧𝑧) =0 會是一個三次方程式，所以會有三個複數根，但是內切橢圓卻只

會有兩個焦點，因此無法經由前述的三次方程式P′(𝑧𝑧) =0 精確地解出焦點，加上關於複變數

多項式函數微分的部分並不在我們的能力範圍，所以，老師更進一步的提問： 

【Question2】：如果放棄多項式微分的部分，一開始並不知道方程式的長相，要如何找到

焦點會滿足的二次方程式呢？ 

老師的提問激發了我們的研究動機。我們想要針對歐氏平面幾何中存在內切橢圓的凸四

邊形重新研究其中的幾何性質，然後藉由這些幾何性質嘗試可否，藉由複數的運算原理反過

來找出內切橢圓之兩焦點會滿足的二次方程式，希望這個二次方程式就如同「Siebeck-

Marden 定理」中一樣，其係數完全由凸四邊形的四個頂點以及切線段的四個比值所決定，

然後再進一步地探討「Siebeck-Marden 定理」在凸四邊形上的推廣及應用。 

 

貳、研究目的 

本研究的目的試圖將原來的「Siebeck-Marden 定理」推廣至凸四邊形的情形，並且沒有

利用到「Siebeck-Marden 定理」的結果。我們探討其中相關的幾何性質，流程如下： 

一、探討平面上兩組對邊平行之凸四邊形其內切橢圓的相關幾何性質。 

二、探討平面上恰有一組對邊平行之凸四邊形其內切橢圓的相關幾何性質。 

三、探討平面上兩組對邊均不平行對邊之凸平行四邊形內切橢圓的相關幾何性質。 

四、結合上述有內切橢圓之凸四邊形的幾何性質，進而找到關於了任意凸四邊形之內切橢圓

焦點滿足的二次複數方程式，也推廣了「Siebeck-Marden 定理」。 

五、針對平面上不為平行四邊形且存在內切橢圓的凸四邊形，藉由我們的主要定理的方程

式，可以直接推得關於「Newton 橢圓問題」之加深的結果，也提供了「Newton 橢圓問

題」一個全新的幾何證明。 
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參、研究設備及器材 

我們利用 GSP 與 GeoGebra 等電腦動態幾何軟體進行幾何問題的實驗，透過觀察、猜

測、驗證等，發掘研究結果並加以證明。 

 

肆、研究過程與方法 

一、定義與預備定理： 

(一) 橢圓定義與作圖 

已知歐氏平面上有兩個定點𝐹𝐹1和𝐹𝐹2，及一定長2𝑎𝑎且F1F2������ < 2𝑎𝑎，則在平面上所有滿

足PF1����� + PF2����� = 2𝑎𝑎的 P 點所形成的圖形稱為橢圓。藉由橢圓的定義，知道橢圓有如下關

於橢圓作圖的幾何性質： 

【橢圓性質 1】：已知歐式平面上一個橢圓Γ，橢圓長軸的長為2𝑎𝑎，而F1、F2為Γ的焦點。

若 L 為橢圓Γ的一條切線，則(1)焦點F1關於 L 的對稱點F1′必落在以另一焦

點F2為圓心，2𝑎𝑎為半徑的圓上，且F1′F2
�������和 L 的交點𝑄𝑄1恰為 L 相切於Γ的切

點。(2)焦點F2關於任意切線的對稱點F2′在以另一焦點F1為圓心，2𝑎𝑎為半徑

的圓上，且F1′F2
�������和 L 的交點Q2恰為 L 相切於Γ的切點。 (如圖二) 

【橢圓性質 2】：已知歐式平面上一個橢圓Γ，P為Γ外一點，而F1和F2分別是Γ的兩個焦

點。令PQ1�⃖�����⃗ 及PQ2�⃖�����⃗ 分別與𝛤𝛤相切於Q1及Q2兩點，點F1′為F1相對於PQ1�⃖�����⃗ 的對稱

點，而點F2′為F2相對於PQ2�⃖�����⃗ 的對稱點，則 

    (1) 𝛥𝛥PF1′F2  ≅  ΔPF1F2′ 

    (2) ∠Q1PF1=∠Q2PF2。 (如圖二) 

 
圖二 
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(二) 橢圓與圓柱截痕(外切多邊形) 

由投影幾何的理論我們知道圓柱和平面的截痕是一個橢圓。而圓柱與一個恰好和

該圓柱的中心軸垂直之平面的截痕是一個圓。 

【圓柱截痕性質】： 

如圖三，空間中已知一圓柱 Ω，平面E1與 Ω 的截痕為橢圓Γ1，而E1中有一個凸四邊形

P1P2P3P4其內切橢圓恰為Γ1，且P1P2�����、P2P3�����、P3P4�����及P4P1�����分別和Γ1相切於E1中的Q1、Q2、Q3及

Q4四個點。今有另一個平面E2恰和 Ω 的中心軸垂直，E2與 Ω 的截痕為圓Γ2。若將E1中的凸

四邊形P1P2P3P4以及四個切點Q1、Q2、Q3、Q4沿著和 Ω 之中心軸平行的方向向下做「垂

直投影」 到E2上，必定和圓Γ2相切的凸四邊形P1′P2′P3′P4′以及四個切點Q1′、Q2′、

Q3′、Q
4

′重和。 

 藉由平行線性質，我們進而得知
P1Q1�������

P2Q1������� = P1′Q1′���������

P2′Q1′���������、
P2Q2�������

P3Q2������� = P2′Q2′����������

P3′Q2′����������、
P3Q3�������

P4Q3������� = P3′Q3′����������

P4′Q3′����������、
P4Q4�������

P1Q4������� = P4′Q4′����������

P1′Q4′���������� 

恆有「保相切」及「保比例」的特性。同樣地，進而如果在E1中P1P2�⃖�����⃗ 平行於P3P4�⃖�����⃗ ，則對

應到E2中，P1′P2′�⃖��������⃗ 必定也會平行於P3′P4′�⃖��������⃗ ，也就是仍然會有「保平行」的特性。 

[注意：對於E1中給定的橢圓Γ1，我們必定可以製造合適的平面E2使得E2中的圓Γ2是橢圓

Γ1在平面E2的「垂直投影」 ，且滿足圓Γ2的直徑恰好等於橢圓Γ1的短軸。] 

 
圖三 

(三) 複數運算的幾何意義 

 

已知複數平面上有兩個三角形Δ𝑧𝑧1𝑧𝑧2𝑧𝑧3以及Δ𝑤𝑤1𝑤𝑤2𝑤𝑤3，且𝑧𝑧1, 𝑧𝑧2, 𝑧𝑧3依逆時針排列，而

𝑤𝑤1, 𝑤𝑤2, 𝑤𝑤3也依逆時針排列。 
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【複數性質 1】： 

如果∠𝑧𝑧1𝑧𝑧2𝑧𝑧3 = ∠𝑤𝑤1𝑤𝑤2𝑤𝑤3(如圖四)，則存在一個正實數𝑟𝑟使得 

𝑧𝑧1 − 𝑧𝑧2

𝑧𝑧3 − 𝑧𝑧2
= 𝑟𝑟 �

𝑤𝑤1 − 𝑤𝑤2

𝑤𝑤3 − 𝑤𝑤2
� 

，其中𝑟𝑟 = |𝑧𝑧1−𝑧𝑧2||𝑤𝑤3−𝑤𝑤2|
|𝑧𝑧3−𝑧𝑧2||𝑤𝑤1−𝑤𝑤2|。 

 
圖四 

【證明】：由圖可知複數
𝑧𝑧1−𝑧𝑧2
𝑧𝑧3−𝑧𝑧2

≠  0的主輻角等於∠𝑧𝑧1𝑧𝑧2𝑧𝑧3，而複數
𝑤𝑤1−𝑤𝑤2
𝑤𝑤3−𝑤𝑤2

 ≠  0的主輻角等於

∠𝑧𝑧1𝑧𝑧2𝑧𝑧3，因為∠𝑧𝑧1𝑧𝑧2𝑧𝑧3 = ∠𝑤𝑤1𝑤𝑤2𝑤𝑤3，故必存在正實數𝑟𝑟使得
𝑧𝑧1−𝑧𝑧2
𝑧𝑧3−𝑧𝑧2

= 𝑟𝑟 �𝑤𝑤1−𝑤𝑤2
𝑤𝑤3−𝑤𝑤2

�。

再於等號兩邊同時取「絕對值」，我們可知𝑟𝑟 = |𝑧𝑧1−𝑧𝑧2||𝑤𝑤3−𝑤𝑤2|
|𝑧𝑧3−𝑧𝑧2||𝑤𝑤1−𝑤𝑤2|。 

 

【複數性質 2】： 

如果∠𝑧𝑧1𝑧𝑧2𝑧𝑧3 + ∠𝑤𝑤1𝑤𝑤2𝑤𝑤3 = 180°(如圖五)，則存在一個正實數𝑟𝑟使得 

�
𝑧𝑧1 − 𝑧𝑧2

𝑧𝑧3 − 𝑧𝑧2
� �

𝑤𝑤1 − 𝑤𝑤2

𝑤𝑤3 − 𝑤𝑤2
� =  −𝑟𝑟。 

，其中𝑟𝑟 = |𝑧𝑧1−𝑧𝑧2||𝑤𝑤3−𝑤𝑤2|
|𝑧𝑧3−𝑧𝑧2||𝑤𝑤1−𝑤𝑤2|。 

 
圖五 
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【證明】：由圖可知複數
𝑧𝑧1−𝑧𝑧2
𝑧𝑧3−𝑧𝑧2

≠  0的主輻角等於∠𝑧𝑧1𝑧𝑧2𝑧𝑧3，而複數
𝑤𝑤1−𝑤𝑤2
𝑤𝑤3−𝑤𝑤2

 ≠  0 的主幅角等於

∠𝑤𝑤1𝑤𝑤2𝑤𝑤3，進而可知複數�𝑧𝑧1−𝑧𝑧2
𝑧𝑧3−𝑧𝑧2

� �𝑤𝑤1−𝑤𝑤2
𝑤𝑤3−𝑤𝑤2

� ≠  0的主輻角等於∠𝑧𝑧1𝑧𝑧2𝑧𝑧3 +

∠𝑤𝑤1𝑤𝑤2𝑤𝑤3 = 180°，故必存在正實數𝑟𝑟使得�𝑧𝑧1−𝑧𝑧2
𝑧𝑧3−𝑧𝑧2

� �𝑤𝑤1−𝑤𝑤2
𝑤𝑤3−𝑤𝑤2

� = (−𝑟𝑟) + 0𝑖𝑖 =  −𝑟𝑟。

再於等號兩邊同時取絕對值，我們可知𝑟𝑟 = |𝑧𝑧1−𝑧𝑧2||𝑤𝑤3−𝑤𝑤2|
|𝑧𝑧3−𝑧𝑧2||𝑤𝑤1−𝑤𝑤2|。 

 

二、幾何引理： 

我們針對歐氏平面幾何中存在內切橢圓的凸四邊形重新研究其中的幾何性質，首先我們

證明幾個引理 

 

【引理一】：已知歐式平面上一個凸四邊形P1P2P3P4(依逆時針方向)有一個內切橢圓Γ，且Γ和

P1P2�����、P2P3�����、P3P4�����及P4P1�����分別和𝛤𝛤相切於Q1、Q2、Q3及Q4四個點。如果定點F是橢圓Γ其中的一

個焦點，則P1F�⃖���⃗ 、P2F�⃖���⃗ 、P3F�⃖���⃗ 及P4F�⃖���⃗ 分別為∠Q4FQ1、∠Q1FQ2、∠Q2FQ3及∠Q3FQ4的角平分線。 

 
圖 1-01 

【證明】：如圖 1-01，取F = F1。我們的目標要證明∠P1F1Q1 = ∠P1F1Q4。我們依如下的步

驟證明：(如圖 1-02) 

1. 先取F2相對於P1P4�⃖�����⃗ 的對稱點F2′，再取F2相對於P1P2�⃖�����⃗ 的對稱點F2′′。 

再分別連接F2′Q4
�������、F2′P1

������、F2′′P1
�������以及F2′′Q1

��������。 

3. 由【橢圓性質 1】，可知F1、Q4、F2′三點共線，F1、Q1、F2′′三點共線，且F1F2′������� =

F1F2′′��������橢圓Γ的長軸長。 

4. 再由【橢圓性質 1】，可知𝑃𝑃1同時落在F2F2′�������及F2F2′′��������的中垂線上，故可知 

P1F2������ = P1F2′������ = P1F2′′�������。 
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5. 因此，利用F1F2′������� = F1F2′′��������、P1F2������ = P1F2′′�������以及P1F1������ = P1F1������，由三角形 S.S.S.全等性質可

推得ΔP1F1F2′ ≅  ΔP1F1F2′′，進而∠P1F1F2′ = ∠P1F1F2′′。 

6. 因為∠P1F1Q1 = ∠P1F1F2′′以及∠P1F1Q4=∠P1F1F2′，最後得到∠P1F1Q1=∠P1F1Q4。這意

味著P1F1�⃖������⃗ 為∠Q4F1Q1的分角線。 

 
圖 1-02 

利用同樣的證明手法，我們知道P2F1�⃖������⃗ 、P3F1�⃖������⃗ 及P4F1�⃖������⃗ 分別也會是∠Q1F1Q2、∠Q2F1Q3及∠Q3F1Q4

的角平分線，命題依然成立。 

同樣地，取F=F2時，利用同樣的證明手法，我們可以知到P1F2�⃖������⃗ 、P2F2�⃖������⃗ 、P3F2�⃖������⃗ 及P4F2�⃖������⃗ 分別也會

是∠Q4F2Q1、∠Q1F2Q2、∠Q2F2Q3及∠Q3F2Q4的角平分線。最後，我們完成證明。                                                                                                                                                          

 

【引理二】：已知歐式平面上一個凸四邊形P1P2P3P4(依逆時針方向)有一個內切橢圓Γ，且Γ和

P1P2�����、P2P3�����、P3P4�����及P4P1�����分別和Γ相切於Q1、Q2、Q3及Q4四個點。如果定點F是橢圓Γ其中的一

個焦點，則： 

(1)∠P1FQ1 + ∠P2FQ2 + ∠P3FQ3 + ∠P4FQ4  = ∠P1FQ4 + ∠P2FQ1 + ∠P3FQ2 + ∠P4FQ3 = 180。。 

(2)∠P1FP2 + ∠P3FP4 = ∠P1FP4 + ∠P2FP3 = 180。。(如圖 2) 
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  圖 2 

【證明】： 

給定F為橢圓Γ其中的一個焦點，由【引理一】可知∠P1FQ1 = ∠P1FQ4、 

∠P2FQ1 = ∠P2FQ2、∠P3FQ2 = ∠P3FQ3以及∠P4FQ3 = ∠P4FQ4。 

(1) 如圖 2，取F = F1。因此∠P1F1Q1+∠P2F1Q2+∠P3F1Q3+∠P4F1Q4 =
1
2

(∠P1F1Q1+∠P1F1Q4) + 1
2

(∠P2F1Q1+∠P2F1Q2) + 1
2

(∠P3F1Q2+∠P3F1Q3) +

1
2

(∠P4F1Q3+∠P4F1Q4) = 1
2

× 360。 = 180。。 

    因此，∠P1FQ4 + ∠P2FQ1 + ∠P3FQ2 + ∠P4FQ3 
= 360。 − (∠P1F1Q1 + ∠P2F1Q2 + ∠P3F1Q3 + ∠P4F1Q4) = 180。。 

當我們取F=F2時，利用同樣的證明手法，命題依然成立。 

(2) 如圖 2，取F = F1。因此∠P1F1P2 + ∠P3F1P4 = (∠P1F1Q1 + ∠P2F1Q1) +

(∠P3F1Q3 + ∠P4F1Q3) = (∠P1F1Q1 + ∠P2F1Q2) + (∠P3F1Q3 + ∠P4F1Q4) = 180。。  

      ∠P1FP4 + ∠P2FP3 = 360。 − (∠P1FP2 + ∠P3FP4) = 360。 − 180。 = 180。。⋯⋯ ( 經由(1)) 

當我們取F = F2時，利用同樣的證明手法，命題依然成立，故得證。 

 

【引理三】：如圖 3，已知歐氏平面上一個凸四邊形P1P2P3P4(依逆時針方向)有一個內切橢圓

Γ，其中F1、F2為Γ的兩個焦點，而F2′為F2相對切線P1P2�⃖�����⃗ 的對稱點，且P1P4�⃖�����⃗ 與P2P3�⃖�����⃗ 平行，則 

(1)∠P1F1P2 + ∠P1F2P2 = ∠P3F1P4 + ∠P3F2P4 = 180。。 

(2)∠P1F1P2 + ∠P1F2′P2 = 180。且P1、F1、P2、F2′四點共圓。 

(1) (2) 
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圖 3 

【證明】： 

(1)由【橢圓性質 2】中的(2)，可知 

及∠P1P2F1 = ∠P3P2F2。因此， 

∠P2P1P4 = ∠P2P1F2 + ∠P4P1F2 = ∠P2P1F2 + ∠P2P1F1， 

∠P1P2P3 = ∠P1P2F2 + ∠P3P2F2 = ∠P1P2F2 + ∠P1P2F1。
 

又因P1P4�⃖�����⃗ 與P2P3�⃖�����⃗ 平行，藉由「同側內角互補」的性質，則∠P2P1P4 + ∠P1P2P3 = 180。。 

故(∠P2P1F2 + ∠P2P1F1) + (∠P1P2F2 + ∠P1P2F1) = 180。。 

因 ΔP1P2F1及 ΔP1P2F2各自的「內角和」均為180。，故 

∠P1F1P2 + ∠P1F2P2 = 180。 − (∠P2P1F1+∠P1P2F1) + 180。 − (∠P1P2F2+∠P2P1F2) 

= 360。 − (∠P2P1F2 + ∠P2P1F1) − (∠P1P2F2+∠P1P2F1) = 360。 − (∠P2P1P4 + ∠P1P2P3) 

= 360。 − 180。 = 180。。 
利用同樣的證明手法，我們知道∠P3F1P4 + ∠P3F2P4=180。，命題依然成立，故得證。 
 
(2)因為F2′為F2相對於P1P2�⃖�����⃗ 的對稱點，所以∠P1F2P2 = ∠P1F2′P2。由(1)可知 

∠P1F1P2 + ∠P1F2P2 = 180。 
進而推得∠P1F1P2 + ∠P1F2′P2 = 180。。利用四邊形「對角互補」 的性質，我們知道P1、

F1、P2、F2′四點共圓，故得證。        
 

【引理四】：如圖 4，已知歐氏平面上一個平行四邊形P1P2P3P4(依逆時針方向)有一個內切橢

圓Γ，且Γ和P1P2�����、P2P3�����、P3P4�����及P4P1�����分別和Γ相切於Q1、Q2、Q3及Q4四個點。令F1、F2為Γ的

兩個焦點，O 為Γ的對稱中心，而F1′、F2′分別為F1、F2相對於切線P1P4�⃖�����⃗ 的對稱點。 

我們恆有如下的結果： 
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(1) ΔP1F2′P4 ≅ ΔP3F1P2以及ΔP1F1′P4 ≅ ΔP3F2P2。 

(2) 如果定點F是橢圓Γ其中的一個焦點，則
P1F�����×P3F�����

P2F�����×P4F����� = P1Q4�������

P4Q4������� = P3Q2�������

P2Q2������� 。 

 
圖 4 

【證明】： 

(1)先針對焦點F1討論，已知F2′為F2相對於切線P1P4�⃖�����⃗ 的對稱點。因為P1P2�⃖�����⃗ 與P3P4�⃖�����⃗ 平行，藉由

【引理三】的性質(2)可知∠P1F1P4+∠P1F2′P4=180。且P1、F1、P4、F2′四點共圓。做四邊形

F1P1F2′P4的外接圓𝐂𝐂，(如圖 4 左) 

另外，由【引理二】的性質(2)可知∠P1F1P4+∠P3F1P2=180。，推得 

∠P1F2′P4 = ∠P3F1P2。 

再由【橢圓性質 1】，因為P1P4�⃖�����⃗ 為F2F2′�������的中垂線，所以 

以及P1F2������ = P1F2′������。因此， 

P2F1������ = P4F2′�������以及P3F1������ = P1F2′������。 

進而可推得P2F1������ = P4F2′�������以及P3F1������ = P1F2′������。 

因此，由三角形 S.A.S.全等性質可推得ΔP1F2′P4 ≅ ΔP3F1P2。 

同樣地，針對另一個焦點F2，此時F1′為F1相對於切線P1P4�⃖�����⃗ 的對稱點，我們利用前述同樣的證

明手法，可以推得ΔP1F1′P4 ≅ ΔP3F2P2。 

(2)先針對F=F1討論。因為 

P1F1������ × P3F1������ = P1F1������ × P1F2′������以及P4F1������ × P2F1������ = P4F1������ × P4F2′�������。 

因為P1、F1、P4、F2′四點共圓(如圖 4 左)，所以∠F1P1F2′ = 180。 − ∠F1P4F2′ 
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進而sin∠F1P1F2′ = sin(180° − ∠F1P4F2′) =  sin∠F1P4F2′。 

由三角形面積公式ΔF1P1F2′ = 1
2

× P1F1������ × P1F2′������ × sin∠F1P1F2′ 

以及ΔF1P4F2′ = 1
2

× P4F1������ × P4F2′������� × sin∠F1P4F2′， 

結合前述的性質，可推得 

P1F1������ × P3F1������
P2F1������ × P4F1������ =

P1F1������ × P1F2′������

P4F2′������� × P4F1������ =
1
2

× P1F1������ × P1F2′������ × sin∠F1P1F2′
1
2

× P4F1������ × P4F2′������� × sin∠F1P1F2′
=

1
2

× P1F1������ × P1F2′������ × sin∠F1P1F2′
1
2

× P4F1������ × P4F2′������� × sin∠F1P4F2′
    

=
ΔF1P1F2′
ΔF1P4F2′

=
P1Q4������
P4Q4������ 

由於 O 為Γ的對稱中心，所以 P1Q4�������

P4Q4������� = P3Q2�������

P2Q2������� 進而推得 

P1F1������ × P3F1������
P2F1������ × P4F1������ =

P1Q4������
P4Q4������ =

P3Q2������
P2Q2������。(如圖 4 左) 

同樣地，當F=F2時，仿照前述F=F1的情形，利用同樣的證明手法，我們同樣可以推得 

P1F2������ × P3F2������
P2F2������ × P4F2������ =

P1Q4������
P4Q4������ =

P3Q2������
P2Q2������。(如圖 4 右) 

也就是，對於Γ的焦點F，恆有性質： 

P1F���� × P3F����
P2F���� × P4F���� =

P1Q4������
P4Q4������ =

P3Q2������
P2Q2������。 

最後，我們完成證明。 

 

【引理五】：如圖 5-01，已知歐氏平面上一個有一個內切橢圓Γ的梯形P1P2P3P4(依逆時針方

向)且滿足P1P4�⃖�����⃗ 平行於P2P3�⃖�����⃗ ，以及∠P1P2P3 + ∠P2P3P4 < 180。。令F1、F2為Γ的兩個焦點，O 為

Γ的對稱中心，而Γ和P1P2�����、P2P3�����、P3P4�����及P4P1�����分別和Γ相切於Q1、Q2、Q3及Q4四個點。假設圓

𝐂𝐂1及圓𝐂𝐂2分別為ΔF1P2P3及ΔF1P1P4的外接圓，連接F1Q2���������⃗ 及F1Q4���������⃗ 分別交圓𝐂𝐂1及圓𝐂𝐂2於H1及H2。

我們恆有如下的結果： 

(1) ΔP1F1P4 ~ ΔP3H1P2以及  ΔP3F1P2 ~ΔP1H2P4。 

(2) 如果定點F是橢圓Γ其中的一個焦點，則 

P1F���� × P3F����
P2F���� × P4F���� =

P1Q4������
P4Q4������ =

P3Q2������
P2Q2������。 
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圖 5-01 

【證明】： 

如圖 5-01，假設梯形P1P2P3P4(依逆時針方向)有一個內切橢圓Γ，且滿足P1P4�⃖�����⃗ 平行於P2P3�⃖�����⃗ ， 

以及∠P1P2P3 + ∠P2P3P4 < 180。。 

 
圖 5-02 

(1) 針對內切橢圓Γ做一條新的切線L與Γ 相切於Q1′且滿足直線L與P3P4�����平行。 

(2) 令P1P4�⃖�����⃗ 交L於P1′，以及P2P3�⃖�����⃗ 交L於P2′。再連接P1′P1
������和P1′P2′�������。(如圖 5-02 ) 

注意： 因∠P1P2P3 + ∠P2P3P4 < 180。，所以P1必定落在P1′Q4
�������的內部，而P2′落在P2Q2������的內部！ 

取點F2′為F2相對於P2P3�⃖�����⃗ 的對稱點，分別再連接P2′F1
�������、P2′F2′�������、P3F2′�������、F1F2′�������以及F2F2′�������。 

令點S為P2P3�����與F2F2′�������的交點。(如圖 5-03) 
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由【引理三】的(2)可知∠P2′F1P3+∠P2′F2′P3=180。且F1、P2′、F2′、P3四點共圓。因此，做四

邊形F1P2′F2′P3的外接圓𝐂𝐂。 

 
圖 5-03 

緊接著，再取F1′為F1相對於P1P4�⃖�����⃗ 的對稱點。然後連接P4F1′�������以及F1F1′�������。令點T為P1P4�����與F1F1′�������的

交點。藉由對稱點的原理，我們知道 

ΔF2P2′S ≅  ΔF2′P2′S以及ΔF1P4T ≅ ∆F1′P4T。 

由於四邊形P1′P2′P3P4是一個平行四邊形，圖形對稱於中心O，故ΔF2P2′F2′ ≅ ΔF1P4F1′，進而 

ΔF2P2′S ≅  ΔF2′P2′S ≅ ΔF1P4T ≅ ∆F1′P4T。 

然後，做ΔF1P2P3的外接圓𝐂𝐂1。由題意，我們知道，連接F1Q2���������⃗ ，會交圓𝐂𝐂1於點H1。再連接

P2H1������以及P3H1������。(如圖 5-03) 

利用「圓內接四邊形對角互補」的性質可知∠P2F1P3+∠P3H1P2=180。 

再由【引理二】(2)，∠P1F1P4+∠P2F1P3=180。，因此推得 

∠P1F1P4 = ∠P3H1P2…………………………………………………………………(*) 

藉由「圓𝐂𝐂的圓周角性質」，可知 ∠F2′P2′S = ∠F2′P2′P3 = ∠F2′F1P3； 

藉由「圓𝐂𝐂1的圓周角性質」，可知 ∠F2′F1P3 = ∠H1F1P3 = ∠H1P2P3，進而可推得 

結合(*)以及(**)，藉由「三角形 A.A. 相似性質」，我們知道 ΔP1F1P4~ΔP3H1P2。 
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由題意，我們知道，連接F1Q4���������⃗ ，會交圓𝐂𝐂𝟐𝟐於點H2。再連接P1H2������以及P4H2������。(如圖 5-04) 

同樣地，利用「圓內接四邊形對角互補」的性質可知∠P1F1P4+∠P1H2P4=180。 

再由【引理二】(2)，∠P1F1P4+∠P2F1P3=180。，因此推得 

∠P2F1P3 = ∠P1H2P4…………………………………………………………………(#) 

因為圖形對稱於中心O，故 ∠P4F1Q4 = ∠P2′F2Q2，又∠P2′F2Q2 = ∠P2′F2′Q2。 

藉由「圓𝐂𝐂的圓周角性質」，∠P2′F2′Q2 = ∠P2P3F1；  

藉由「圓𝐂𝐂2的圓周角性質」，可知 ∠P4F1Q4=∠P4F1H2 = P4P1H2，進而可推得 

∠P2P3F1 = P4P1H2…………………………………………………………………(##) 

結合(#)以及(##)，藉由「三角形 A.A. 相似性質」，我們知道 ΔP3F1P2 ~ΔP1H2P4。 

 
圖 5-04 

(2) 先針對F=F1討論。令 

P1F1������
P3H1������ =

P4F1������
P2H1������ = 𝑡𝑡 

因為F1、P2、H1、P3四點共圓，所以∠H1P2F1=180。 − ∠H1P3F1(如圖 5-03) 

進而sin∠H1P2F1 = sin(180° − ∠H1P3F1) =  sin∠H1P3F1。由三角形面積公式 

∆H1P3F1 = 1
2

× P3H1������ × P3F1������ × sin∠H1P3F1以及∆H1P2F1 = 1
2

× P2H1������ × P2F1������ × sin∠H1P2F1， 

結合前述的性質，可推得 
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P1F1������ × P3F1������
P2F1������ × P4F1������ =

(𝑡𝑡 × P3H1������) × P3F1������
P2F1������ × (𝑡𝑡 × P2H1������)

=
P3H1������ × P3F1������
P2F1������ × P2H1������ =

1
2

× P3H1������ × P3F1������ × sin∠H1P3F1
1
2

× P2F1������ × P2H1������ × sin∠H1P3F1

=
1
2

× P3H1������ × P3F1������ × sin∠H1P3F1
1
2

× P2H1������ × P2F1������ × sin∠H1P2F1
=

∆H1P3F1

∆H1P2F1
=

P3Q2������
P2Q2������。 

也就是， 

P1F1������ × P3F1������
P2F1������ × P4F1������ =

P3Q2������
P2Q2������ … … … … … … … … … … … … … … … … … (&) 

因為 ΔP3F1P2 ~ΔP1H2P4，同樣的原理(如圖 5-04)，我們可推得 

P1F1������ × P3F1������
P2F1������ × P4F1������  =

∆H2P1F1

∆H2P4F1
=

P1Q4������
P4Q4������ … … … … … … … … … … … … (&&) 

結合(&)與(&&)，我們知道 

P1F1������ × P3F1������
P2F1������ × P4F1������ =

P1Q4������
P4Q4������ =

P3Q2������
P2Q2������ 

同樣地，當F=F2時，仿照前述F=F1的情形，利用同樣的證明手法，我們同樣可以推得 

P1F2������ × P3F2������
P2F2������ × P4F2������ =

P1Q4������
P4Q4������ =

P3Q2������
P2Q2������。 

也就是，對於Γ的焦點F，恆有性質： 

P1F���� × P3F����
P2F���� × P4F���� =

P1Q4������
P4Q4������ =

P3Q2������
P2Q2������。 

最後，我們完成證明。                                                                                                                              

注意： 

1. 經由【引理四】及【引理五】兩種情形的證明手法，我們知道當在「橢圓有外切平行切

線」時會有漂亮的幾何性質，也對我們的證明技巧產生了極大的效用。因此，我們準備沿用

類似的手法證明「兩組對邊均不平行」之凸四邊形的情形。 

2. 在下面的【引理六】，我們只需證明凸四邊形滿足 ∠P1P2P3 + ∠P2P3P4 < 180。且 

∠P2P3P4 +∠P3P4P1 < 180。的情形即可。因為，藉由鏡射(相對於任意一條與P2P3�⃖�����⃗ 垂直之直

線)，我們馬上可知道滿足 ∠P1P2P3 + ∠P2P3P4 < 180。且 ∠P4P1P2 +∠P1P2P3 < 180。的凸四邊

形一樣會滿足同樣的命題！ 
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【引理六】：已知歐氏平面上一個有一個內切橢圓Γ的凸四邊形P1P2P3P4(依逆時針方向)且滿

足兩組對邊均不平行以及∠P1P2P3 + ∠P2P3P4 < 180。。令F1、F2為Γ的兩個焦點，O 為Γ的對

稱中心，而Γ和P1P2�����、P2P3�����、P3P4�����及P4P1�����分別和Γ相切於Q1、Q2、Q3及Q4四個點。針對內切橢

圓Γ做兩條新的切線L1以及L2使得L1平行於P3P4�⃖�����⃗ 而L2平行於P1P2�⃖�����⃗ ，其中L1交P1P2�����於S點，而L2交

P1P2�����於T點。假設圓𝐂𝐂1及圓𝐂𝐂2分別為ΔF1P1P2及ΔF1P3P4的外接圓，連接F1S������⃗ 及F1T�������⃗ 分別交圓𝐂𝐂1及

圓𝐂𝐂2於H1及H2。我們恆有如下的結果： 

(1) ΔP3F1P4 ~ ΔP1H1P2以及 ΔP1F1P2 ~ ΔP3H2P4。 

(2) 如果定點F是橢圓Γ其中的一個焦點，則 

P1F���� × P3F����
P2F���� × P4F���� =

P1S����
P2S���� =

P3T�����
P4T�����。 

 
圖 6-01 

【證明】： 

不失其一般性，假設∠P1P2P3 + ∠P2P3P4 < 180。且 ∠P2P3P4 +∠P3P4P1 < 180。。如圖 6-01 

首先，已知L1是內切橢圓Γ的切線且L1平行於P3P4�⃖�����⃗ ，令L1與Γ相切於Q1′，而L1與切線P2P3�⃖�����⃗ 相切

於P2′。針對Γ另外再做一條新的切線L，使得L平行於P2P3�⃖�����⃗ 令L與Γ相切於Q4′，而L與切線P3P4�⃖�����⃗

相交於P4′。令L與L1相交於P1′，我們知道凸四邊形P1′P4′P3P2′是一個平行四邊形。(如圖 6-02) 

利用圓𝐂𝐂1之「圓內接四邊形對角互補」的性質可知∠P1F1P2+∠P1H1P2=180。 

再由【引理二】(2)，∠P1F1P2+∠P3F1P4=180。，因此推得 

∠P3F1P4 = ∠P1H1P2 … … … … … … … … … … … … … … �※� 
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圖 6-02 

取點F2′為F2相對於切線L1的對稱點，分別連接F1P2′�������、P1′F2′�������、F2F2′�������以及P1′F2
������。因Γ是平行四

邊形P1′P2′P3P4′的內切橢圓，故藉由【引理三】(2)我們知道P1′、F1、P2′、F2′四點共圓。做四

邊形P1′F1P2′F2′的外接圓𝐂𝐂，(如圖 6-03) 

 
圖 6-03 

 

注意：  我們由【橢圓性質 1】可知，F1、Q1′、F2′ 三點必定共線，而且藉由切線與切點之間

的關係，我們可知 ∠Q1′F1Q2 > ∠P2′F1Q2！ 

接下來我們要證明 ΔP3F1P4 ~ ΔP1H1P2。 

我們將圖形依∠P1′F1P2與∠P1′F1F2′ = ∠P1′F1Q1′的大小關係分成下面三種 Case 討論： 
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Case I. ∠P1′F1Q1′=∠P1′F1F2′ > ∠P1′F1P2。(如圖 6-04) 

 
圖 6-04 

因為頂點及焦點連線為焦點至頂點兩側切點連線的角平分線，藉由【引理一】可知 

F1S�⃖����⃗ 為∠Q1F1Q1′的角平分線，F1P2�⃖������⃗ 為∠Q1F1Q2的角平分線，以及F1P2′�⃖�������⃗ 為∠Q1′F1Q2的角平分

線。 

因為∠𝑃𝑃1′F1F2′ > ∠P1′F1P2，所以由圖可知∠Q2F1P2 = ∠P2F1P2′ + ∠Q2F1P2′。 

∠Q1F1Q2=∠Q1F1P2 + ∠Q2F1P2 = ∠Q1F1S + ∠Q1′F1S + ∠Q1′F1P2′ + ∠Q2F1P2 

⟺ 2∠Q2F1P2 = 2∠Q1′F1S + 2∠Q1′F1P2′ ⟺ ∠Q2F1P2 = ∠Q1′F1S + ∠Q1′F1P2′ 

可推得 ∠Q2F1P2 = ∠P2F1P2′ + ∠Q2F1P2′ = ∠Q1′F1S + ∠Q1′F1P2′，因∠Q2F1P2′ = ∠Q1′F1P2′，

所以∠P2F1P2′ = ∠Q1′F1S = ∠Q1′F1H1 ，∠H1F1P2 + ∠Q1′F1P2 = ∠Q1′F1P2 + ∠P2′F1F2′，進而 

∠H1F1P2=∠P2′F1F2′ … … … … … … … … … … … … … … (%) 

利用圓𝐂𝐂1之「圓周角性質」可知 ∠H1F1P2=∠H1P1P2； 

利用圓𝐂𝐂之「圓周角性質」可知 ∠F2′F1P2′=∠F2′P1′P2′； 

再利用「鏡射之對稱性」可知 ∠F2′P1′P2′=∠F2P1′P2′； 

因為「 O 為內切橢圓Γ以及平行四邊形P1′P4′P3P2′的對稱中心」我們由圖可知 

∠F2P1′P2′=∠F1P3P4′=∠F1P3P4；結合上述的結果與(%)最後推得 

∠H1F1P2=∠F1P3P4。… … … … … … … … … … … … … … (%%) 

結合�※�以及(%%)，藉由「三角形 A.A. 相似性質」，我們知道 ΔP3F1P4 ~ ΔP1H1P2。 
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Case II. ∠P1′F1Q1′=∠P1′F1F2′ = ∠P1′F1P2。(如圖 6-05) 

 
圖 6-05 

仿照 Case I. 的證明手法，我們可推得 

∠Q2F1P2 = 2∠P2F1P2′ = ∠Q1′F1S + ∠P2F1P2′ 

進而可推得 ∠P2F1P2′ = ∠Q1′F1S = ∠Q1′F1H1。 

                                                                       故∠H1F1P2=∠P2′F1F2′ … … … … … … … … … … … … … … ($) 

然後利用圓𝐂𝐂1與圓𝐂𝐂之「圓周角性質」，再利用「鏡射之對稱性」以及「 O 為內切橢圓Γ以

及平行四邊形P′1P′4P3P′2的對稱中心」可推得∠P2′F1F2′=∠F2P1′P2′=∠F1P3P4′=∠F1P3P4；

∠H1P1P2=∠H1F1P2；最後推得 

                                                                         ∠H1P1P2=∠F1P3P4。… … … … … … … … … … … … … … ($$) 

結合�※�以及($$)，藉由「三角形 A.A. 相似性質」，推得 ΔP3F1P4 ~ ΔP1H1P2。 

Case III. ∠P1′F1Q1′=∠P1′F1F2′ < ∠P1′F1P2。(如圖 6-06) 

 

.圖 6-06 
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仿照 Case I. 的證明手法，我們可推得 

∠Q2F1P2 = ∠P2F1P2′ + ∠Q2F1P2′ = ∠Q1′F1S + ∠Q1′F1P2′ 

進而可推得∠H1F1Q1′ + ∠Q1′F1P2 = ∠Q2F1P2′ = ∠Q1′F1P2′ = ∠Q1′F1P2 + ∠P2′F1P2。 

所以 

∠H1F1P2=∠P2′F1F2′ … … … … … … … … … … … … … … (@) 

然後利用圓𝐂𝐂1與圓𝐂𝐂之「圓周角性質」，再利用「鏡射之對稱性」以及「 O 為內切橢圓Γ以

及平行四邊形P1′P4′P3P2′的對稱中心」可推得∠P2′F1F2′=∠F2P1′P2′=∠F1P3P4′=∠F1P3P4； 

∠H1P1P2=∠H1F1P2；結合前述的結果與(@)；最後推得 

∠H1P1P2=∠F1P3P4。… … … … … … … … … … … … … … (@@) 

結合�※�以及(@@)，藉由「三角形 A.A. 相似性質」，我們知道 ΔP3F1P4 ~ ΔP1H1P2。故得

證。 

藉由上述的同樣的證明流程，我們同樣可以證得ΔP1F1P2 ~ ΔP3H2P4(如圖 6-01)，所以，在此

我們省略證明。 

(2) 先針對F=F1討論。令 

P3F1������
P1H1������ =

P4F1������
P2H1������ = 𝑡𝑡 

因為F1、P2、H1、P1四點共圓，所以∠H1P2F1=180。 − ∠H1P1F1 

進而sin∠H1P2F1 = sin(180° − ∠H1P1F1) =  sin∠H1P1F1。由三角形面積公式 

∆H1P1F1 = 1
2

× P1H1������ × P1F1������ × sin∠H1P1F1以及∆H1P2F1 = 1
2

× P2H1������ × P2F1������ × sin∠H1P2F1， 

結合前述的性質，可推得 

P1F1������ × P3F1������
P2F1������ × P4F1������ =

P1F1������ × (𝑡𝑡 × P1H1������)
P2F1������ × (𝑡𝑡 × P2H1������)

=
P1F1������ × P1H1������
P2F1������ × P2H1������ 

=
1
2

× P1H1������ × P1F1������ × sin∠H1P1F1
1
2

× P2H1������ × P2F1������ × sin∠H1P1F1
=

1
2

× P3H1������ × P3F1������ × sin∠H1P1F1
1
2

× P2H1������ × P2F1������ × sin∠H1P2F1
 

       =
∆H1P1F1

∆H1P2F1
=

P1S����
P2S����。(如圖 6-01) 

也就是， 

P1F1������ × P3F1������
P2F1������ × P4F1������ =

P1S����
P2S���� … … … … … … … … … … … … … … (&) 

因為ΔP1F1P2 ~ ΔP3H2P4，同樣的原理，我們可推得 
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P1F1������ × P3F1������
P2F1������ × P4F1������  =

∆H2P3F1

∆H2P4F1
=

P3T�����
P4T����� … … … … … … … … … … … (&&) 

結合(&)與(&&)，我們知道 

P1F1������ × P3F1������
P2F1������ × P4F1������ =

P1S����
P2S���� =

P3T�����
P4T����� 

同樣地，當F=F2時，仿照前述F=F1的情形，利用同樣的證明手法，我們同樣可以推得 

P2F2������ × P3F2������
P2F2������ × P4F2������ =

P1S����
P2S���� =

P3T�����
P4T�����。(如圖 6-01) 

也就是，對於Γ的焦點F，恆有性質： 

P1F���� × P3F����
P2F���� × P4F���� =

P1S����
P2S���� =

P3T�����
P4T�����。 

最後，我們完成證明。 

 

【引理七】：如圖 7-01，已知歐氏平面中一個凸四邊形P1P2P3P4有一個內切橢圓𝛤𝛤，而P1P2�����、

P2P3�����、P3P4�����及P4P1�����分別和Γ相切於Q1、Q2、Q3及Q4四個點，且滿足 

P1Q1������
P2Q1������ =

𝑚𝑚1

𝑚𝑚2
、

P2Q2������

P3Q2������ =
𝑚𝑚2

𝑚𝑚3
、

P2Q2������
P4Q3������ =

𝑚𝑚3

𝑚𝑚4
、

P4Q4������
P1Q4������ =

𝑚𝑚4

𝑚𝑚1
 

，其中𝑚𝑚1, 𝑚𝑚2, 𝑚𝑚3, 𝑚𝑚4是四個正實數。如果定點F是橢圓Γ其中的一個焦點，則，則恆有 

P1F���� × P3F����
P2F���� × P4F���� =

𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚3

𝑚𝑚2 + 𝑚𝑚4
。 

 
圖 7-01 

【證明】：不失其一般性，令F = F1。我們證明的步驟依凸四邊形P1P2P3P4兩組對邊間的平

行關係細分為「兩組對邊平行」、「恰一組對邊平行」、「兩組對邊均不平行」三種情形進

行討論： 
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Case 1. 兩組對邊平行，也就是四邊形P1P2P3P4為平行四邊形。 

由於圖形會對稱於橢圓的對稱中心 O，故此時，𝑚𝑚1 = 𝑚𝑚3且𝑚𝑚2 = 𝑚𝑚4。 

藉由【引理四】 

可推得 

P1F���� × P3F����
P2F���� × P4F���� =

P1Q4������
P4Q4������ =

P3Q2������
P2Q2������ =

𝑚𝑚1

𝑚𝑚2
=

2𝑚𝑚1

2𝑚𝑚2
=

𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚1

𝑚𝑚2 + 𝑚𝑚2
=

𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚3

𝑚𝑚2 + 𝑚𝑚4
。 

故得證。 

Case 2. 恰有一組對邊不平行，也就是四邊形P1P2P3P4為梯形。 

藉由【引理五】我們知道 

P1F1������ × P3F1������
P2F1������ × P4F1������ =

P3Q2������
P2Q2������ =

P1Q4������
P4Q4������ ⇔

𝑚𝑚3

𝑚𝑚2
=

𝑚𝑚1

𝑚𝑚4
=

𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚3

𝑚𝑚2 + 𝑚𝑚4
 

最後，我們推得 

P1F1������ × P3F1������
P2F1������ × P4F1������ =

𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚3

𝑚𝑚2 + 𝑚𝑚4
 

故得證。 

Case 3. 兩組對邊均不平行 

藉由【引理六】我們知道 

P1F���� × P3F����
P2F���� × P4F���� =

P1S����
P2S���� =

P3T�����
P4T�����。 

藉由【圓柱截痕性質】「保比例」、「保平行」以及「保相切」的特性；歐氏平面上必定存

在一個(如圖 7-02)有內切圓的凸四邊形A1A2A3A4  

 

圖 7-02 
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A1B1�������

A2B1������� =
𝑚𝑚1

𝑚𝑚2
、

A2B2�������

A3B2������� =
𝑚𝑚2

𝑚𝑚3
、

A3B3�������

A4B3������� =
𝑚𝑚3

𝑚𝑚4
、

A4B4�������

A1B4������� =
𝑚𝑚4

𝑚𝑚1
 

 

A1S′������

A2S′������ =
A3T′������

A4T′
以及 B1S′������ = B3T′������ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯  ⋯ (1)     

我們可以假設A1S′������=(𝑚𝑚1 + 𝛼𝛼)𝑡𝑡、A2S′������=(𝑚𝑚2 − 𝛼𝛼)𝑡𝑡、A3T′������=(𝑚𝑚3 − 𝛼𝛼)𝑡𝑡 以及 A4T′������=(𝑚𝑚4 + 𝛼𝛼)𝑡𝑡 

∵  
A1S′������

A2S′������ =
(𝑚𝑚1 + 𝛼𝛼)𝑡𝑡
(𝑚𝑚2 − 𝛼𝛼)𝑡𝑡

=
(𝑚𝑚3 − 𝛼𝛼)𝑡𝑡
(𝑚𝑚4 + 𝛼𝛼)𝑡𝑡

=
A3T′������

A4T′
 

⇔ (𝑚𝑚1 + α)(𝑚𝑚4 + α) = (𝑚𝑚2 − α)(𝑚𝑚3 − α) 

⇔ 𝑚𝑚1𝑚𝑚4 + 𝑚𝑚1α + 𝑚𝑚4α = 𝑚𝑚2𝑚𝑚3 − 𝑚𝑚2α − 𝑚𝑚3α 

⇔ α =
(𝑚𝑚2𝑚𝑚3 − 𝑚𝑚1𝑚𝑚4)

(𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚2 + 𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚4)
 

 

(𝑚𝑚1 + 𝛼𝛼)
(𝑚𝑚2 − 𝛼𝛼) =

𝑚𝑚1 + (𝑚𝑚2𝑚𝑚3−𝑚𝑚1𝑚𝑚4)
(𝑚𝑚1+𝑚𝑚2+𝑚𝑚3+𝑚𝑚4)

𝑚𝑚2 − (𝑚𝑚2𝑚𝑚3−𝑚𝑚1𝑚𝑚4)
(𝑚𝑚1+𝑚𝑚2+𝑚𝑚3+𝑚𝑚4)

=
(𝑚𝑚1𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚1𝑚𝑚2 + 𝑚𝑚1𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚1𝑚𝑚4 + 𝑚𝑚2𝑚𝑚3)

(𝑚𝑚2𝑚𝑚2 + 𝑚𝑚2𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚2𝑚𝑚4 + 𝑚𝑚1𝑚𝑚4)
 

=
𝑚𝑚1(𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚3) + 𝑚𝑚2(𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚3)
𝑚𝑚2(𝑚𝑚2 + 𝑚𝑚4) + 𝑚𝑚1(𝑚𝑚2 + 𝑚𝑚4)

 

                                             =
(𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚2)(𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚3)
(𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚2)(𝑚𝑚2 + 𝑚𝑚4)

=
(𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚3)
(𝑚𝑚2 + 𝑚𝑚4)

⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯  ⋯ ⋯ (2) 

由(1)、(2)可知  

A1S′������

A2S′������ =
(𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚3)
(𝑚𝑚2 + 𝑚𝑚4)

。 

因此，藉由「保比例」的特性，我們知道原來有內切橢圓的凸四邊形必定也滿足 

P1F���� × P3F����
P2F���� × P4F���� =

P1S����
P2S���� =

P3T�����
P4T����� =

A1S′������

A2S′������ =
(𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚3)
(𝑚𝑚2 + 𝑚𝑚4)

 

故得證。                                                                                                                                                
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伍、研究結果 

一、主要結果： 

接下來，我們要利用前面所觀察到之新的幾何引理，證明我們的主要研究結果。 

【定理】： 

令𝑧𝑧1, 𝑧𝑧2, 𝑧𝑧3, 𝑧𝑧4是複數平面上之凸四邊形的四個頂點(依逆時針方向，且任三點不共線)，而

𝑚𝑚1, 𝑚𝑚2, 𝑚𝑚3, 𝑚𝑚4是四個正實數。若該凸四邊形存在一個內切橢圓𝛤𝛤和z1z2������、z2z3������、z3z4������、z4z1������分

別相切於𝑤𝑤1, 𝑤𝑤2, 𝑤𝑤3, 𝑤𝑤4四點，滿足
|𝑧𝑧1−𝑤𝑤1|
|𝑧𝑧2−𝑤𝑤1| = 𝑚𝑚1

𝑚𝑚2
、

|𝑧𝑧2−𝑤𝑤2|
|𝑧𝑧3−𝑤𝑤2| = 𝑚𝑚2

𝑚𝑚3
、

|𝑧𝑧3−𝑤𝑤3|
|𝑧𝑧4−𝑤𝑤3| = 𝑚𝑚3

𝑚𝑚4
及

|𝑧𝑧4−𝑤𝑤4|
|𝑧𝑧1−𝑤𝑤4| = 𝑚𝑚4

𝑚𝑚1
。 

則𝛤𝛤的兩焦點𝑓𝑓1, 𝑓𝑓2(可重合)恰為方程式 

(𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚3)(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧2)(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧4) + (𝑚𝑚2 + 𝑚𝑚4)(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧1)(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧3) = 0 
的兩個根。 

【證明】：假設𝑓𝑓1, 𝑓𝑓2是內切橢圓𝛤𝛤的兩個焦點。 

結合【複數性質 2】、【引理二】的(2) 以及【引理七】，我們立即可推得必存在正實數 

𝑟𝑟 = |𝑧𝑧1−𝑓𝑓1|
|𝑧𝑧2−𝑓𝑓1|

|𝑧𝑧3−𝑓𝑓1|
|𝑧𝑧4−𝑓𝑓1| = |𝑧𝑧1−𝑓𝑓2|

|𝑧𝑧2−𝑓𝑓2|
|𝑧𝑧3−𝑓𝑓2|
|𝑧𝑧4−𝑓𝑓2| = 𝑚𝑚1+𝑚𝑚3

𝑚𝑚2+𝑚𝑚4
> 0，使得  

(𝑓𝑓1−𝑧𝑧1)(𝑓𝑓1−𝑧𝑧3)
(𝑓𝑓1−𝑧𝑧2)(𝑓𝑓1−𝑧𝑧4) =  −𝑟𝑟 =  − �𝑚𝑚1+𝑚𝑚3

𝑚𝑚2+𝑚𝑚4
�……………………(*) 

(𝑓𝑓2−𝑧𝑧1)(𝑓𝑓2−𝑧𝑧3)
(𝑓𝑓2−𝑧𝑧2)(𝑓𝑓2−𝑧𝑧4) =  −𝑟𝑟 =  − �𝑚𝑚1+𝑚𝑚3

𝑚𝑚2+𝑚𝑚4
�……………………(**) 

由(*)及(**)，相當於𝑓𝑓1, 𝑓𝑓2是二次方程式
(𝑧𝑧−𝑧𝑧1)(𝑧𝑧−𝑧𝑧3)
(𝑧𝑧−𝑧𝑧2)(𝑧𝑧−𝑧𝑧4) = − �𝑚𝑚1+𝑚𝑚3

𝑚𝑚2+𝑚𝑚4
�的根，也就是說𝑓𝑓1, 𝑓𝑓2是二次方

程式(𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚3)(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧2)(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧4) + (𝑚𝑚2 + 𝑚𝑚4)(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧1)(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧3) = 0的兩個根，故得證。 

          

二、應用： 

Newton 定理：歐氏平面平面上一個不為菱形且存在內切圓

的凸四邊形，其內切圓圓心必定落在該凸四邊形之 Newton 線

(兩對角線中點之連線)上。 

「Newton 定理」有著許多不同的證明，可以利用投影幾何中圓柱截痕的原理推廣成

「Newton 橢圓問題」。 
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【Newton 橢圓問題】：歐氏平面上一個不為平行

四邊形且存在內切橢圓的凸四邊形，其內切橢圓的

對稱中心必定落在該凸四邊形兩對角線中點之連線

段上。 

藉由我們的主要結果，可以直接推得如下關於

「Newton 橢圓問題」之「更加強」的結果，我們

證明：內切橢圓的對稱中心必定是以凸四邊形之兩

對角線中點為兩端點之連線段的內分點，我們同時也提供了「Newton 橢圓問題」一個全新

的幾何證明。 

由上述【定理】可推出如果凸四邊形兩對角線z1z3������及z2z4������中點分別為ℎ1及ℎ2，而橢圓Γ的對稱

中心為𝑢𝑢，則橢圓Γ的對稱中心𝒖𝒖必為該凸四邊形兩對角線中點之連𝒉𝒉𝟏𝟏𝒉𝒉𝟐𝟐�������的內分點，且滿足 

|ℎ1 − 𝑢𝑢|
|ℎ2 − 𝑢𝑢| =

𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚3

𝑚𝑚2 + 𝑚𝑚4
=

|𝑓𝑓1 − z1| × |𝑓𝑓1 − z3|
|𝑓𝑓1 − z2| × |𝑓𝑓1 − z4| =

|𝑓𝑓2 − z1| × |𝑓𝑓2 − z3|
|𝑓𝑓2 − z2| × |𝑓𝑓2 − z4| 

 

進而，ℎ1𝑢𝑢����� ∶  ℎ2𝑢𝑢����� = (𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚3) ∶ (𝑚𝑚2 + 𝑚𝑚4)。亦即，歐氏平面上一個不為平行四邊形且存在

內切橢圓的凸四邊形，其內切橢圓的對稱中心必定落在該凸四邊形兩對角線中點之連線段

上。 

【證明】：令𝑧𝑧1, 𝑧𝑧2, 𝑧𝑧3, 𝑧𝑧4是凸四邊形的四個頂點(依逆時針方向，且任三點不共線)。假設凸

四邊形存在一個內切橢圓Γ和z1z2������、z2z3������、z3z4������、z4z1������分別相切於𝑤𝑤1, 𝑤𝑤2, 𝑤𝑤3, 𝑤𝑤4四點，滿足 

|𝑧𝑧1−𝑤𝑤1|
|𝑧𝑧2−𝑤𝑤1| = 𝑚𝑚1

𝑚𝑚2
、

|𝑧𝑧2−𝑤𝑤2|
|𝑧𝑧3−𝑤𝑤2| = 𝑚𝑚2

𝑚𝑚3
、

|𝑧𝑧3−𝑤𝑤3|
|𝑧𝑧4−𝑤𝑤3| = 𝑚𝑚3

𝑚𝑚4
及

|𝑧𝑧4−𝑤𝑤4|
|𝑧𝑧1−𝑤𝑤4| = 𝑚𝑚4

𝑚𝑚1
 

，其中𝑚𝑚1, 𝑚𝑚2, 𝑚𝑚3, 𝑚𝑚4是四個正實數，而𝑓𝑓1, 𝑓𝑓2為𝛤𝛤的兩焦點。 

 

藉由我們的主要結果的【定理】，可知𝑓𝑓1, 𝑓𝑓2必定為二次方程式 

(𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚3)(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧2)(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧4) + (𝑚𝑚2 + 𝑚𝑚4)(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧1)(𝑧𝑧 − 𝑧𝑧3) = 0 

⟺ (𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚2 + 𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚4)𝑧𝑧2 − [(𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚3)(𝑧𝑧2 + 𝑧𝑧4) + (𝑚𝑚2 + 𝑚𝑚4)(𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧3)]

− [(𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚3)𝑧𝑧2𝑧𝑧4 + (𝑚𝑚2 + 𝑚𝑚4)𝑧𝑧1𝑧𝑧3] = 0 

的兩個根。我們知道𝛤𝛤對稱中心為
𝑓𝑓1+𝑓𝑓2

2
。 

藉由「根與係數」的原理，我們可推得內切橢圓的中心為 

𝑓𝑓1 + 𝑓𝑓2

2
=

(𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚3)(𝑧𝑧2 + 𝑧𝑧4) + (𝑚𝑚2 + 𝑚𝑚4)(𝑧𝑧1 + 𝑧𝑧3)
2 × (𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚2 + 𝑚𝑚3 + 𝑚𝑚4)  
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 = � 𝑚𝑚1+𝑚𝑚3
𝑚𝑚1+𝑚𝑚2+𝑚𝑚3+𝑚𝑚4

� × �𝑧𝑧2+𝑧𝑧4
2

�+� 𝑚𝑚2+𝑚𝑚4
𝑚𝑚1+𝑚𝑚2+𝑚𝑚3+𝑚𝑚4

� × �𝑧𝑧1+𝑧𝑧3
2

�…………………………………(☆ ) 

由於
𝑧𝑧1+𝑧𝑧3

2
與

𝑧𝑧2+𝑧𝑧4
2

分別為凸四邊形兩對角線中點，假設凸四邊形不是平行四邊形，所以
𝑧𝑧1+𝑧𝑧3

2
≠

𝑧𝑧2+𝑧𝑧4
2

。我們令𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚3 = 𝑎𝑎 > 0及𝑚𝑚2 + 𝑚𝑚4 = 𝑏𝑏 > 0，  

令ℎ1 = 𝑧𝑧1+𝑧𝑧3
2

、ℎ2 = 𝑧𝑧2+𝑧𝑧4
2

及𝑢𝑢 = 𝑓𝑓1+𝑓𝑓2
2

，進而(☆ )可以重新寫成 

𝑢𝑢 = � 𝑏𝑏
𝑎𝑎+𝑏𝑏

� × ℎ1 + � 𝑎𝑎
𝑎𝑎+𝑏𝑏

� × ℎ2, 𝑎𝑎 > 0, 𝑏𝑏 > 0…………………(☆☆ ) 

我們知道，(☆☆ )意味著：𝛤𝛤的對稱中心𝑢𝑢恰好落在以凸四邊形兩對角線中點ℎ1及ℎ2為兩端點

的連ℎ1ℎ2������的內分點，而且 

|ℎ1 − 𝑢𝑢|
|ℎ2 − 𝑢𝑢| =

𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚3

𝑚𝑚2 + 𝑚𝑚4
=

|𝑓𝑓1 − z1| × |𝑓𝑓1 − z3|
|𝑓𝑓1 − z2| × |𝑓𝑓1 − z4| =

|𝑓𝑓2 − z1| × |𝑓𝑓2 − z3|
|𝑓𝑓2 − z2| × |𝑓𝑓2 − z4| 

也就是，ℎ1𝑢𝑢����� ∶  ℎ2𝑢𝑢����� = (𝑚𝑚1 + 𝑚𝑚3) ∶  (𝑚𝑚2 + 𝑚𝑚4)故得證。 

 
 

陸、討論 

我們的主要結果【定理一】是推廣到凸四邊形的情形，但同樣也是必須發生在凸四邊形

有內切橢圓的情形，因此，未來我們希望也能用幾何性質來證明另外一個方向： 

 

已知𝑧𝑧1, 𝑧𝑧2, 𝑧𝑧3, 𝑧𝑧4是複數平面上之凸四邊形的四個頂點(依逆時針方向，且任三點不共線，

當任意四個正實數𝑚𝑚1, 𝑚𝑚2, 𝑚𝑚3, 𝑚𝑚4給定時，該凸四邊形必定存在一個內切橢圓恰好和z1z2�����、

z2z3�����、z3z4�����、z4z1������分別相切於𝑤𝑤1, 𝑤𝑤2, 𝑤𝑤3, 𝑤𝑤4四點，且滿足 

|𝑧𝑧1−𝑤𝑤1|
|𝑧𝑧2−𝑤𝑤1| = 𝑚𝑚1

𝑚𝑚2
、

|𝑧𝑧2−𝑤𝑤2|
|𝑧𝑧3−𝑤𝑤2| = 𝑚𝑚2

𝑚𝑚3
、

|𝑧𝑧3−𝑤𝑤3|
|𝑧𝑧4−𝑤𝑤3| = 𝑚𝑚3

𝑚𝑚4
及

|𝑧𝑧4−𝑤𝑤4|
|𝑧𝑧1−𝑤𝑤4| = 𝑚𝑚4

𝑚𝑚1
。 

我們的研究結果就會更完備。 

另外，我們將「Siebeck-Marden 定理」從三角形推廣至凸四邊形，在過程中我們找到了

具有規律性的公式，讓我們不禁思索是否我們能夠透過這公式延伸到任意的凸𝑛𝑛多邊形上

面，找尋其關聯性，說不定會得到意想不到的收穫。 
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柒、結論 

本研究探討的主題為｢Siebeck-Marden 定理的推廣---凸四邊形之內切橢圓的焦點問

題」。茲將重要結論摘列如下： 

一、橢圓的任一焦點到任一頂點連線，會平分此焦點到頂點兩側切點的角度。 

二、不論是兩組對邊平行、還是一組對邊平行的凸四邊形，又或者是兩組對邊皆不平行的四

邊形，都適用於
P1F�����×P3F�����

P2F�����×P4F����� = 𝑚𝑚1+𝑚𝑚3
𝑚𝑚2+𝑚𝑚4

這個式子。但前提必須先知道凸四邊形的四個頂點P1, 

P2, P3, P4以及四條切線段中的四個長度比例𝑚𝑚1, 𝑚𝑚2, 𝑚𝑚3, 𝑚𝑚4。 

三、凸四邊形之內切橢圓藉由「圓柱截痕」的原理垂直投影成另一凸四邊形之內接圓時，頂

點到切點的線段有著「保比例」、「保平行」及「保相切」的特性，因此，當我們需

要計算四邊形之內切橢圓的切線段比值時，可以對應到四邊形之內接圓的切線段比

值，此時更有助於我們的計算。 

四、藉由我們的主要結果的【定理】，可以直接推得如下關於「Newton 橢圓問題」之「更

加強」的結果，我們證明：內切橢圓的對稱中心必定是以凸四邊形之兩對角線中點為

兩端點之連線段的內分點，且分線段比值恰好就是我們【引理七】裡的比值。我們同

時也提供了「Newton 橢圓問題」一個全新的幾何證明。 

五、我們主要結果的【定理】裡的二次方程式既簡單且又有規律性，又可進一步利用配方法

直接解出兩焦點。事實上，在研究的過程中，我們一開始是先猜測方程式的係數，利

用動態幾何軟體 GSP 進行實驗而確認，再進行幾何證明。最終符合了我們的預期。 
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【評語】050402  

本作品延伸 Siebeck-Marden 定理 (三角形內切橢圓)，到凸

四邊形之內切橢圓的焦點問題。得以一個類似希瓦定理的邊長比

例關係，並刻畫出焦點所滿足的複係數二次式的根，這部分的結

果相當不錯。但是較為可惜的是內切橢圓存在性問題作者並沒有

著墨，如果能夠有內切橢圓存在性的研究與討論會更完整。 

050402-評語 
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Siebeck-Marden定理的推廣
--凸四邊形之內切橢圓的焦點問題

高級中等學校組 數學科



摘要

利用歐氏平面幾何性質應用在複數平面上推廣到其任意一個存在內切橢圓的凸四邊形
上，我們和Siebeck-Marden定理「獨立地」找到了一個相對應的二次複數方程式進而可以
利用配方法解出凸四邊形之內切橢圓兩個焦點的一個全新的定理。

並藉由我們的主要定理的結果，推得關於「Newton橢圓問題」之「加強」的結果，並
且提供「Newton橢圓問題」一個全新的幾何證明。

研究目的

本研究的目的是將原來的「Siebeck-Marden定理」推廣至凸四邊形的情形，並且沒有利用到

「Siebeck-Marden定理」的結果。

一、探討平面上兩組對邊平行之凸四邊形其內切橢圓的相關幾何性質。

二、探討平面上恰有一組對邊平行之凸四邊形其內切橢圓的相關幾何性質。

三、探討平面上兩組對邊均不平行對邊之凸平行四邊形內切橢圓的相關幾何性質。

四、結合上述有內切橢圓之凸四邊形的幾何性質，進而找到關於了任意凸四邊形之內切橢圓

焦點滿足的二次複數方程式，也推廣了「Siebeck-Marden定理」。

五、針對平面上不為平行四邊形且存在內切橢圓的凸四邊形，藉由我們的主要定理的方程式，

可以直接推得關於「Newton橢圓問題」之加深的結果，也提供了

「Newton橢圓問題」一個全新的幾何證明。



【證明】：如圖1-01，取F = F1。我們的目標要證明∠P1F1Q1 = ∠P1F1Q4。

我們依如下的步驟證明：(如圖1-02)

1. 先取F2相對於P1P4的對稱點F2′，再取F2相對於P1P2的對稱點F2′′。

2. 再分別連接F2′Q4、F2′P1、F2′′P1以及F2′′Q1。

3. 由【橢圓性質1】，可知F1、Q4、F2′三點共線，F1、Q1、F2′′三點共線，且F1F2′ = F1F2′′橢圓Γ的長軸長。

4. 再由【橢圓性質1】，可知𝑃1同時落在F2F2′及F2F2′′的中垂線上，故可知P1F2 = P1F2′ = P1F2′′。

5. 因此，利用F1F2′ = F1F2′′、P1F2 = P1F2′′以及P1F1 = P1F1，由三角形S.S.S.全等性質可推得ΔP1F1F2′ ≅ ΔP1F1F2′′，進而

∠P1F1F2′ = ∠P1F1F2′′。

6. 因為∠P1F1Q1 = ∠P1F1F2′′以及∠P1F1Q4=∠P1F1F2′，最後得到∠P1F1Q1=∠P1F1Q4。這意味著P1F1為∠Q4F1Q1的分角線。

利用同樣的證明手法，我們知道P2F1、P3F1及P4F1分別也會是∠Q1F1Q2、∠Q2F1Q3及∠Q3F1Q4的角平分線，命題依然成立。

同樣地，取F=F2時，利用同樣的證明手法，我們可以知到P1F2、P2F2、P3F2及P4F2分別也會是

∠Q4F2Q1、∠Q1F2Q2、∠Q2F2Q3及∠Q3F2Q4的角平分線。

最後，我們完成證明。

(圖1-01)

(圖1-02)

【引理一】：已知歐式平面上一個凸四邊形P1P2P3P4(依逆時針方向)
有一個內切橢圓Γ，且Γ和P1P2、P2P3、P3P4及P4P1
分別和Γ相切於Q1、Q2、Q3及Q4四個點。

如果定點F是橢圓Γ其中的一個焦點，則P1F、P2F、P3F及P4F
分別為∠Q4FQ1、∠Q1FQ2、∠Q2FQ3及∠Q3FQ4的角平分線。



【引理二】：已知歐式平面上一個凸四邊形P1P2P3P4(依逆時針方向)

有一個內切橢圓Γ，且Γ和P1P2、P2P3、P3P4及P4P1
分別和Γ相切於Q1、Q2、Q3及Q4四個點。

如果定點F是橢圓Γ其中的一個焦點，則：
(1)∠P1FQ1+∠P2FQ2+∠P3FQ3+∠P4FQ4=∠P1FQ4+∠P2FQ1+∠P3FQ2+∠P4FQ3=180

。

(2)∠P1FP2+∠P3FP4=∠P1FP4+∠P2FP3= 180。 (如圖2)

【證明】：

給定F為橢圓其中的，由【引理一】可知∠P1FQ1=∠P1FQ4、∠P2FQ1=∠P2FQ2、∠P3FQ2=∠P3FQ3以及∠P4FQ3=∠P4FQ4。

(1)如圖2，取F=F1。因一個焦點此

∠P1F1Q1+∠P2F1Q2+∠P3F1Q3+∠P4F1Q4=
1

2
(∠P1F1Q1+∠P1F1Q4)+

1

2
(∠P2F1Q1+∠P2F1Q2)+

1

2
(∠P3F1Q2+∠P3F1Q3)+

1

2
(∠P4F1Q3+∠P4F1Q4)

=
1

2
× 360。 = 180。因此，∠P1FQ4+∠P2FQ1+∠P3FQ2+∠P4FQ3= 360

。-(∠P1F1Q1+∠P2F1Q2+∠P3F1Q3+∠P4F1Q4)=180
。

當我們取F=F2時，利用同樣的證明手法，命題依然成立。

(2)取F=F1。因此∠P1F1P2+∠P3F1P4=∠P1F1Q1+∠P2F1Q1+∠P3F1Q3+∠P4F1Q3=∠P1F1Q1+∠P2F1Q2+∠P3F1Q3+∠P4F1Q4=180
。

∠P1FP4+∠P2FP3=360
。-(∠P1FP2+∠P3FP4)=360

。-180。=180。⋯⋯ (經由(1))

當我們取F=F2時，利用同樣的證明手法，命題依然成立，故得證。
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(圖2)

(1) (2)



【引理三】：如圖3，已知歐氏平面上一個凸四邊形P1P2P3P4(依逆時針方向)
有一個內切橢圓Γ，其中F1、F2為Γ的兩個焦點，

而F2′為F2相對切線P1P2的對稱點，且P1P4與P2P3平行，則：

(1)∠P1F1P2+∠P1F2P2=∠P3F1P4+∠P3F2P4=180
。

(2)∠P1F1P2+∠P1F2′P2=180
。且P1、F1、P2、F2′四點共圓。

【證明】：

(1)由【橢圓性質2】中的(2)，可知∠P2P1F1=∠P4P1F2及∠P1P2F1=∠P3P2F2。

因此，∠P2P1P4=∠P2P1F2+∠P4P1F2=∠P2P1F2+∠P2P1F1，∠P1P2P3=∠P1P2F2+∠P3P2F2=∠P1P2F2+∠P1P2F1。

又因P1P4與P2P3平行，藉由「同側內角互補」的性質，則∠P2P1P4+∠P1P2P3=180
。

故(∠P2P1F2+∠P2P1F1)+(∠P1P2F2+∠P1P2F1)=180
。

因ΔP1P2F1及ΔP1P2F2各自的「內角和」均為180。，故

∠P1F1P2+∠P1F2P2=180
。-(∠P2P1F1+∠P1P2F1)+180

。-(∠P1P2F2+∠P2P1F1)

=360。-(∠P2P1F2+∠P2P1F1)-(∠P1P2F2+∠P1P2F1)=360
。-(∠P2P1P4+∠P1P2P3)

=360。-180。=180。。

利用同樣的證明手法，我們知道∠P3F1P4+∠P3F2P4=180
。，命題依然成立，故得證。

(2)因為F2′為F2相對於P1P2的對稱點，所以∠P1F2P2=∠P1F2′P2。由(1)可知∠P1F1P2+∠P1F2P2=180
。

進而推得∠P1F1P2+∠P1F2′P2=180
。利用四邊形「對角互補」 的性質，我們知道P1、F1、P2、F2′四點共圓，故得證。

(圖3)



【引理四】：如圖4，已知歐氏平面上一個平行四邊形P1P2P3P4(依逆時針方向)
有一個內切橢圓Γ，且和P1P2、P2P3、P3P4及P4P1分別和Γ相切於Q1、Q2、Q3及Q4四個點。
令F1、F2為Γ的兩個焦點，O為Γ的對稱中心，
而F1′、F2′分別為F1、F2相對於切線P1P4的對稱點。
我們恆有如下的結果：
(1)ΔP1F2′P4 ≅ ΔP3F1P2以及ΔP1F1′P4 ≅ ΔP3F2P2。

(2)如果定點F是橢圓其中的一個焦點，則
P1F×P3F
P2F×P4F

=
P1Q4
P4Q4

=
P3Q2
P2Q2

。

【證明】：

先針對F=F1討論。因為P1F1×P3F1=P1F1×P1F2′以及P4F1×P2F1=P4F1×P4F2′。

因為P1、F1、P4、F2′四點共圓(如圖4左)，所以∠F1P1F2′=180∘-∠F1P4F2′

進而sin∠F1P1F2′=sin180∘-∠F1P4F2′ = sin∠F1P4F2′。

由三角形面積公式ΔF1P1F2′=
1

2
× P1F1×P1F2′ ×sin∠F1P1F2′

以及ΔF1P4F2′=
1

2
× P4F1×P4F2′ ×sin∠F1P4F2′，

結合前述的性質，可推得
P1F1×P3F1
P4F1×P2F1

=
ΔF1P1F2′
ΔF1P4F2′

=
P1Q4
P4Q4

由於O為的對稱中心，所以
P1Q4
P4Q4

=
P3Q2
P2Q2

進而推得
P1F1×P3F1
P4F1×P2F1

=
P1Q4
P4Q4

=
P3Q2
P2Q2

。(如圖4左)

同樣地，當F=F2時，仿照前述F=F1的情形，利用同樣的證明手法，我們同樣可以推得
P1F2×P3F2
P2F2×P4F2

=
P1Q4
P4Q4

=
P3Q2
P2Q2

。(如圖4右)

也就是，對於的焦點F，恆有性質：
P1F×P3F
P2F×P4F

=
P1Q4
P4Q4

=
P3Q2
P2Q2

。

(圖4)



【引理五】：如圖5-01，已知歐氏平面上一個有一個內切橢圓Γ的梯形P1P2P3P4(依逆時針方向)

且滿足P1P4平行於P2P3以及∠P1P2P3+∠P2P3P4<180∘。

令F1、F2為Γ的兩個焦點，O為Γ的對稱中心，而Γ和P1P2、P2P3、P3P4及P4P1分別和

圓Γ相切於Q1、Q2、Q3及Q4四個點。

假設圓C1及圓C2分別為ΔF1P2P3及ΔF1P1P4的外接圓，

連接F1Q2及F1Q4分別交圓C1及圓C2於H1及H2。我們恆有如下的結果：

(1)ΔP1F1P4 ~ ΔP3H1P2以及ΔP3F1P2 ~ ΔP1H2P4。

(2)如果定點F是橢圓其中的一個焦點，則
P1F×P3F
P2F×P4F

=
P1Q4
P4Q4

=
P3Q2
P2Q2

。
【證明】：

(1)針對內切橢圓做一條新的切線L與 相切於Q1′且滿足直線L與P3P4平行。

(2)令P1P4交L於P1′，以及P2P3交L於P2′。再連接P1′P1和P1′P2′。

先針對F=F1討論。令
P1F1
P3H1

=
P4F1
P2H1

=t

可推得

P1F1×P3F1
P2F1×P4F1

=
(t×P3H1)×P3F1
P2F1×(t×P2H1)

=
∆H1P3F1
∆H1P2F1

=
P3Q2
P2Q2

。(如圖5-03)

也就是，
P1F1×P3F1
P2F1×P4F1

=
P3Q2
P2Q2

……………………………………………(&)

因為 ΔP3F1P2~ΔP1H2P4，同樣的原理，我們可推得
P1F1×P3F1
P2F1×P4F1

=
∆H2P1F1
∆H2P4F1

………………………………(&&)

結合(&)與(&&)，我們知道對於的焦點F，恆有性質：
P1F×P3F
P2F×P4F

=
P1Q4
P4Q4

=
P3Q2
P2Q2

。(如圖5-04)
(圖5-04)

(圖5-03)



【引理六】：已知歐氏平面上一個有一個內切橢圓Γ的凸四邊形P1P2P3P4(依逆時針方向)
且滿足兩組對邊均不平行以及∠P1P2P3+∠P2P3P4<180∘。
令F1、F2為Γ的兩個焦點，O為Γ的對稱中心，而Γ和P1P2、P2P3、P3P4及P4P1分別
和Γ相切於Q1、Q2、Q3及Q4四個點。針對內切橢圓Γ做兩條新的切線L1以及L2
使得L1平行於P3P4而L2平行於P1P2 ，其中L1交P1P2於S點，而L2交P1P2於T點。
假設圓C1及圓C2分別為ΔF1P1P2及ΔF1P3P4的外接圓，連接F1S及F1T分別交圓C1及圓C2於H1及H2。
我們恆有如下的結果：
(1) ΔP3F1P4 ~ ΔP1H1P2以及 ΔP1F1P2 ~ ΔP3H2P4。

(2) 如果定點F是橢圓其中的一個焦點，則
P1F×P3F
P2F×P4F

= 
P1S
P2S

=
P3T
P4T

(如圖6-01)。

【證明】：我們將圖形依∠P1′F1P2與∠P1′F1F2′=∠P1′F1Q1′的大小關係分成下面三種Case討論：

Case I.∠P1′F1Q1′ =∠P1′F1F2′ >∠P1′F1P2 (如圖6-04)

Case II.∠P1′F1Q1′ =∠P1′F1F2′ =∠P1′F1P2 (如圖6-05)

Case III.∠P1′F1Q1′ =∠P1′F1F2′ <∠P1′F1P2 (如圖6-06)

對於的焦點F，恆有性質：
P1F×P3F
P2F×P4F

= 
P1S
P2S

=
P3T
P4T

。

最後，我們完成證明。

(圖6-04) (圖6-05) (圖6-06)

(圖6-01)



【引理七】(如圖7-01)已知歐氏平面中一個凸四邊形P1P2P3P4有一個內切橢圓Γ，
而P1P2、P2P3、P3P4及P4P1分別和Γ相切於Q1、Q2、Q3及Q4四個點，

且滿足
P1Q1
P2Q1

=
m1
m2

、
P2Q2
P3Q2

=
m2
m3
、

P2Q2
P4Q3

=
m3
m4
、

P4Q4
P1Q4

=
m4
m1
，

其中m1，m2，m3，m4是四個正實數。

如果定點F是橢圓其中的一個焦點，則恆有
P1F×P3F
P2F×P4F

=
m1+m3
m2+m4

。

【證明】：不失其一般性，令F=F1。我們證明的步驟依凸四邊形P1P2P3P4
兩組對邊間的平行關係細分為「兩組對邊平行」、「恰一組對邊平行」、「兩組對邊均不平行」
三種情形進行討論：

Case 1. 兩組對邊平行，也就是四邊形P1P2P3P4為平行四邊形。
由於圖形會對稱於橢圓的對稱中心O，故此時，m1=m3且m2=m4。
藉由【引理四】可推得

P1F×P3F
P2F×P4F

=
P1Q4
P4Q4

=
P3Q2
P2Q2

=
m1
m2

=
m1+m1
m2+m2

=
m1+m3
m2+m4

。故得證。

Case 2. 恰有一組對邊不平行，也就是四邊形P1P2P3P4為梯形。
藉由【引理五】我們知道

P1F1×P3F1
P4F1×P2F1

=
P3Q2
P2Q2

=
P1Q4
P4Q4

↔
m3
m2

=
m1
m4

=
m1+m3
m2+m4

最後，我們推得
P1F1×P3F1
P4F1×P2F1

=
m1+m3
m2+m4

故得證。

Case 3. 兩組對邊均不平行

藉由【引理六】我們知道

P1F×P3F
P2F×P4F

= 
P1S
P2S

=
P3T
P4T

。

(圖7-01)



主要結果
• 藉由【圓柱截痕性質】「保比例」、「保平行」以及

「保相切」的特性；歐氏平面上必定存在一個有內切圓
的凸四邊形A1A2A3A4(如圖7-02)

A1B1
A2B1

=
m1
m2
、

A2B2
A3B2

=
m2
m3
、

A3B3
A4B3

=
m3
m4
、

A4B4
A1B4

=
m4
m1

A1S′
A2S′

=
A3T′
A4T′

以及 B1S′ = B3T′ ⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯(1)    

我們可以假設

A1S′ =m1+αt、A2S′ =m2-αt、A3T′=m3-αt 以及A4T′=m4+αt

∵ 
A1S′
A2S′

=
(m1+α)t
(m2−α)t

=
(m3−α)t
(m4+α)t

=
A3T′
A4T′

⇔α=
(m2×m3−m1×m4)
(m1+m2+m3+m4)

(m1+α)
(m2−α)

=
(m1+m3)
(m2+m4)

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯(2)

由(1)、(2)可知
A1S′
A2S′

=
(m1+m3)
(m2+m4)

。

因此，藉由「保比例」的特性，我們知道原來有內切橢圓
的凸四邊形必定也滿足

P1F×P3F
P2F×P4F

=
P1S
P2S

=
P3T
P4T

=
A1S′
A2S′

=
(m1+m3)
(m2+m4)

故得證。 (圖7-02)

• 兩焦點f1，f2(可重合)恰為方程式
(m1+m3)(z-z2)(z-z4)+(m2+m4)(z-z1)(z-z3)=0的兩個根。

【證明】：假設f1，f2是內切橢圓的兩個焦點。
結合【複數性質2】、【引理一】的(2) 以及【引理七】，
我們立即可推得必存在正實數

r=
z1−f1
z2−f1

×
z3−f1
z4−f1

=
z1−f2
z2−f2

×
z3−f2
z4−f2

=
(m1+m3)
(m2+m4)

>0，使得

(f1-z1)(f1-z3)(f1-z2)(f1-z4)= -r= -
(m1+m3)
(m2+m4)

………………(×)

(f2-z1)(f2-z3)(f2-z2)(f2-z4)= -r= -
(m1+m3)
(m2+m4)

………………(××)

由(×)及(××)，相當於f1，f2是二次方程式
(z−z1)(z−z3)
(z−z2)(z−z4)

=-
(m1+m3)
(m2+m4)

的根，也就是說f1，f2是二次方程式

(m1+m3)(z-z2)(z-z4)+(m2+m4)(z-z1)(z-z3)=0的兩個根，故得證。



應用
歐氏平面平面上一個不為菱形且存在內切圓的凸四邊形，
其內切圓圓心必定落在該凸四邊形之Newton線(兩對角線中點之連線)上。
利用投影幾何中圓柱截痕的原理可推廣成「Newton橢圓問題」：【Newton橢圓問題】
我們證明：內切橢圓的對稱中心必定是以凸四邊形之兩對角線中點為兩端點之連線段的內分點。
【證明】：令z1, z2, z3, z4是凸四邊形的四個頂點(依逆時針方向，且任三點不共線)。假設凸四邊形存在一個內切橢圓和
z1z2、z2z3、z3z4、z4z1分別相切於w1, w2, w3, w4四點，

滿足
z1−w1
z2−w1

=
m1
m2
、

z2−w2
z3−w2

=
m2
m3
、

z3−w3
z4−w3

=
m3
m4
及

z4−w4
z1−w4

=
m4
m1

，其中m1，m2，m3，m4是四個正實數，而f1，f2為的兩焦點。

藉由「根與係數」的原理，我們可推得內切橢圓的中心為
f1+f2

2
=
(m1+m3)(z2+z4)+(m2+m4)(z1+z3)]

2
×(m1+m2+m3+m4)

=

(m1+m3)
(m1+m2+m3+m4)

(z2+z4)

2
+

(m2+m4)
(m1+m2+m3+m4)

(z1+z3)

2
…………………………………(☆)

由於
z1+z3

2
與

z2+z4
2

分別為凸四邊形兩對角線中點，假設凸四邊形不是平行四邊形，所以
z1+z3

2
≠

z2+z4
2

。

我們令m1+m3=a>0及m2+m4=b>0， 令h1=
z1+z3

2
、h2=

z2+z4
2

及u=
f1+f2

2
，進而(☆)可以重新寫成

u =
b

(a+b)
×h1+

a
(a+b)

×h2, a>0, b>0…………………(☆☆)

我們知道，(☆☆)意味著：的對稱中心u恰好落在以凸四邊形兩對角線中點h1及h2為兩端點的連h1h2的內分點，

而且對照【引理三】及【定理一】的結果，可知

h1−u
h2−u

=
m1+m3
m2+m4

=
f1−z1 × f1−z3
f1−z2 × f1−z4

=
f2−z1 × f2−z3
f2−z2 × f2−z4

。也就是，h1u : h2u=m1+m3 : m2+m4故得證。
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