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摘要 

本研究推廣古老的數學問題「Quadrisection Problem」，2018 年 Carl Eberhart 曾針對

此問題進行探討，給出兩條垂直線將任意 △ 𝐴𝐵𝐶 的面積四等分的解。 

我們沒有設定兩相異直線必須垂直。由於兩相異直線至少將任意三角形分割成三塊區

域，至多分割成四塊區域，所以我們先探討兩直線三等分三角形，再繼續研究四等分三角

形，最後給出完整分割的圖樣與方法，並且給出四等分面積的充要條件。第二，我們繼續

推廣到任意凸四邊形與凹四邊形，證明了對於所有凸四邊形與凹四邊形必存在四等分面積

的分割方法，這是本研究的亮點之處。本研究雖僅使用了初等幾何工具，但是簡潔地找出

豐富的性質並且完整解決了兩相異直線均分任意三角形以及四等分任意凸四邊形與凹四邊

形的面積之問題。 

壹、 研究背景 

2018 年，Carl Eberhart 發表了一篇文章〈Revisiting the Quadrisection Problem of Jacob 

Bernoulli〉[1]，該論文提及 Leonhard Euler 在 1779 年提出了兩相異垂直的直線將非等腰

的 △ 𝐴𝐵𝐶 的面積四等分的結果，這個問題又稱為「Quadrisection Problem」。 

如下圖，△ 𝐴𝐵𝐶 中，𝐶𝐴̅̅ ̅̅ > 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ > 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ ，Euler 僅證明了在任意 △ 𝐴𝐵𝐶 都有一種 

Quadrisection，其中四等分中的 △ 𝑃𝐺𝐸 落在 △ 𝐴𝐵𝐶 的中間長度的邊 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  上，Euler 證明

了 Quadrisection 的存在性，但是沒有說明是否惟一。此外，Euler 也沒有說明 △ 𝑃𝐺𝐸 必

須要在中間長度的邊 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  上。 

 

圖 1：Quadrisection Problem。 
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Carl Eberhart 利用直角坐標與反演變換，進一步將這個問題給出完整的說明，他證明 

△ 𝑃𝐺𝐸 可以在最短邊 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  上，但是不可能在最長邊 𝐴𝐶̅̅ ̅̅  上。Carl Eberhart 將 △ 𝐴𝐵𝐶 刻

劃為三類：（1）恰有一種 Quadrisection 的三角形；（2）恰有兩種 Quadrisection 的三角

形；（3）恰有三種 Quadrisection 的三角形[1]。 

貳、 研究目的 

本研究將「Quadrisection Problem」進行推廣，我們不限定兩相異直線必須垂直，我們

完整探討兩相異直線「三等分」以及「四等分」任意三角形的面積的情形，最後推廣到兩

相異直線「四等分」任意四邊形形的面積的方法。我們有以下目的： 

研究目的一：刻劃兩相異直線三等分任意三角形的面積之圖樣。 

研究目的二：刻劃兩相異直線四等分任意三角形的面積之圖樣。 

研究目的三：推廣兩相異直線四等分任意凸四邊形的面積之方法。 

研究目的四：推廣兩相異直線四等分任意凹四邊形的面積之方法。 

本研究的亮點在於，我們僅使用了初等幾何工具：共角定理、孟氏定理，而完整解決

了兩相異直線均分三角形的面積的劃分；此外，我們利用四等分三角形的面積的方法，推

廣到兩相異直線四等分凸四邊形與凹四邊形的面積，並且進一步證明對於所有任意凸四邊

形與凹四邊形皆存在此分割方法。 

參、 研究設備及器材 

一、 軟體：幾何畫板 The Geometer's Sketchpad 5.0 

二、 網站：WolframAlpha 

肆、 預備知識 

一、 共角定理 

平面上有 △ ABC 與 △ DEF，若 ∠𝐴 = ∠𝐷，則 △ ABC:△ DEF = 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ × 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ : 𝐷𝐸̅̅ ̅̅ × 𝐷𝐹̅̅ ̅̅ 。 



 

3 

 

 

圖 2：共角三角形。 

二、 孟氏定理（Menelaus' theorem）[2] 

平面上 △ ABC 中，點 𝑃𝐴、𝑃𝐵、𝑃𝐶 分別為 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐶̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐵̅̅ ̅̅  邊上或延長線上的一點（兩

點在延長線上且一點在邊上／三點都在延長線上）。若點 𝑃𝐴、𝑃𝐵、𝑃𝐶 三點共線，若且唯若 

𝐴𝑃𝐶̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑃𝐶𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅
×

𝐵𝑃𝐴̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑃𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ̅̅
×

𝐶𝑃𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑃𝐵𝐴̅̅ ̅̅ ̅̅
= 1。 

 

圖 3：孟氏定理。 

伍、 研究過程與結果 

本研究探討兩相異直線「三等分」以及「四等分」三角形的面積的情形。 

以下我們先做初步分割圖樣之分類。 

一、 兩條直線分割三角形成 3 個區域的所有圖樣 

我們討論兩條直線分割 △ ABC 為三塊區域的情形，我們利用直線 𝐿 與 𝑀 與三角形

各邊（可通過頂點）的相交情形進行分類。假設直線 𝐿 與 𝑀 於 𝑃 點，則 

（1）如圖 4-1 到圖 4-3，當 𝑃 點在三角形外部且直線 𝐿 與 𝑀 與邊的交點有 4 個交

點時，可得出 3 種分割圖樣； 
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圖 4-1 

 

圖 4-2 

 

圖 4-3  

 

（2）如圖 4-4 到圖 4-6，當 𝑃 點在三角形邊上時且直線 𝐿 與 𝑀 與邊的交點有 3 個

交點，可得出 3 種分割圖樣； 

 

圖 4-4 

 

圖 4-5 

 

圖 4-6 

 

（3）如圖 4-7，當 𝑃 點在三角形頂點且直線 𝐿 與 𝑀 與邊的交點有 3 個交點，可得

出 1 種分割圖樣； 

 

圖 4-7 

（4）如圖 4-8 到圖 4-10，當直線 𝐿 與 𝑀 平行且直線 𝐿 與 𝑀 與邊的交點有 4 個

交點時時，可得出 3 種分割圖樣。 

這四類共計有 10 種，如下圖。 
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圖 4-8 

 

圖 4-9 

 

圖 4-10 

二、 兩相異直線三等分三角形的面積之研究 

我們進入兩相異直線「三等分」三角形的面積之研究，我們會利用到以下兩類工具。 

第一類，直線通過三角形的頂點時，我們僅需取此直線與對邊的三分之一等分點（或

三分之二等分點）。 

第二類，直線分別交三角形的兩邊有各一點時，我們可利用共角定理作出面積為原三

角形三分之一的三角形。 

我們證明圖 4-1 到圖 4-10 的十種分割圖樣且又滿足三等分面積是全部都可以做到。 

性質 1 兩相異直線的 10 種分割圖樣皆可滿足三等分三角形的面積。 

證明： 

1. 我們將圖 2-1 到圖 2-10 的 10 種分割圖樣分成四類來討論，如何滿足三等分三角形的面

積的作圖與證明，我們以下只描述較為困難的進行作圖步驟說明以及證明，其餘較直觀

的作圖則記錄在研究日誌內。 

作圖與證明 圖例 

(1) 在 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  上任取一點 𝐷，設 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ : 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑡: 1，在 𝐴𝐶̅̅ ̅̅  上

取一點 𝐸 滿足 𝐴𝐸̅̅ ̅̅ : 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ =
1

3𝑡
: 1，則依據共角定理得知 

△ 𝐴𝐷𝐸 =
1

3
△ 𝐴𝐵𝐶。同理，相同作法可得 △ 𝐶𝐹𝐺 =

1

3
△ 𝐴𝐵𝐶。 

(2) 注意到，點 𝐷 落在 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  上，可得 𝑡 < 1；點 𝐸 落在 

𝐴𝐶̅̅ ̅̅  上，可得 𝑡 >
1

3
，因此 

1

3
< 𝑡 < 1。 
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2. 當 𝐴𝐸̅̅ ̅̅ + 𝐶𝐺̅̅ ̅̅ ≤ 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ，其交點 𝑃 才會在 △ 𝐴𝐵𝐶 外部或邊上。我們用上述方法（共角定

理）可得出圖 4-2 到圖 4-6 的三等分三角形的面積圖樣，依序如下。 

  

 

 

 

（唯一作圖，2𝐶𝑃̅̅̅̅ = 𝑃𝐴̅̅ ̅̅ 、𝐴𝐷̅̅ ̅̅ = 𝐷𝐵̅̅ ̅̅ ） 

 

 

3. 圖 4-7 的分割圖樣，兩條直線都通過頂點 𝐴，所以僅需在 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  邊上取三等分點即可。 

 

（唯一作圖） 
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4. 圖 2-8 的分割圖樣（平行） 

作圖與證明 圖例 

作圖 

(1) 在 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  上任取一點 𝐷 ，設 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ ∶ 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑡: 1，在 𝐴𝐶̅̅ ̅̅  

上取一點 𝐸 滿足 𝐴𝐸̅̅ ̅̅ : 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ =
1

3𝑡
: 1。 

(2) 在 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  上取一點 𝐹，滿足 𝐴𝐹̅̅ ̅̅ ∶ 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = √2𝑡: 1，在 

𝐴𝐶̅̅ ̅̅  上取一點 𝐺，滿足 𝐴𝐺̅̅ ̅̅ : 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ =
√2

3𝑡
: 1。 

 

證明 

(1) 依據共角定理得知 △ 𝐴𝐷𝐸 =
1

3
△ 𝐴𝐵𝐶、△ 𝐴𝐹𝐺 =

2

3
△ 𝐴𝐵𝐶。 

(2) 再考慮 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ ∶ 𝐴𝐹̅̅ ̅̅ = 𝑡: √2𝑡 = 1: √2、𝐴𝐸̅̅ ̅̅ ∶ 𝐴𝐺̅̅ ̅̅ =
1

3𝑡
:

√2

3𝑡
= 1: √2，所以 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ ∶ 𝐴𝐹̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐸̅̅ ̅̅ ∶

𝐴𝐺̅̅ ̅̅ ，因此 𝐷𝐸̅̅ ̅̅ ∥ 𝐹𝐺̅̅ ̅̅ 。 

(3) 注意到，點 𝐷、𝐹 落在 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  上，可得 𝑡 <
1

√2
；點 𝐸、𝐺 落在 𝐴𝐶̅̅ ̅̅  上，可得 𝑡 >

√2

3
，

因此 
√2

3
< 𝑡 <

√2

2
。 

 

5. 我們用上述相同方法（共角定理與比例線段）可得出圖 4-9 的分割圖樣。 
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6. 圖 4-10 無法由圖 4-8 直接而得，稍微比較困難，所以我們給出詳細得作圖步驟與證明。 

作圖與證明 圖例 

作圖 

(1) 在 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  上任取一點 𝐷 ，設 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ ∶ 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑡: 1，在 𝐴𝐶̅̅ ̅̅  

上取一點 𝐸 滿足 𝐴𝐸̅̅ ̅̅ : 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ =
1

3𝑡
: 1。 

(2) 在 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  上取一點 𝐹，滿足 𝐵𝐹̅̅ ̅̅ ∶ 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ = √
1

3
− 𝑡2: 1，在 

𝐵𝐶̅̅ ̅̅  上取一點 𝐺，滿足 𝐵𝐺̅̅ ̅̅ : 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ =
1

3√
1

3
−𝑡2

: 1，則依據

共角定理得知 △ 𝐵𝐹𝐺 =
1

3
△ 𝐴𝐵𝐶。 

 

證明 

(1) 依據共角定理得知 △ 𝐴𝐷𝐸 =
1

3
△ 𝐴𝐵𝐶、△ 𝐵𝐹𝐺 =

1

3
△ 𝐴𝐵𝐶。 

(2) 過 𝐶 點作 𝐶𝐻̅̅ ̅̅ ∥ 𝐷𝐸̅̅ ̅̅ ，可得 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ ∶ 𝐴𝐻̅̅ ̅̅ = 𝐴𝐸̅̅ ̅̅ ∶ 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ，𝐴𝐷̅̅ ̅̅ ∶ 𝐴𝐻̅̅ ̅̅ =
1

3𝑡
: 1，所以 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ ∶ 𝐴𝐻̅̅ ̅̅ =

𝑡: 3𝑡2 = 1: 3𝑡。再得 𝐵𝐻̅̅ ̅̅ ∶ 𝐵𝐴̅̅ ̅̅ = (1 − 3𝑡2): 1。 

(3) 再考慮 𝐵𝐹̅̅ ̅̅ ∶ 𝐵𝐻̅̅ ̅̅ = √
1

3
− 𝑡2: (1 − 3𝑡2) =

√3−9𝑡2

3
: (1 − 3𝑡2)，又 𝐵𝐺̅̅ ̅̅ ∶ 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ =

1

3√
1

3
−𝑡2

: 1 =

1

√3−9𝑡2
: 1 =

√3−9𝑡2

3
: (1 − 3𝑡2)，因此 𝐹𝐺̅̅ ̅̅ ∥ 𝐶𝐻̅̅ ̅̅ 。綜合可得，三線段 𝐷𝐸̅̅ ̅̅ ∥ 𝐶𝐻̅̅ ̅̅ ∥ 𝐹𝐺̅̅ ̅̅ 。 

(4) 注意到，點 𝐸 落在 𝐴𝐶̅̅ ̅̅  上，可得 𝑡 >
1

3
；點 𝐺 落在 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  上，可得 

1

3√
1

3
−𝑡2

< 1，即 

𝑡 <
√2

3
，因此 

1

3
< 𝑡 <

√2

3
。 

▓ 

三、 兩相異直線分割三角形成 4 個區域的所有圖樣 

我們再討論兩條直線分割 △ ABC 為四塊區域的情形，顯然此時直線 𝐿 與 𝑀 相交一

點 𝑃 且 𝑃 點在 △ ABC 內部，共有 5 種分割圖樣，如下圖。 
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圖 5-1：交點在三角形內部(1)。 

 

圖 5-2：交點在三角形內部(2)。 

 

圖 5-3：交點在三角形內部(3)。 

 

圖 5-4：交點在三角形內部(4)。 

 

圖 5-5：交點在三角形內部(5)。 

 

 

四、 兩相異直線四等分三角形的面積之研究 

關於兩相異直線四等分三角形的面積，因為分割四個區域並非全部都是三角形，所以

相較兩相異直線三等分三角形的面積困難許多，以下我們一一討論兩相異直線四等分三角

形的面積的情形。 

性質 2 下圖 6 中的兩直線無法四等分三角形的面積。 

證明： 

如下圖，直線 𝐵𝐷 ⃡     與 𝐶𝐸 ⃡    交於一點 𝑃，令四邊形 𝐴𝐸𝑃𝐷 面積為 𝑥，△ 𝐵𝑃𝐶 面積為 𝑦，

△ 𝐵𝑃𝐸 面積為 𝑧，△ 𝐶𝑃𝐷 面積為 𝑤。因為要四等分 △ ABC 面積，𝑥 + 𝑧 = 𝑦 + 𝑤，所以

取 𝐷 為 𝐴𝐶̅̅ ̅̅  中點，同理取 𝐸 為 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  中點。此時，𝐵𝐷̅̅ ̅̅  與 𝐶𝐸̅̅ ̅̅  交於 𝑃 點，𝑃 點即為 △

ABC 的重心。因為 𝑃 點為 △ ABC 的重心，可得 𝑥 = 𝑦 = 2𝑤 = 2𝑧，因此通過兩頂點的

直線無法四等分 △ 𝐴𝐵𝐶 面積。 
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圖 6：無法四等分三角形的面積。 

▓ 

性質 3 下圖 7 中的兩直線無法四等分三角形的面積。 

證明： 

1. 如下圖，直線 𝐷𝐶 ⃡     與 𝐸𝐹 ⃡     交於一點 𝑃，令四邊形 𝐴𝐸𝑃𝐷 面積為 𝑥，四邊形 𝐹𝐵𝐶𝑃 面

積為 𝑦，△ 𝐷𝐹𝑃 面積為 𝑧，△ 𝐶𝑃𝐸 面積為 𝑤。因為要四等分 △ ABC 面積，𝑥 + 𝑤 =

𝑦 + 𝑧，所以取 𝐷 為 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  中點。 

2. △ 𝐶𝐴𝐷 中，在 𝐴𝐶̅̅ ̅̅  上取一點 𝐸 ，設 𝐶𝐸̅̅ ̅̅ ∶ 𝐶𝐴̅̅ ̅̅ = 𝑡: 1，因為 𝑥 = 𝑤，根據共角定理，

𝐶𝐷̅̅ ̅̅  上的點 𝑃 滿足 𝐶𝑃̅̅̅̅ : 𝐶𝐷̅̅ ̅̅ =
1

2𝑡
: 1。同理，△ 𝐶𝐴𝐷 中，𝐷𝑃̅̅ ̅̅ : 𝐶𝐷̅̅ ̅̅ = (1 −

1

2𝑡
) : 1，因為 

𝑦 = 𝑧，根據共角定理，𝐴𝐵̅̅ ̅̅  上的點 𝐹 滿足 𝐷𝐹̅̅ ̅̅ : 𝐷𝐵̅̅ ̅̅ =
1

2(1−
1

2𝑡
)
: 1＝

𝑡

2𝑡−1
: 1。 

3. 因為點 𝐸、𝑃、𝐹 三點共線，在 △ 𝐶𝐴𝐷 中，根據孟氏定理有 

𝐶𝐸̅̅ ̅̅

𝐸𝐴̅̅ ̅̅
×

𝐴𝐹̅̅ ̅̅

𝐹𝐷̅̅ ̅̅
×

𝐷𝑃̅̅ ̅̅

𝑃𝐶̅̅ ̅̅
= 1 

代入可得 

𝑡

1 − 𝑡
×

1 +
𝑡

2𝑡 − 1
𝑡

2𝑡 − 1

×
1 −

1
2𝑡

1
2𝑡

= 1 

化簡可得 

3𝑡2 − 2𝑡 = 0 

所以 

𝑡 =
2

3
 或 0 (不合) 

4. 將 𝑡 =
2

3
 代回檢驗，𝐶𝐸̅̅ ̅̅ ∶ 𝐶𝐴̅̅ ̅̅ =

2

3
: 1、𝐶𝑃̅̅̅̅ : 𝐶𝐷̅̅ ̅̅ =

3

4
: 1、𝐷𝐹̅̅ ̅̅ : 𝐷𝐵̅̅ ̅̅ = 2: 1。注意到，因為點 

wz
y

x

P
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𝐹 須在 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  上，所以 𝐷𝐹̅̅ ̅̅ : 𝐷𝐵̅̅ ̅̅ = 2: 1 與假設矛盾，因此圖 6 中的兩直線無法四等分三

角形的面積。 

 

圖 7：無法四等分三角形的面積。 

▓ 

性質 4 下圖 8 中的兩直線可四等分三角形的面積。 

證明： 

1. 如下圖，直線 𝐷𝐶 ⃡     與 𝐸𝐹 ⃡     交於一點 𝑃，令四邊形 𝐴𝐸𝑃𝐷 面積為 𝑥，四邊形 𝐹𝐵𝐷𝑃 面

積為 𝑧，△ 𝐶𝑃𝐸 面積為 𝑤，△ 𝐶𝑃𝐹 面積為 𝑦。因為要四等分 △ ABC 面積，𝑥 + 𝑤 =

𝑦 + 𝑧，所以取 𝐷 為 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  中點。 

2. △ 𝐶𝐴𝐷 中，在 𝐴𝐶̅̅ ̅̅  上取一點 𝐸 ，設 𝐶𝐸̅̅ ̅̅ ∶ 𝐶𝐴̅̅ ̅̅ = 𝑡: 1，因為 𝑥 = 𝑤，根據共角定理，

𝐶𝐷̅̅ ̅̅  上的點 𝑃 滿足 𝐶𝑃̅̅̅̅ : 𝐶𝐷̅̅ ̅̅ =
1

2𝑡
: 1。同理，△ 𝐶𝐴𝐷 中，𝐶𝑃̅̅̅̅ : 𝐶𝐷̅̅ ̅̅ =

1

2𝑡
: 1，因為 𝑦 = 𝑧，

根據共角定理，𝐶𝐵̅̅ ̅̅  上的點 𝐹 滿足 𝐶𝐹̅̅̅̅ : 𝐶𝐵̅̅ ̅̅ = 𝑡: 1，故 𝐶𝐸̅̅ ̅̅ ∶ 𝐶𝐴̅̅ ̅̅ = 𝑡: 1 = 𝐶𝐹̅̅̅̅ : 𝐶𝐵̅̅ ̅̅ ，可得 

𝐸𝐹̅̅ ̅̅ ∥ 𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 。 

3. 因為 𝐸𝐹̅̅ ̅̅ ∥ 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  且 △ 𝐶𝐸𝐹 =
1

2
△ 𝐴𝐵𝐶，所以得 𝑡 =

√2

2
。注意到，此圖樣的作圖是唯一。 

 

圖 8：兩直線四等分三角形的面積。 
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▓ 

接下來是兩直線沒有通過 △ 𝐴𝐵𝐶 的頂點的情形，因為直線沒有通過頂點，讓此圖樣

的作圖難度也變高許多。 

定理 5 下圖 9 中的兩直線可四等分三角形的面積的充要條件為 

(−2𝑠𝑡 + 𝑠 + 𝑡)2

−4𝑠2𝑡2 + 2𝑠2 + 2𝑡2
=

1

4
 

其中 
𝐵𝐷̅̅ ̅̅

𝐵𝐴̅̅ ̅̅
= 𝑡、

𝐶𝐹̅̅ ̅̅

𝐶𝐴̅̅ ̅̅
= 𝑠，且 

1

2
< 𝑠 <

√2

2
、

1

2
< 𝑡 <

√2

2
。 

證明：  

1. 在 △ 𝐴𝐵𝐶 中，令 
𝐵𝐷̅̅ ̅̅

𝐵𝐴̅̅ ̅̅
= 𝑡，因為 △ 𝐵𝐷𝐸 =

1

2
△ 𝐴𝐵𝐶，所以依據共角定理得 

𝐵𝐸̅̅ ̅̅

𝐵𝐶̅̅ ̅̅
=

1

2𝑡
。

同理，令 
𝐶𝐹̅̅ ̅̅

𝐶𝐴̅̅ ̅̅
= 𝑠，則 

𝐶𝐺̅̅ ̅̅

𝐶𝐵̅̅ ̅̅
=

1

2𝑠
，為了求出 △ 𝑃𝐺𝐸 與 △ 𝐴𝐵𝐶 的面積比值，在 △ 𝐴𝐵𝐶 

中，令 𝐷𝐸 ⃡     交 𝐴𝐶̅̅ ̅̅  延長線於 𝐵′ 點，我們先利用孟氏定理求出 
𝐶𝐵′̅̅ ̅̅ ̅

𝐶𝐴̅̅ ̅̅
。 

 

圖 9：兩直線各自平分 △ 𝐴𝐵𝐶 面積。 

我們有 

𝐵𝐸̅̅ ̅̅

𝐸𝐶̅̅ ̅̅
×

𝐶𝐵′̅̅ ̅̅ ̅

𝐵′𝐴̅̅ ̅̅ ̅
×

𝐴𝐷̅̅ ̅̅

𝐷𝐵̅̅ ̅̅
= 1 

代入可得 

1
2𝑡

1 −
1
2𝑡

×
𝐶𝐵′̅̅ ̅̅ ̅

𝐵′𝐴̅̅ ̅̅ ̅
×

1 − 𝑡

𝑡
= 1 

化簡可得 
𝐶𝐵′̅̅ ̅̅ ̅

𝐵′𝐴̅̅ ̅̅ ̅ =
2𝑡2−𝑡

1−𝑡
，再得出 

𝐶𝐵′̅̅ ̅̅ ̅

𝐶𝐴̅̅ ̅̅
=

2𝑡2−𝑡

−2𝑡2+1
。 

2. 在 △ 𝐺𝐶𝐹 中，根據孟氏定理我們有 

B'
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F

G
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𝐺𝐸̅̅ ̅̅

𝐸𝐶̅̅ ̅̅
×

𝐶𝐵′̅̅ ̅̅ ̅

𝐵′𝐹̅̅ ̅̅ ̅
×

𝐹𝑃̅̅ ̅̅

𝑃𝐺̅̅ ̅̅
= 1 

代入可得 

1
2𝑡 +

1
2𝑠 − 1

1 −
1
2𝑡

×

2𝑡2 − 𝑡
−2𝑡2 + 1

𝑠 +
2𝑡2 − 𝑡

−2𝑡2 + 1

×
𝐹𝑃̅̅ ̅̅

𝑃𝐺̅̅ ̅̅
= 1 

化簡可得 
𝐹𝑃̅̅ ̅̅

𝑃𝐺̅̅ ̅̅
=

𝑠(2𝑠𝑡2−𝑠−2𝑡2+𝑡)

𝑡(2𝑠𝑡−𝑠−𝑡)
，再得出 

𝐺𝑃̅̅ ̅̅

𝐺𝐹̅̅ ̅̅
=

𝑡(2𝑠𝑡−𝑠−𝑡)

2𝑠2𝑡2−𝑠2−𝑡2。 

3. 再計算 △ 𝑃𝐺𝐸 與 △ 𝐴𝐵𝐶 的面積比值。注意到，△ 𝐶𝐺𝐹 =
1

2
×△ 𝐴𝐵𝐶，根據共角定理

有 

△ 𝑃𝐺𝐸

△ 𝐶𝐺𝐹
=

𝐺𝑃̅̅ ̅̅ × 𝐺𝐸̅̅ ̅̅

𝐺𝐹̅̅ ̅̅ × 𝐺𝐶̅̅ ̅̅
=

𝑡(2𝑠𝑡 − 𝑠 − 𝑡)

2𝑠2𝑡2 − 𝑠2 − 𝑡2
×

1
2𝑡 +

1
2𝑠 − 1

1
2𝑠

 

化簡得出 

△ 𝑃𝐺𝐸

△ 𝐶𝐺𝐹
=

(−2𝑠𝑡 + 𝑠 + 𝑡)2

−2𝑠2𝑡2 + 𝑠2 + 𝑡2
 

所以 

△ 𝑃𝐺𝐸

△ 𝐴𝐵𝐶
=

(−2𝑠𝑡 + 𝑠 + 𝑡)2

−4𝑠2𝑡2 + 2𝑠2 + 2𝑡2
 

4. 因為 △ 𝑃𝐺𝐸 面積等於四邊形 𝐴𝐷𝑃𝐹 面積，且四邊形 𝐵𝐷𝑃𝐺 面積等於四邊形 𝐶𝐸𝑃𝐹 

面積，所以 △ 𝑃𝐺𝐸 =
1

4
×△ 𝐴𝐵𝐶 時，𝐷𝐸 ⃡    、𝐹𝐺 ⃡     即四等分 △ 𝐴𝐵𝐶 面積，於是我們有兩

相異直線四等分三角形的面積的充要條件為 

(−2𝑠𝑡 + 𝑠 + 𝑡)2

−4𝑠2𝑡2 + 2𝑠2 + 2𝑡2
=

1

4
式 (1) 

 

 

 

CEPF的面積 = 4.71 厘米2

ADPF的面積 = 4.71 厘米2

BDPG的面積 = 4.71 厘米2

PGE的面積 = 4.71 厘米2
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圖10：四等分三角形的面積。 

5. 討論實數 𝑡、𝑠 的範圍，因為直線 𝐷𝐸 ⃡    、𝐹𝐺 ⃡     平分 △ 𝐴𝐵𝐶 面積，且四點都必須落在三

角形邊上，所以我們可得 𝑡 >
1

2
、𝑠 >

1

2
。再利用 Wolfram Alpha 網站化簡式 (1) 可得 

𝑡 =
4𝑠2 − 2𝑠 − 𝑠√6𝑠2 − 8𝑠 + 3

10𝑠2 − 8𝑠 + 1
  或  𝑠 =

4𝑡2 − 2𝑡 − 𝑡√6𝑡2 − 8𝑡 + 3

10𝑡2 − 8𝑡 + 1
 

注意到，6𝑠2 − 8𝑠 + 3  恆大於 0 （ 6𝑡2 − 8𝑡 + 3 恆大於 0） 

情形一：若 10𝑠2 − 8𝑠 + 1 = 0 時， 

我們有 𝑠 =
4+√6

10
≒ 0.645，帶回式 (1) 可得 𝑡 =

2+√6

8
≒ 0.556。 

情形二：若 10𝑠2 − 8𝑠 + 1 ≠ 0 時， 

將 𝑠 =
1

2
 代回式 (1) 可得 𝑡 =

√2

2
≒ 0.707 

綜合兩種情形，故我們可得出 
1

2
< 𝑠 <

√2

2
 且  

1

2
< 𝑡 <

√2

2
。 

▓ 

以上我們發現的定理 5 只考慮了比例，而不是實際長度，因此適用於任意 △ 𝐴𝐵𝐶 的

面積四等分，且其中的一小塊 △ 𝑃𝐸𝐺 可位於 △ 𝐴𝐵𝐶 的任何一個邊上。 

性質 6 下圖 11 中的兩直線無法四等分三角形的面積。 

證明： 

1. 如下圖，直線 𝐷𝐸 ⃡     與 𝐹𝐺 ⃡     交於一點 𝑃，令四邊形 𝐴𝐷𝑃𝐹 面積為 𝑥，△ 𝐸𝑃𝐹 面積為 

𝑦，△ 𝐷𝑃𝐺 面積為 𝑧，五邊形 𝐵𝐶𝐸𝑃𝐺 面積為 𝑤。因為要四等分 △ ABC 面積，可得 

𝑥 + 𝑦 = 𝑧 + 𝑤，所以令 
𝐴𝐷̅̅ ̅̅

𝐴𝐵̅̅ ̅̅
= 𝑡，依據共角定理得 

𝐴𝐸̅̅ ̅̅

𝐴𝐶̅̅ ̅̅
=

1

2𝑡
，其中 

1

2
< 𝑡 < 1。同理，令 

𝐴𝐹̅̅ ̅̅

𝐴𝐶̅̅ ̅̅
= 𝑠，依據共角定理得 

𝐴𝐺̅̅ ̅̅

𝐴𝐵̅̅ ̅̅
=

1

2𝑠
，其中 

1

2
< 𝑠 < 1。 

CEPF的面積 = 4.71 厘米2

ADPF的面積 = 4.71 厘米2

BDPG的面積 = 4.71 厘米2

PGE的面積 = 4.71 厘米2
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2. 連接 𝐷𝐹̅̅ ̅̅ ，注意到，
𝐴𝐹̅̅ ̅̅

𝐴𝐶̅̅ ̅̅
= 𝑠 >

1

2
，所以 △ 𝐴𝐷𝐹 >△ 𝐷𝐹𝐸，考慮 

△ 𝐴𝐷𝐹 +△ 𝐷𝐹𝑃 >△ 𝐷𝐹𝐸 −△ 𝐷𝐹𝑃 

即四邊形 𝐴𝐷𝑃𝐹 面積 > △ 𝐸𝑃𝐹 面積，這與假設矛盾，因此下圖中的兩直線無法四等

分三角形的面積。 

 

圖 11：無法四等分三角形的面積。 

▓ 

我們將兩相異直線是否能四等分三角形的面積的圖樣整理如下表。 

表 1：可以與不可四等分三角形的面積的圖樣 

✗ ✗ ✓ 

 

無法四等分 △ 𝐴𝐵𝐶 面積 

 

無法四等分 △ 𝐴𝐵𝐶 面積 

 

可以四等分 △ 𝐴𝐵𝐶 面積 

這是唯一作圖 

✓ ✗  

 

可以四等分 △ 𝐴𝐵𝐶 面積 

非唯一作圖 

 

無法四等分 △ 𝐴𝐵𝐶 面積 
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五、 四等分三角形的面積圖樣的性質 

我們發現四等分三角形的面積中最有趣的是下圖形式，我們接下來深入探究其性質。 

 

圖 12：四等分三角形的面積的圖樣。 

根據性質 5，可知兩直線四等分三角形的面積的充要條件為 
(−2𝑠𝑡+𝑠+𝑡)2

−4𝑠2𝑡2+2𝑠2+2𝑡2 =
1

4
，其中 

𝐵𝐷̅̅ ̅̅

𝐵𝐴̅̅ ̅̅
= 𝑡、

𝐶𝐹̅̅ ̅̅

𝐶𝐴̅̅ ̅̅
= 𝑠。我們好奇 𝑡 = 𝑠，即 𝐷𝐹̅̅ ̅̅ ∥ 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  時，其圖樣是否有解呢？有多少解呢？ 

性質 7 當 
𝐵𝐷̅̅ ̅̅

𝐵𝐴̅̅ ̅̅
=

𝐶𝐹̅̅ ̅̅

𝐶𝐴̅̅ ̅̅
 時，四等分三角形的面積的圖樣僅有唯一解。 

證明： 將 𝑠 = 𝑡 代入  
(−2𝑠𝑡+𝑠+𝑡)2

−4𝑠2𝑡2+2𝑠2+2𝑡2 =
1

4
，可得 

(−𝑠2+𝑠)
2

−𝑠4+𝑠2 =
1

4
，化簡再得 5𝑠4 − 8𝑠3 +

3𝑠2 = 0，又 𝑠2 ≠ 0，再得 5𝑠2 − 8𝑠 + 3 = 0，所以 𝑠 =
3

5
 或 1 (不合)。因此我們得知四

等分三角形的面積的圖樣僅有唯一解。 

 

圖13：𝑡 = 𝑠 時，四等分三角形的面積。 

▓ 

發現 8 兩直線四等分三角形的面積時，其交點 𝑃 的軌跡不是線段。 

證明： 利用幾何畫板 The Geometer's Sketchpad，設定 𝑡 值從 
1

2
 連續到 

√2

2
 時，繪出交點 

𝑃 的軌跡，下圖可發現 𝑃 的軌跡不是線段。 

P

EG
CB

A

D F

PGE的面積 = 4.71 厘米2

BDPG的面積 = 4.71 厘米2

ADPF的面積 = 4.71 厘米2

CEPF的面積 = 4.71 厘米2

P

G E

FD

CB

A
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圖14：交點 𝑃 的軌跡。 

▓ 

陸、 向任意凸四邊形與凹四邊形推廣 

一、 從三角形推廣到任意凸四邊形 

前面一節我們完整給出了兩相異直線均分三角形的面積的所有解。接下來我們要挑戰

凸四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷，由於四等分平行四邊形的面積非常容易，兩條對角線即所求，也可以過

兩條對角線交點 𝑃 分別做平行兩鄰邊的直線即為所求，如下圖。 

 

圖15：四等分平行四邊形的面積。 

我們要討論的是難度較高的非平行四邊形的凸四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷，我們假設兩相異直線相

交於凸四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 內部，兩直線將凸四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 分割為 1 個五邊形、2 個四邊形、1

個三角形的圖樣，且四個區域的面積相同，如下圖。 

 

圖16：四等分凸四邊形的面積。 
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PGDAE的面積 = 5.11 厘米2

PEBH的面積 = 5.11 厘米2

PFCG的面積 = 5.11 厘米2

PHF的面積 = 5.11 厘米2
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討論與分析 

我們的想法是要利用三角形的結果來做推廣，這也是本研究的創意之處！ 

考慮將邊 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  與 𝐶𝐷̅̅ ̅̅  延長交於 𝑌 點，如下圖。 

不失一般性，令五邊形 𝑃𝐺𝐷𝐴𝐸 的面積=四邊形 𝑃𝐸𝐵𝐻 的面積=四邊形 𝑃𝐹𝐶𝐺 的面

積=△ 𝑃𝐻𝐹 的面積= 1，△ 𝑌𝐴𝐷 的面積= 𝜆，其中 𝜆 為大於 0 的實數。 

 

圖 17：將凸四邊形補成三角形。 

 

 我們的方法是，在 △ 𝑌𝐵𝐶 中， 

步驟一：𝐸𝐹 ⃡     分割 △ 𝑌𝐵𝐶，使得 △ 𝐵𝐸𝐹：△ 𝑌𝐵𝐶 = 2：(𝜆 + 4)； 

步驟二：𝐺𝐻 ⃡     分割 △ 𝑌𝐵𝐶，使得 △ 𝐶𝐺𝐻：△ 𝑌𝐵𝐶 = 2：(𝜆 + 4)； 

步驟三：令 𝐸𝐹 ⃡     與 𝐺𝐻 ⃡     交於 𝑃 點，且 𝑃 在凸四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 內部。 

步驟四：最後再找出 △ 𝑃𝐻𝐹：△ 𝑌𝐵𝐶 = 1：(𝜆 + 4) 的充要條件即可。 

注意到，給定任意凸四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 之後，則 △ 𝑌𝐴𝐷 的面積= 𝜆 是已知常數。所以關

鍵之處是給出 △ 𝑃𝐻𝐹：△ 𝑌𝐵𝐶 = 1：(𝜆 + 4) 的充要條件，以下是我們的證明。 

  

如圖 18，給定非平行四邊形的凸四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷，其中將 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  與 𝐶𝐷̅̅ ̅̅  延長交於 𝑌 點。 

定理 9 下圖 18 中的兩相異直線可四等分凸四邊形的面積的充要條件為 

(−(𝜆 + 4)𝑠𝑡 + 2𝑠 + 2𝑡)2

−(𝜆 + 4)𝑠2𝑡2 + 2𝑠2 + 2𝑡2
= 1 

其中 
𝐵𝐸̅̅ ̅̅

𝐵𝑌̅̅ ̅̅
= 𝑡、

𝐶𝐺̅̅ ̅̅

𝐶𝑌̅̅ ̅̅
= 𝑠、𝜆 =

4×△𝑌𝐴𝐷

凸四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷
。 

λ

1

1 1
1
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證明： 

1. 在 △ 𝑌𝐵𝐶 中，令 
𝐵𝐸̅̅ ̅̅

𝐵𝑌̅̅ ̅̅
= 𝑡，因為 △ 𝐵𝐸𝐹 =

2

𝜆+4
△ 𝑌𝐵𝐶，所以依據共角定理得 

𝐵𝐸̅̅ ̅̅

𝐵𝑌̅̅ ̅̅
=

1
𝜆+4

2
×𝑡
。同理，令 

𝐶𝐺̅̅ ̅̅

𝐶𝑌̅̅ ̅̅
= 𝑠，則 

𝐶𝐻̅̅ ̅̅

𝐶𝐵̅̅ ̅̅
=

1
𝜆+4

2
×𝑠
，為了求出 △ 𝑃𝐻𝐹 與 △ 𝑌𝐵𝐶 的面積比值，在 

△ 𝑌𝐵𝐶 中，令 𝐸𝐹 ⃡     交 𝐶𝐷̅̅ ̅̅  延長線於 𝐵′ 點，我們先利用孟氏定理求出 
𝐶𝐵′̅̅ ̅̅ ̅

𝐶𝑌̅̅ ̅̅
。 

 

圖 18：兩相異直線分割 △ 𝑌𝐵𝐶。 

我們有 

𝐵𝐹̅̅ ̅̅

𝐹𝐶̅̅ ̅̅
×

𝐶𝐵′̅̅ ̅̅ ̅

𝐵′𝑌̅̅ ̅̅ ̅
×

𝑌𝐸̅̅ ̅̅

𝐸𝐵̅̅ ̅̅
= 1 

化簡可得 
𝐶𝐵′̅̅ ̅̅ ̅

𝐵′𝑌̅̅ ̅̅ ̅ =
𝜆+4

2
×𝑡2−𝑡

1−𝑡
，再得出 

𝐶𝐵′̅̅ ̅̅ ̅

𝐶𝑌̅̅ ̅̅
=

𝜆+4

2
×𝑡2−𝑡

−
𝜆+4

2
×𝑡2+1

=
 𝑡(𝜆𝑡+4𝑡−2)

−𝜆𝑡2−4𝑡2+2
 

2. 在 △ 𝐺𝐶𝐻 中，根據孟氏定理我們有 

𝐻𝐹̅̅ ̅̅

𝐹𝐶̅̅ ̅̅
×

𝐶𝐵′̅̅ ̅̅ ̅

𝐵′𝐺̅̅ ̅̅ ̅
×

𝐺𝑃̅̅ ̅̅

𝑃𝐻̅̅ ̅̅
= 1 

化簡可得 
𝐺𝑃̅̅ ̅̅

𝑃𝐻̅̅ ̅̅
=

𝑠(−(𝜆+4)𝑠𝑡2+2𝑠+𝜆𝑡2+4𝑡2−2𝑡)

𝑡(−(𝜆+4)𝑠𝑡+2𝑠+2𝑡)
，再得出 

𝐻𝑃̅̅ ̅̅

𝐻𝐺̅̅ ̅̅
=

𝑡(−(𝜆+4)𝑠𝑡+2𝑠+2𝑡)

−(𝜆+4)𝑠2𝑡2+2𝑠2+2𝑡2 

3. 再計算 △ 𝑃𝐻𝐹 與 △ 𝑌𝐵𝐶 的面積比值。注意到，△ 𝐶𝐺𝐻 =
2

𝜆+4
×△ 𝑌𝐵𝐶，根據共角定

理有 

△ 𝑃𝐻𝐹

△ 𝐶𝐺𝐻
=

𝐻𝑃̅̅ ̅̅ × 𝐻𝐹̅̅ ̅̅

𝐻𝐺̅̅ ̅̅ × 𝐻𝐶̅̅ ̅̅
=

𝑡(−(𝜆 + 4)𝑠𝑡 + 2𝑠 + 2𝑡)

−(𝜆 + 4)𝑠2𝑡2 + 2𝑠2 + 2𝑡2
×

1
𝜆 + 4

2 × 𝑡
+

1
𝜆 + 4

2 × 𝑠
− 1

1
𝜆 + 4

2 × 𝑠
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化簡得出 

△ 𝑃𝐻𝐹

△ 𝐶𝐺𝐻
=

(−(𝜆 + 4)𝑠𝑡 + 2𝑠 + 2𝑡)2

2(−(𝜆 + 4)𝑠2𝑡2 + 2𝑠2 + 2𝑡2)
 

所以 

△ 𝑃𝐻𝐹

△ 𝑌𝐵𝐶
=

△ 𝑃𝐻𝐹

△ 𝐶𝐺𝐻
×

2

𝜆 + 4
=

(−(𝜆 + 4)𝑠𝑡 + 2𝑠 + 2𝑡)2

−(𝜆 + 4)2𝑠2𝑡2 + 2(𝜆 + 4)𝑠2 + 2(𝜆 + 4)𝑡2
式 (2) 

 

4. 因為五邊形 𝑃𝐺𝐷𝐴𝐸 的面積=四邊形 𝑃𝐸𝐵𝐻 的面積=四邊形 𝑃𝐹𝐶𝐺 的面積=△ 𝑃𝐻𝐹 

的面積= 1，△ 𝑌𝐴𝐷 的面積= 𝜆，所以 △ 𝑃𝐻𝐹 =
1

𝜆+4
×△ 𝑌𝐵𝐶 時，𝐸𝐹 ⃡    、𝐺𝐻 ⃡     即四等分

凸四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 面積，於是我們有兩相異直線四等分凸四邊形的面積的充要條件為 

(−(𝜆 + 4)𝑠𝑡 + 2𝑠 + 2𝑡)2

−(𝜆 + 4)2𝑠2𝑡2 + 2(𝜆 + 4)𝑠2 + 2(𝜆 + 4)𝑡2
=

1

𝜆 + 4
 

化簡 

(−(𝜆 + 4)𝑠𝑡 + 2𝑠 + 2𝑡)2

−(𝜆 + 4)𝑠2𝑡2 + 2𝑠2 + 2𝑡2
= 1 式  (3) 

 

化簡再得 

(𝜆2 + 9𝜆 + 20)𝑠2𝑡2 + (−4𝜆 − 16) 𝑠2𝑡 + (−4𝜆 − 16) 𝑠𝑡2 + 8𝑠𝑡 + 2 𝑠2 + 2 𝑡2 = 0 式 (4) 

 

我們利用 Wolfram Alpha 網站化簡式 (4) 可得 

𝑡 =
2(𝜆 + 4)𝑠2 − 4𝑠 − 𝑠√2((𝜆2 + 7𝜆 + 12)𝑠2 − 4(𝜆 + 4)𝑠 + 6)

(𝜆2 + 9𝜆 + 20)𝑠2 − 4(𝜆 + 4)𝑠 + 2
 

或 

𝑠 =
2(𝜆 + 4)𝑡2 − 4𝑡 − 𝑡√2((𝜆2 + 7𝜆 + 12)𝑡2 − 4(𝜆 + 4)𝑡 + 6)

(𝜆2 + 9𝜆 + 20)𝑡2 − 4(𝜆 + 4)𝑡 + 2
 

注意到，因為 𝑡 與 𝑠 為實數，所以 (𝜆2 + 7𝜆 + 12)𝑠2 − 4(𝜆 + 4)𝑠 + 6 恆大於 0。 

▓ 

利用定理 9，我們模擬幾個不同的凸四邊形的四等分情形，如下圖。我們發現這四

個圖形皆可成功，因此我們開始著手證明「對於所有非平行四邊形的凸四邊形 



 

21 

 

𝐴𝐵𝐶𝐷，存在兩相異直線將凸四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 分割為 1 個五邊形、2 個四邊形、1 個三

角形的圖樣，且四個區域的面積相同」。 

  

圖 19：不同的凸四邊形進行面積四等分。 

二、 四等分四邊形的面積的方法適用於所有凸四邊形 

前述均分任意凸四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 面積的原理方法如下：我們先在 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  取一點 𝐸，作出 

𝐸𝐹 ⃡     使得 △ 𝐵𝐸𝐹 面積為凸四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 面積的一半，且 𝐹 點必須落在 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  上，即 0 <

2

(𝜆+4)𝑡
≤ 1，此時因為點 𝐸 給定，所以 𝐺 點亦被決定，但是 𝐺 點必須要在 𝐶𝐷̅̅ ̅̅  上，同樣

地，𝐺𝐻 ⃡     使得 △ 𝐶𝐺𝐻 面積為凸四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 面積的一半，且 𝐻 點必須落在 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  上，

即 0 <
2

(𝜆+4)𝑠
≤ 1。最後才是考慮滿足 △ 𝑃𝐻𝐹 為凸四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 面積的四分之一。 

因此，對於任意凸四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 來說，我們必須確定至少存在一個點 𝐸，使得 𝐹 點

和 𝐻 點必須落在 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  上，同時 𝐺 點必須要在 𝐶𝐷̅̅ ̅̅  上。以下是我們將給出相關證明，這

是本研究的亮點與重要貢獻。我們先需要引入常見對於凸四邊形的面積平分線的作法。 

 

性質 10 給定任意凸四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷，分別通過對角頂點的面積平分線 𝐴𝐾̅̅ ̅̅  與 𝐶𝐽̅̅ ̅ 的作法為

取對角線 𝐵𝐷̅̅ ̅̅  的中點 𝑀，再過點 𝑀 作 𝐴𝐶̅̅ ̅̅  的平行線，交凸四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 的邊於 𝐽 點

和 𝐾 點，則 𝐴𝐾̅̅ ̅̅  與 𝐶𝐽̅̅ ̅ 即為所求。 

證明： 

PGDAE的面積 = 5.00 厘米2

PEBH的面積 = 5.00 厘米2

PFCG的面積 = 5.00 厘米2

PHF的面積 = 5.00 厘米2
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PGDAE的面積 = 5.49 厘米2

PEBH的面積 = 5.49 厘米2

PFCG的面積 = 5.49 厘米2

PHF的面積 = 5.49 厘米2
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因為 𝑀 為中點，所以 △ 𝐴𝐵𝑀 =△ 𝐴𝐷𝑀 且 △ 𝐶𝐵𝑀 =△ 𝐶𝐷𝑀，得 △ 𝐴𝐵𝑀 +△ 𝐶𝐵𝑀 的

面積等於凸四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 面積的一半。又因為 𝐽𝐾̅̅ ̅ ∥ 𝐴𝐶̅̅ ̅̅ ，△ 𝐴𝑀𝐾 =△ 𝐶𝑀𝐾（同底等高），

因此 △ 𝐴𝐵𝐾 =△ 𝐴𝐵𝑀 +△ 𝐶𝐵𝑀，所以 𝐴𝐾̅̅ ̅̅  是任意凸四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 的面積平分線。同

理，𝐶𝐽̅̅ ̅ 也是凸四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 的面積平分線。 

 

圖 20：面積平分線。 

▓ 

如下圖，若在 𝐴𝐽̅̅ ̅ 上任取一點 𝐸，連接 𝐸𝐾̅̅ ̅̅ ，再過 𝐴 點作 𝐸𝐾̅̅ ̅̅  的平行線交 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  於 𝐹 

點，因為 △ 𝐹𝐸𝐾 =△ 𝐴𝐸𝐾（同底等高），所以 △ 𝐴𝐵𝐾 =△ 𝐸𝐵𝐹，即 𝐸𝐹̅̅ ̅̅  也是凸四邊形 

𝐴𝐵𝐶𝐷 的面積平分線，同理也可得出另外一邊的面積平分線 𝐺𝐻̅̅ ̅̅ 。 

 

圖 21：面積平分線的作法。 

我們可以發現對角線中點 𝑀 和 𝑁 是刻劃面積平分線的關鍵，因為凸四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 

不是平行四邊形，所以 𝑀、𝑁 點和對角線交點 𝑄 三點皆不重合，我們可以得到定理 11。 

定理 11 對於任意非平行四邊形的凸四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷，存在面積平分線段 𝐸𝐹̅̅ ̅̅  與 𝐺𝐻̅̅ ̅̅  的各自

的一個端點恰好落在凸四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 的兩對邊上，另外的兩個端點同時落在凸四邊形 

𝐴𝐵𝐶𝐷 的另外一邊上。 

證明： 
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如下圖，根據性質 10，我們可以刻畫出對於任意非平行四邊形的凸四邊形，存在凸四邊形 

𝐴𝐵𝐶𝐷 的面積平分線 𝐸𝐹̅̅ ̅̅  的端點 𝐸 必定在 𝐴𝐽̅̅ ̅ 上、端點 𝐹 必定在 𝐶𝐾̅̅ ̅̅  上；𝐺𝐻̅̅ ̅̅  的端點 

𝐺 必定在 𝐷𝑈̅̅ ̅̅  上、端點 𝐻 必定在 𝐵𝑉̅̅ ̅̅  上。 

 

圖 22：凸四邊形的面積平分線的範圍。 

▓ 

根據定理 11，不失一般性，本研究接下來假定討論的任意非平行四邊形的凸四邊形 

𝐴𝐵𝐶𝐷 的面積平分線 𝐸𝐹̅̅ ̅̅  的端點 𝐸 在 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  上、端點 𝐹 在 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  上；𝐺𝐻̅̅ ̅̅  的端點 𝐺 在 

𝐶𝐷̅̅ ̅̅  上、端點 𝐻 在 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  上。 

定理 12 對於任意非平行四邊形的凸四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷，存在兩條相異直線將凸四邊形的面積

四等分，分割為 1 個五邊形、2 個四邊形、1 個三角形。 

證明： 

1. 根據定理 11，先考慮凸四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 的面積平分線 𝐵𝑈̅̅ ̅̅ 、𝐶𝐽̅̅ ̅ 與 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  所圍出的 △ 𝑃𝐵𝐶 

與凸四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 的面積比值，如圖 23，因為 
𝐵𝐶̅̅ ̅̅

𝐵𝐶̅̅ ̅̅
= 1，根據共角定理可得出 

𝐵𝐽̅̅̅̅

𝐵𝑌̅̅ ̅̅
=

𝑡 =
2

𝜆+4
，同理 

𝐶𝑈̅̅ ̅̅

𝐶𝑌̅̅ ̅̅
= 𝑠 =

2

𝜆+4
，即 𝐽𝑈̅̅ ̅ ∥ 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  且 𝐽𝑈̅̅ ̅ =

𝜆+2

𝜆+4
× 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 。再得出 𝑃𝑈̅̅ ̅̅ =

𝜆+2

𝜆+4
× 𝑃𝐵̅̅ ̅̅ 。

又因為 △ 𝐵𝐶𝐽 面積等於凸四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 的一半，又 𝑃𝐵̅̅ ̅̅ > 𝑃𝑈̅̅ ̅̅ ，所以 △ 𝑃𝐵𝐶 >△

𝑃𝐽𝐵，因此我們有 

△ 𝑃𝐵𝐶

凸四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷
>

1

4
 

2. 再考慮凸四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 的面積平分線 𝐴𝐾̅̅ ̅̅ 、𝐷𝑉̅̅ ̅̅  與 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  所圍出的 △ 𝑃𝑉𝐾 與凸四邊形 

𝐴𝐵𝐶𝐷 的面積比值。如圖 24，△ 𝑃𝐷𝐴 =△ 𝑃𝑉𝐾，且 ∠𝐴𝑃𝐷 = ∠𝐾𝑃𝑉，根據共角定理可

得 𝑃𝐴̅̅ ̅̅ × 𝑃𝐷̅̅ ̅̅ = 𝑃𝐾̅̅ ̅̅ × 𝑃𝑉̅̅ ̅̅ ，不失一般性，令 𝑃𝐴̅̅ ̅̅ ≥ 𝑃𝐾̅̅ ̅̅ ，則 𝑃𝐷̅̅ ̅̅ ≤ 𝑃𝑉̅̅ ̅̅ 。在 △ 𝐴𝑉𝐾 中，
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𝑃𝐴̅̅ ̅̅ ≥ 𝑃𝐾̅̅ ̅̅ ，可得 △ 𝐴𝑉𝑃 ≥△ 𝑃𝑉𝐾，△ 𝐴𝑉𝑃 +△ 𝐴𝐵𝑉 >△ 𝑃𝑉𝐾，即四邊形 𝐴𝐵𝑉𝑃 面積大

於 △ 𝑃𝑉𝐾，因此我們有 

△ 𝑃𝑉𝐾

凸四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷
<

1

4
 

  

圖 23：凸四邊形的面積平分線（1）。 圖 24：凸四邊形的面積平分線（2）。 

3. 根據定理 9 可得 
△𝑃𝐻𝐹

凸四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷
 其面積比值函數為  

𝑓(𝑠, 𝑡) =
(−(𝜆 + 4)𝑠𝑡 + 2𝑠 + 2𝑡)2

−4(𝜆 + 4)𝑠2𝑡2 + 8𝑠2 + 8𝑡2
式 (5) 

其中，𝑠 ≠ 0、𝑡 ≠ 0。 

因為式 (5) 中，面積的變化是連續的，又我們知道當 𝐸𝐹̅̅ ̅̅  與 𝐶𝐽̅̅ ̅ 重合且可動的線段 

𝐺𝐻̅̅ ̅̅  與 𝐵𝑈̅̅ ̅̅  重合時，
△𝑃𝐵𝐶

凸四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷
>

1

4
；當 𝐸𝐹̅̅ ̅̅  與 𝐴𝐾̅̅ ̅̅  重合且 𝐺𝐻̅̅ ̅̅  與 𝐷𝑉̅̅ ̅̅  重合時，

△𝑃𝑉𝐾

凸四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷
<

1

4
，所以必然存在 𝐸𝐹̅̅ ̅̅ 、𝐺𝐻̅̅ ̅̅  與 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  所圍出的 △ 𝑃𝐻𝐹 與凸四邊形 A𝐵𝐶𝐷 

的面積比值為 
1

4
。 

 

圖 25：四等分凹四邊形的面積。 
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三、 推廣到任意凹四邊形 

我們繼續討論任意凹四邊形的情形，不失一般性，我們令凹四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 的內角 

∠𝐷𝐴𝐵 > 180° 且 𝐴𝐷̅̅ ̅̅ ≤  𝐴𝐵̅̅ ̅̅ 。透過性質 10，如下圖，我們一樣可以利用相同的對角線 𝐵𝐷̅̅ ̅̅  

與 𝐴𝐶̅̅ ̅̅  的中點分別刻劃出凹四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 面積平分線 𝐸𝐹̅̅ ̅̅  的端點範圍為 𝐴𝐽̅̅ ̅ 與 𝐶𝐾̅̅ ̅̅ ，另

外一條面積平分線 𝐺𝐻̅̅ ̅̅  的端點範圍為 𝐷𝑈̅̅ ̅̅  與 𝐵𝑉̅̅ ̅̅ 。 

  

圖 26：凹四邊形的面積平分線的範圍(1)。 圖 27：凹四邊形的面積平分線的範圍(2)。 

考慮將凹四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 的邊 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  延長並交 𝐶𝐷̅̅ ̅̅  於 𝑌 點，如下圖。 

不失一般性，令五邊形 𝑃𝐺𝐷𝐴𝐸 的面積=四邊形 𝑃𝐸𝐵𝐻 的面積=四邊形 𝑃𝐹𝐶𝐺 的面

積=△ 𝑃𝐻𝐹 的面積= 1，△ 𝑌𝐴𝐷 的面積= 𝜇，其中 𝜇 為大於 0 的實數。 

 

圖 28：將凹四邊形分割成三角形。 

我們的方法是，在 △ 𝑌𝐵𝐶 中， 

步驟一：𝐸𝐹 ⃡     分割 △ 𝑌𝐵𝐶，使得 △ 𝐵𝐸𝐹：△ 𝑌𝐵𝐶 = 2：(4 − 𝜇)； 

步驟二：𝐺𝐻 ⃡     分割 △ 𝑌𝐵𝐶，使得 △ 𝐶𝐺𝐻：△ 𝑌𝐵𝐶 = 2：(4 − 𝜇)； 

步驟三：令 𝐸𝐹 ⃡     與 𝐺𝐻 ⃡     交於 𝑃 點，且 𝑃 在凹四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 內部。 

步驟四：最後再找出 △ 𝑃𝐻𝐹：△ 𝑌𝐵𝐶 = 1：(4 − 𝜇) 的充要條件即可。 
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 接著我們找出兩相異直線四等分凹四邊形的面積的充要條件。 

定理 13 兩相異直線可四等分凹四邊形的面積的充要條件為  

((𝜇 − 4)𝑠𝑡 + 2𝑠 + 2𝑡)
2

(𝜇 − 4)𝑠2𝑡2 + 2𝑠2 + 2𝑡2
= 1 

其中 
𝐵𝐸̅̅ ̅̅

𝐵𝑌̅̅ ̅̅
= 𝑡、

𝐶𝐺̅̅ ̅̅

𝐶𝑌̅̅ ̅̅
= 𝑠、𝜇 =

4×△𝑌𝐴𝐷

凹四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷
。 

證明： 

討論的方法與定理 9 相仿，不過差別在於面積的比例常數的不同，即 △ 𝐵𝐸𝐹 =△ 𝐶𝐺𝐻 =

2

4−𝜇
×△ 𝑌𝐵𝐶，因此省略其過程，過程記錄在研究日誌中。 

 

圖 29：兩相異直線分割 △ 𝑌𝐵𝐶。 

利用孟氏定理與共角定理，我們最後可以得出 𝐸𝐹 ⃡    、𝐺𝐻 ⃡     四等分凹四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 面積的充

要條件為 

△ 𝑃𝐻𝐹

凹四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷
=

(−(4 − 𝜇)𝑠𝑡 + 2𝑠 + 2𝑡)2

−(4 − 𝜇)2𝑠2𝑡2 + 2(4 − 𝜇)𝑠2 + 2(4 − 𝜇)𝑡2
=

1

4 − 𝜇
 

化簡可得 

((𝜇 − 4)𝑠𝑡 + 2𝑠 + 2𝑡)
2

(𝜇 − 4)𝑠2𝑡2 + 2𝑠2 + 2𝑡2
= 1 式 (6) 

我們利用網站 WolframAlpha 化簡式 (6) 可得 

𝑡 =
2(4−𝜇)𝑠2−4𝑠−𝑠√2((𝜇2−7𝜇+12)𝑠2−4(4−𝜇)𝑠+6)

(𝜇2−9𝜇+20)𝑠2−4(4−𝜇)𝑠+2
 或 𝑠 =

2(4−𝜇)𝑡2−4𝑡−𝑡√2((𝜇2−7𝜇+12)𝑡2−4(4−𝜇)𝑡+6)

(𝜇2−9𝜇+20)𝑡2−4(4−𝜇)𝑡+2
 

故我們得出兩相異直線可四等分凹四邊形的面積的充要條件關係式。 
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我們最後證明所有任意凹四邊形必存在四等分面積的分割方法。 

定理 14 對於任意凹四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷，存在兩條相異直線將凹四邊形的面積四等分，分割為 1

個五邊形、2 個四邊形、1 個三角形。 

證明： 

1. 如圖 30，因為 
𝐵𝐶̅̅ ̅̅

𝐵𝐶̅̅ ̅̅
= 1，根據共角定理可得出 

𝐵𝐽̅̅̅̅

𝐵𝑌̅̅ ̅̅
= 𝑡 =

2

4−𝜇
，同理 

𝐶𝑈̅̅ ̅̅

𝐶𝑌̅̅ ̅̅
= 𝑠 =

2

4−𝜇
，即 

𝐽𝑈̅̅ ̅ ∥ 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  且 𝐽𝑈̅̅ ̅ =
2−𝜇

4−𝜇
× 𝐵𝐶̅̅ ̅̅ 。再得出 𝑃𝑈̅̅ ̅̅ =

2−𝜇

4−𝜇
× 𝑃𝐵̅̅ ̅̅ ，又因為 △ 𝐵𝐶𝐽 面積等於凹四邊

形 𝐴𝐵𝐶𝐷 的一半，又 𝑃𝐵̅̅ ̅̅ > 𝑃𝑈̅̅ ̅̅ ，所以 △ 𝑃𝐵𝐶 >△ 𝑃𝐽𝐵，因此我們有 

△ 𝑃𝐵𝐶

凹四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷
>

1

4
 

2. 如圖 31，△ 𝑃𝐷𝐴 =△ 𝑃𝑉𝐾，且 ∠𝐴𝑃𝐷 = ∠𝐾𝑃𝑉，根據共角定理可得 𝑃𝐴̅̅ ̅̅ × 𝑃𝐷̅̅ ̅̅ =

𝑃𝐾̅̅ ̅̅ × 𝑃𝑉̅̅ ̅̅ ，不失一般性，令 𝑃𝐴̅̅ ̅̅ ≤ 𝑃𝐾̅̅ ̅̅ ，則 𝑃𝐷̅̅ ̅̅ ≥ 𝑃𝑉̅̅ ̅̅ 。在 △ 𝐷𝑉𝐾 中，𝑃𝐷̅̅ ̅̅ ≥ 𝑃𝑉̅̅ ̅̅ ，可得 

△ 𝐷𝑃𝐾 ≤△ 𝑃𝑉𝐾，△ 𝐷𝑃𝐾 +△ 𝐷𝐾𝐶 >△ 𝑃𝑉𝐾，即四邊形 𝐶𝐷𝑃𝐾 面積大於 △ 𝑃𝑉𝐾，因

此我們有 

△ 𝑃𝑉𝐾

凹四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷
<

1

4
 

  

圖 30：凹四邊形的面積平分線（1）。 圖 31：凹四邊形的面積平分線（2）。 

3. 根據定理 13 可得 
△𝑃𝐻𝐹

凹四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷
 其面積比值函數為 

𝑔(𝑠, 𝑡) =
((𝜇 − 4)𝑠𝑡 + 2𝑠 + 2𝑡)

2

4(𝜇 − 4)𝑠2𝑡2 + 8𝑠2 + 8𝑡2
式 (7) 

其中，𝑠 ≠ 0、𝑡 ≠ 0。 

因為面積的變化是連續的，因此必然存在 𝐸𝐹̅̅ ̅̅ 、𝐺𝐻̅̅ ̅̅  與 𝐵𝐶̅̅ ̅̅  所圍出的 △ 𝑃𝐻𝐹 與凹四邊

形 A𝐵𝐶𝐷 的面積比值為 
1

4
。 
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▓ 

柒、 結論 

本研究推廣古老的數學問題「Quadrisection Problem：兩條垂直的直線將 △ 𝐴𝐵𝐶 的面

積四等分」。然而，我們沒有設定兩相異直線必須垂直。考慮兩相異直線至少將任意三角形

分割成三塊區域，至多分割成四塊區域，所以我們先探討兩直線三等分任意三角形的情

形，再研究兩直線四等分任意三角形的情形，完整給出分割的圖樣。此外，我們繼續推廣

到任意凸四邊形與凹四邊形，本研究證明了對於所有任意凸四邊形與凹四邊形必存在四等

分面積的分割方法，這也是本研究的亮點之處。本研究是新的內容，雖僅使用了初等幾何

工具──共角定理與孟氏定理，但是簡潔地找出豐富性質與好的刻畫，其研究結果如下。 

一、 兩相異直線三等分任意三角形的面積之劃分 

我們先討論兩條相異直線將任意三角形分割三塊區域的情形：當相異兩直線平行時，

我們得到了 3 種分割圖樣；而當兩直線有交點時，我們利用交點的位置（三角形外部、三

角形邊上、三角形頂點上）得出 7 種分割圖樣。 

我們接著利用共角定理和等分點證明以上 10 種圖樣皆可達成三等分任意三角形，並

且給出作圖步驟。 

二、 兩相異直線四等分任意三角形的面積之劃分 

我們先討論兩條相異直線將任意三角形分割四塊區域的共有 5 種情形，與三角形不同

的是，其中只有 2 種圖樣皆可達成四等分任意三角形。 

  

圖 32：四等分三角形的面積(1)。 圖 33：四等分三角形的面積(2)。 

如圖 32，此分割方法是唯一作圖，其中 𝐷 為 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  中點且 
𝐶𝐸̅̅ ̅̅

𝐶𝐴̅̅ ̅̅
=

𝐶𝐹̅̅ ̅̅

𝐶𝐵̅̅ ̅̅
=

√2

2
。 
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E
D

CB

A

P

EG
CB

A

D F
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如圖 33，𝐷𝐸̅̅ ̅̅ 、𝐹𝐺̅̅ ̅̅  是 △ 𝐴𝐵𝐶 的面積平分線，且滿足 △ 𝑃𝐺𝐸 =
1

4
×△ 𝐴𝐵𝐶 時，𝐷𝐸 ⃡     和 

𝐹𝐺 ⃡     及四等分三角形。我們給出兩相異直線四等分三角形的充要條件為： 

(−2𝑠𝑡 + 𝑠 + 𝑡)2

−4𝑠2𝑡2 + 2𝑠2 + 2𝑡2
=

1

4
 

其中 
𝐵𝐷̅̅ ̅̅

𝐵𝐴̅̅ ̅̅
= 𝑡、

𝐶𝐹̅̅ ̅̅

𝐶𝐴̅̅ ̅̅
= 𝑠，且 

1

2
< 𝑠 <

√2

2
、

1

2
< 𝑡 <

√2

2
。 

注意到，我們僅需要給定 𝐴𝐵̅̅ ̅̅  上的 𝐷 點，則可作出面積平分線 𝐷𝐸̅̅ ̅̅ ，又因為充要條

件我們可再得出 𝐴𝐶̅̅ ̅̅  上的 𝐹 點，同樣再作出面積平分線 𝐹𝐺̅̅ ̅̅ ，即為所求。 

三、 兩相異直線四等分任意凸四邊形與凹四邊形的面積之劃分 

前面我們完整給出兩相異直線均分任意三角形的面積的方法。接下來我們嘗試兩相異

直線四等分凸四邊形與凹四邊形的面積，這個問題是困難的！這也是本研究重要的貢獻。 

我們將任意凸四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 補成三角形 △ 𝑌𝐵𝐶。同樣地，將任意凹四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 切

割成三角形 △ 𝑌𝐵𝐶，再利用三角形共角定理與孟氏定理進行討論。 

關於四等分凸四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 的面積，不失一般性，如圖 34，可令凸四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 的

面積= 4、△ 𝑌𝐴𝐷 的面積= 𝜆，
𝐵𝐸̅̅ ̅̅

𝐵𝑌̅̅ ̅̅
= 𝑡、

𝐶𝐺̅̅ ̅̅

𝐶𝑌̅̅ ̅̅
= 𝑠，最後我們給出 𝐸𝐹̅̅ ̅̅ 、𝐺𝐻̅̅ ̅̅  四等分凸四邊形 

𝐴𝐵𝐶𝐷 的面積充要條件如下： 

(−(𝜆 + 4)𝑠𝑡 + 2𝑠 + 2𝑡)2

−(𝜆 + 4)𝑠2𝑡2 + 2𝑠2 + 2𝑡2
= 1 

 

  

圖 34：四等分凸四邊形的面積。 
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關於四等分凹四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 的面積，不失一般性，如圖 35，可令凹四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷 的

面積= 4、△ 𝑌𝐴𝐷 的面積= 𝜇，
𝐵𝐸̅̅ ̅̅

𝐵𝑌̅̅ ̅̅
= 𝑡、

𝐶𝐺̅̅ ̅̅

𝐶𝑌̅̅ ̅̅
= 𝑠，最後我們給出 𝐸𝐹̅̅ ̅̅ 、𝐺𝐻̅̅ ̅̅  四等分凹四邊形 

𝐴𝐵𝐶𝐷 的面積充要條件如下： 

((𝜇 − 4)𝑠𝑡 + 2𝑠 + 2𝑡)
2

(𝜇 − 4)𝑠2𝑡2 + 2𝑠2 + 2𝑡2
= 1 

  

圖 35：四等分凹四邊形的面積。 

 

值得一提的是，我們證明以上的分割方法適用於所有凸四邊形與凹四邊形！這也表示

所有的凸四邊形與凹四邊形必存在四等分面積的分割方法，這是本研究的亮點之處。 

至此，我們完整解決了兩相異直線均分任意三角形的面積（三等分與四等分），以及四

等分任意凸四邊形與凹四邊形的面積（四等分）的幾何問題。 
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【評語】030421  

由 Euler提出做兩條相互垂直的直線，把三角形的面積四等

分的問題（Quadrisection Problem）出發，考慮在去除掉兩直線

必須相互垂直的條件後，用兩直線把三角形的面積三等分、四等

分是否可行的問題。作者們針對這樣的一個問題，將兩相異直線

將任意三角形及四邊形分割成四塊區域的情形加以分類，分別給

出分割方法，並且給出四等分面積的充要條件，值得肯定。內容

可再針對放寬條件後，與原條件做比較，其特別及相異之處為

何。 
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兩相異直線均分
三角形與四邊形的面積

組別：國中組

科別：數學科

編號：030421



討論兩相異垂直的直線如何將非等
腰的△ 𝐴𝐵𝐶面積四等分，並且給
出結果：

Carl Eberhart進一步證明：
1. 最短邊 𝐴𝐵上，也會出現四等
分 triangular portion 。

2. 最長邊 𝐴𝐶上，不可能有四等分
triangular portion 。

90°

P

G

F

E

A

B C

D

圖1：四等分三角形

若 𝐴𝐵 < 𝐵𝐶 < 𝐴𝐶，
則必然存在四等分
△ 𝐴𝐵𝐶面積的作圖。

放寬條件，兩直線不須垂直
探討三角形

探討凸四邊形、凹四邊形

F

PD

CB

A

P

G

F

E
CB

A

D

圖2：等分三角形
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CB
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圖3：等分四邊形
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CB
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Quadrisection (Euler, 1779)

壹、研究動機

Quadrisection (Eberhart, 2018)

我們的研究對象
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預備知識

研究工具

貳、研究工具及預備知識

• 軟體：幾何畫板 The Geometer’s 

Sketchpad 5.0

• 共角定理
△ 𝐴𝐵𝐶與△𝐷𝐸𝐹中，若 ∠𝐴 = ∠𝐷，則
△ 𝐴𝐵𝐶:△ 𝐷𝐸𝐹 = 𝐴𝐵 × 𝐴𝐶 : 𝐷𝐸 × 𝐷𝐹

• 孟氏定理
若點 𝑃𝐴、𝑃𝐵、𝑃𝐶 三點共線，若且唯若

𝐴𝑃𝐶

𝑃𝐶𝐵
×
𝐵𝑃𝐴

𝑃𝐴𝐶
×
𝐶𝑃𝐵

𝑃𝐵𝐴
= 1

• 網站：Wolfram Alpha計算網站

CB

A(D)

E
F

圖4：共角定理

PACB

A

PC PB

圖5：孟氏定理
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參、研究結果

性質1.兩相異直線的 10種分割圖樣皆可滿足三等分三角形的面積。

①到⑥作圖與證明：

在 𝐴𝐵上取點 𝐷，設 𝐴𝐷: 𝐴𝐵 = 𝑡: 1；在 𝐴𝐶上取點 𝐸滿足 𝐴𝐸:𝐴𝐶 =
1

3𝑡
: 1

依據共角定理得△ 𝐴𝐷𝐸 =
1

3
△ 𝐴𝐵𝐶。同理可再三等分△ 𝐴𝐵𝐶的面積

一、兩相異直線三等分三角形面積的劃分

第 4頁

GE CB

A(D)(F)

圖6：兩相異直線將三角形切割的圖案
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✔ ✔ ✔ ✔ ✔
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⑧到⑨的作圖：
1. 在 𝐴𝐵上取點 𝐷，設 𝐴𝐷 ∶ 𝐴𝐵 = 𝑡: 1

2. 在 𝐴𝐶上取點 𝐸滿足 𝐴𝐸: 𝐴𝐶 =
1

3𝑡
: 1

3. 在 𝐴𝐵上取點 𝐹，滿足 𝐴𝐹 ∶ 𝐴𝐵 = 2𝑡: 1

4. 在 𝐴𝐶上取點 𝐺，滿足 𝐴𝐺: 𝐴𝐶 =
2

3𝑡
: 1

⑧到⑨的證明：由共角定理證明面積；由比例線段證明 𝐷𝐸 ∥ 𝐹𝐺。

GF

D E

CB

A

圖7：平行線三等分三角形(1)

⑩的作圖：

1. 在 𝐴𝐵上取點 𝐷，設 𝐴𝐷 ∶ 𝐴𝐵 = 𝑡: 1

2. 在 𝐴𝐶上取點 𝐸滿足 𝐴𝐸: 𝐴𝐶 =
1

3𝑡
: 1

3. 在 𝐴𝐵上取點 𝐹，滿足 𝐵𝐹 ∶ 𝐴𝐵 =
1

3
− 𝑡2: 1

4. 在 𝐵𝐶上取一點 𝐺，滿足 𝐵𝐺: 𝐵𝐶 =
1

3
1

3
−𝑡2

: 1

⑩的證明：由共角定理證明面積；
作 𝐶𝐻 ∥ 𝐷𝐸，再透過比例線段證明 𝐹𝐺 ∥ 𝐶𝐻。

H

G

F E

D

CB

A

圖8：平行線三等分三角形(2)
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P

E

F

G

A

B C

D

P

FD

A

B C

G E

圖9：兩相異直線將三角形切割的圖案

性質2.兩相異直線的分割圖樣④可滿足三等分三角形的面積。

④的作圖：
在 𝐴𝐵上取中點 𝐷

在 𝐴𝐶上取一點 𝐹，在 𝐵𝐶上取一點 𝐺，滿足 𝐶𝐹: 𝐶𝐴 = 𝐶𝐺: 𝐶𝐵 =
1

2
: 1

✔✔

① ② ③

④ ⑤

❌ ❌ ❌

二、兩相異直線四等分三角形面積的劃分
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利用孟氏定理與共角定理可得以下定理

定理3.兩相異直線的分割圖樣⑤可滿足三等分三角形的面積，
其充要條件為

−2𝑠𝑡 + 𝑠 + 𝑡 2

−4𝑠2𝑡2 + 2𝑠2 + 2𝑡2
=
1

4

其中
𝐵𝐷

𝐵𝐴
= 𝑡、

𝐶𝐹

𝐶𝐴
= 𝑠

B'

P

E

F

G

A

B C

D

圖10：兩相異直線四等分面積

性質4.當
𝐵𝐷

𝐵𝐴
=

𝐶𝐹

𝐶𝐴
=

3

5
時，𝐷𝐹 ∥ 𝐵𝐶。

切割成一個三角形、兩個凸四邊形
一個凸五邊形

• 如何進行作圖切割？

• 對所有凸四邊形都適用嗎？

P

H

G

F

D
A

CB

E
P

F

G

H

D

CB

A

E

圖11：四等分凸四邊形的面積

三、向凸四邊形推廣

第 7頁



主要想法

1
11

1

λ

P

H

G

F

Y

D
A

CB

E

圖12：補成三角形

證明

定理5.兩相異直線可四等分凸四邊形的面積的
充要條件為

− 𝜆 + 4 𝑠𝑡 + 2𝑠 + 2𝑡 2

− 𝜆 + 4 𝑠2𝑡2 + 2𝑠2 + 2𝑡2
= 1

其中
𝐵𝐸

𝐵𝑌
= 𝑡、

𝐶𝐺

𝐶𝑌
= 𝑠、𝜆 =

4×△𝑌𝐴𝐷

凸四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷

對所有凸四邊形都適用嗎？

構造四邊形的面積平分線
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J
M N
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A

D

FV
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A
DE

圖13：面積平分線
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定理6.對於任意非平行四邊形的凸四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷，必存在兩條直線將
凸四邊形的面積四等分，分割為一個三角形、兩個凸四邊形、
一個凸五邊形。

圖14：四等分面積切割法的存在性
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△ 𝑃𝐵𝐶

凸四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷
>
1

4
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CB

△ 𝑃𝑉𝐾

凸四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷
<
1

4
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△ 𝑃𝐻𝐹

凸四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷

=
− 𝜆 + 4 𝑠𝑡 + 2𝑠 + 2𝑡 2

−4 𝜆 + 4 𝑠2𝑡2 + 8𝑠2 + 8𝑡2
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主要想法 證明

定理7.兩相異直線可四等分凹四邊形的面積
的充要條件為

𝜇 − 4 𝑠𝑡 + 2𝑠 + 2𝑡
2

𝜇 − 4 𝑠2𝑡2 + 2𝑠2 + 2𝑡2
= 1

其中
𝐵𝐸

𝐵𝑌
= 𝑡、

𝐶𝐺

𝐶𝑌
= 𝑠、𝜇 =

4×△𝑌𝐴𝐷

凹四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷圖15：切成三角形
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定理8.對於任意凹四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷，必存在兩條直線將凹四邊形的面積
四等分，分割為一個三角形、兩個凸四邊形、一個凹五邊形。

圖16：四等分面積切割法的存在性

四、向凹四邊形推廣
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△ 𝑃𝐵C

凹四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷
>
1

4

△ 𝑃𝑉𝐾

凹四邊形 𝐴𝐵𝐶𝐷
<
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本研究源自經典的三角形問題 Quadrisection Problem，我們放寬了
兩直線垂直的條件。討論三角形的所有情形。接著，推廣到凸四邊形
與凹四邊形的四等分問題，並且給出完整的作圖與證明。

肆、結論

P

E

F

G

A

B C

D
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一、兩相異直線三等分三角形面積的劃分

二、兩相異直線四等分三角形面積的劃分
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