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摘要 

本作品研究了遊戲𝐶𝑢𝑏𝑒中正四面體的滾動特性、色漆位置及最少步數解，並將三角網

格轉換為方形網格，同時推廣至整個平面且為方形網格定義坐標。由於遊戲中考慮「回黏」

時將較複雜，故作品前半部分先在不回黏的情況下做討論，並為了計算解題之「最短路徑

長」，先求出任兩方格間「距離」，再將各方格間距離整理為表格，藉表格中行、列位置關係

得出計算最短路徑長之公式。 

而作品書後半段說明當考慮回黏時的情況，並因過程中需要求出任兩方格間滾動路徑上

會經過𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷之個數，最後分析正四面體身上帶有色漆時對移動步數之影響。由於上述所

有公式統整後非常繁複，故我們另借助𝑃𝑦𝑡ℎ𝑜𝑛將之統整並計算出回黏之最短路徑長。 

壹、 研究動機 

在學習數學的過程中，數學遊戲往往是深受大家喜愛的項目，我們當然也不例外，常常

在網路上尋找有趣的難題挑戰。在名為「𝑆𝑖𝑚𝑜𝑛 𝑇𝑎𝑡ℎ𝑎𝑚′ 𝑠 𝑃𝑜𝑟𝑡𝑎𝑏𝑙𝑒 𝑃𝑢𝑧𝑧𝑙𝑒 𝐶𝑜𝑙𝑙𝑒𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛」的

網頁上，我們發現一款稱為「𝐶𝑢𝑏𝑒」的遊戲，並於此遊戲中進行了多次的嘗試，但仍對於

過關策略相當迷惘，同時也發現不同人的解法與步數不盡相同，「如何走出最短步數？」、

「色漆位置、底圖大小會造成什麼影響？」種種問題激發了我們對此遊戲的研究動機。 

貳、 研究目的 

一、探討正四面體色漆初始位置與有無解關係。 

二、探討正四面體在任兩方格間最少滾動步數(距離)。 

三、探討正四面體在不考慮回黏條件下之最短路徑長。 

四、探討正四面體在任兩方格間滾動所經𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷之個數。 

五、探討正四面體在考慮回黏條件下的最短路徑長之修正。 

六、探討正六面體在考慮回黏條件下的最小有解之底圖尺寸。 

七、探討正六面體在任兩方格間最少滾動步數(距離)。 

八、探討正八面體色漆初始位置與有無解關係。 
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參、 研究架構 

 

肆、 研究設備 

 𝐺𝑒𝑜𝐺𝑒𝑏𝑟𝑎、𝑃𝑦𝑡ℎ𝑜𝑛。 

伍、 研究過程 

一、 遊戲介紹 

(一) 開局場地 

此數學遊戲是在由正三角形網格組成的底圖上進行。當遊戲開始時，底圖網格

上將有一個四面皆空白的正四面體及四塊色漆在隨機位置上出現，如圖 5-1-1。  

 

圖 5-1-1 
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(二) 移動方式 

在遊戲進行中，若正四面體落在正三角形網格上時，可以選擇「向下、向左、

向右」滾動，如圖 5-1-2；若正四面體落在倒三角形網格上時，可以選擇「往上、

向左、向右」滾動，如圖 5-1-3。 

                      

        

 

 

                    圖 5-1-2                                 圖 5-1-3     

(三) 回黏情形 

當正四面體無色漆的一面滾動至有色漆的網格上時，色漆將由網格上轉黏至正

四面體與該網格的接觸面上，如圖 5-1-4，反之，當正四面體有色漆的一面滾動至

無色漆的網格上時，色漆將由正四面體上轉黏至該網格上，此後稱此情形為「回

黏」，專指色漆由底圖網格轉黏至正四面體後再次黏回底圖上，如圖 5-1-5。 

 

 

 

 

 

圖 5-1-4 

 

  

    

                

圖 5-1-5 
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(四) 過關條件 

按照前述規則進行遊戲，當底圖網格上之四塊色漆皆分別轉黏至正四面體的四

個面上時，稱此回合遊戲「過關」，如圖 5-1-6。 

 

圖 5-1-6 

經過初步嘗試後，發現遊戲初始的四塊色漆並非隨意放置都能有解，因此我們決定由此

入手研究，同時先排除色漆會回黏的問題，意即色漆轉黏至正四面體的一面上後不會再黏回

底圖網格，而後依序探討解題的最短步數及加入回黏後的情形分析。 

二、 正四面體色漆初始位置與有無解關係 

(一) 定義底圖坐標，並於網格標記𝑨, 𝑩, 𝑪, 𝑫。 

在進行研究的過程中，我們將正四面體的四個面依序標上𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷，如圖 5-2-

1，其展開圖如圖 5-2-2，並發現其各個面均只會與底圖的特定網格接觸，因此將能

與正四面體「𝐴面、𝐵面、𝐶面、𝐷面」接觸的網格，分別標記上「𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷」。 

          

                       圖 5-2-1                  圖 5-2-2 

將原遊戲的底圖三角形網格訂立𝑥, 𝑦坐標，如下頁圖 5-2-3，並將圖 5-2-1 之正

四面體的𝐴面朝下放置於坐標(1,1)，且規定此位置三角形網格為「倒三角形」。此

時觀察𝑥坐標為奇數的行，發現只出現𝐴與𝐶，且依序為兩𝐴、兩𝐶的規律，而𝑥坐標

為偶數的行，則只出現𝐵與𝐷，同樣依序為兩𝐵、兩𝐷的規律，將上述整理如下： 
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性質 1 已知(𝑥, 𝑦)為底圖上一網格坐標，則： 

○1 當𝑥為奇數 

若𝑥 + 𝑦 ≡ 1 ∨ 2(𝑚𝑜𝑑4)，則此格為「𝐴」。 

若𝑥 + 𝑦 ≡ 3 ∨ 0(𝑚𝑜𝑑4)，則此格為「𝐶」。 

○2 當𝑥為偶數 

若𝑥 + 𝑦 ≡ 1 ∨ 2(𝑚𝑜𝑑4)，則此格為「𝐵」。 

若𝑥 + 𝑦 ≡ 3 ∨ 0(𝑚𝑜𝑑4)，則此格為「𝐷」。 

(二) 判斷正倒三角形 

觀察底圖的三角形網格，可知任兩相鄰之網格必為「一正三角形△、一倒三角

形▽」，又根據前述坐標定義，坐標(1,1)的網格為倒三角形，此格每向上或向右一

格正倒三角形即交替出現，利用奇偶數的性質可推論出以下結果： 

性質 2 已知(𝑥, 𝑦)為底圖上一網格坐標，則： 

○1 若𝑥 + 𝑦為奇數，則此格為「△」。 ○2 若𝑥 + 𝑦為偶數，則此格為「▽」。 

至此為方便後續討論與分析，我們發現可將原底圖的三角形網格轉換為方形網格，

如圖 5-2-3 轉為圖 5-2-4，其中同行且相鄰同字母的方格對應至三角形網格是正四面體無

法滾動跨越之處，故在方形網格中以紅色粗框線表示，而在此後說明書即不再以三角形

網格的形式描述，轉而由方格取代。 

      

                  圖 5-2-3                               圖 5-2-4 
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根據前述，當遊戲初始的四塊色漆位置確定後，先將之轉換為坐標，再由性質 1 判

斷，可得出以下有無解之結論： 

定理 1 當遊戲滿足下列所有情形時，則此題有解，反之則無解。 

 ○1 「正四面體」位於任意位置。 

 ○2 「四塊色漆」恰分別落在標有𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷之方格。 

解決有無解的問題後，接著我們想探討在有解的情形下，如何選擇「滾動路徑」及計算

解題所需的「最短路徑長」(此指「最少滾動步數」)。為求得最短路徑長，必需先知道任兩

方格間「距離」(此指「滾動距離」非直線距離)，而後分析最佳的滾動路徑。 

三、 正四面體的任兩方格間距離 

假設所求之兩方格坐標分別為𝑃(𝑥1, 𝑦1)、𝑄(𝑥2, 𝑦2)，且將兩方格距離記作𝑃𝑄̅̅ ̅̅ ，並定

義∆𝑥 = |𝑥2 − 𝑥1|、∆𝑦 = |𝑦2 − 𝑦1|，因Δ𝑥與Δ𝑦的大小關係將影響距離的計算方式，故分

為以下三種情況說明。 

(一) 若𝚫𝒙 = 𝚫𝒚，則𝑷𝑸̅̅ ̅̅ = ∆𝒙 + ∆𝒚。 

當Δ𝑥 = Δ𝑦時，以左下(𝑃)至右上(𝑄)的滾動情形為例(其餘方向皆同理)，在不繞

路的條件下滾動方式只能為向右或向上，並將有如圖 5-3-1 與圖 5-3-2 的兩種類型，

即𝑃、𝑄兩點皆為正三角形或皆為倒三角形，這兩種類型走法分別為「向右一步、

向上一步」及「向上一步、向右一步」不斷循環，我們將之合稱為「階梯狀滾

法」，而總步數可看作向右∆𝑥步與向上∆𝑦步之和，即𝑃𝑄̅̅ ̅̅ = ∆𝑥 + ∆𝑦。 

   

     圖 5-3-1                            圖 5-3-2 
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(二) 若𝚫𝒙 > 𝚫𝒚，則𝑷𝑸̅̅ ̅̅ = ∆𝒙 + ∆𝒚。 

當Δ𝑥 > Δ𝑦時，以左下(𝑃)至右上(𝑄)的滾動情形為例，並將滾動過程分為兩個

階段，如圖 5-3-3，第一階段為𝑃(𝑥1, 𝑦1)至𝑃′(𝑥1 + ∆𝑦, 𝑦2)，以階梯狀滾法達成，步

數為2∆𝑦，第二階段為𝑃′(𝑥1 + ∆𝑦, 𝑦2)至𝑄(𝑥2, 𝑦2)，僅向右滾可達成，步數為𝑥2 −

(𝑥1 + ∆𝑦) = ∆𝑥 − ∆𝑦，此兩階段總步數即𝑃𝑄̅̅ ̅̅ = 2∆𝑦 + (∆𝑥 − ∆𝑦) = ∆𝑥 + ∆𝑦。 

 

圖 5-3-3 

(三) 若𝚫𝒙 < 𝚫𝒚，則𝑷𝑸̅̅ ̅̅ = 𝟐𝚫𝒚或𝟐𝚫𝒚 ± 𝟏。 

當Δ𝑥 < Δ𝑦時，同樣以左下(𝑃)至右上(𝑄)的滾動情形

為例，並將滾動過程分為兩個階段，如圖 5-3-4，第一階

段為𝑃(𝑥1, 𝑦1)至𝑃′(𝑥2, 𝑦1 + ∆𝑥)，以階梯狀滾法達成，步

數為2∆𝑥，第二階段為𝑃′(𝑥2, 𝑦1 + ∆𝑥)至𝑄(𝑥2, 𝑦2)，此階

段將分為四種情形，稱其為「垂直向上滾法」，如下頁

圖 5-3-5 至圖 5-3-8，觀察藍色底框內共有2(∆𝑦 − ∆𝑥)個

方格，若路徑未經過最左上角方格，則步數需減一；若

路徑經過最左下角方格，則步數需加一，分述如下： 

1. 當𝑃′、𝑄皆為▽，則步數為2(∆𝑦 − ∆𝑥)。                圖 5-3-4 

2. 當𝑃′為▽、當𝑄為△，則步數為2(∆𝑦 − ∆𝑥) − 1。 

3. 當𝑃′、𝑄皆為△，則步數為2(∆𝑦 − ∆𝑥) − 1 + 1 = 2(∆𝑦 − ∆𝑥)。 

4. 當𝑃′為△、當𝑄為▽，則步數為2(∆𝑦 − ∆𝑥) + 1。 
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圖 5-3-5     圖 5-3-6      圖 5-3-7     圖 5-3-8 

根據性質 2，可知𝑃(𝑥1, 𝑦1)與𝑃′(𝑥2, 𝑦1 + ∆𝑥)必同為△或▽，故此處可改為判斷

𝑃、𝑄為△或▽即可，同時將前述所有兩方格距離公式統整為如下： 

定理 2 已知𝑃(𝑥1, 𝑦1)、𝑄(𝑥2, 𝑦2)，並定義∆𝑥 = |𝑥2 − 𝑥1|、∆𝑦 = |𝑦2 − 𝑦1|。 

○1 若Δ𝑥 ≥ Δ𝑦，則𝑃𝑄̅̅ ̅̅ = Δ𝑥 + Δ𝑦。 

○2 當Δ𝑥 < Δ𝑦： 1.若Δ𝑥 + Δ𝑦為偶數，則𝑃𝑄̅̅ ̅̅ = 2Δ𝑦。 

    2.當Δ𝑥 + Δ𝑦為奇數： 

  (1)若「𝑦1 > 𝑦2且𝑃為△」或「𝑦1 < 𝑦2且𝑃為▽」，則𝑃𝑄̅̅ ̅̅ = 2Δ𝑦 − 1。 

 (2)若「𝑦1 > 𝑦2且𝑃為▽」或「𝑦1 < 𝑦2且𝑃為△」，則𝑃𝑄̅̅ ̅̅ = 2Δ𝑦 + 1。 

當遊戲開局時，將正四面體(𝑂點)與四塊色漆(𝑃, 𝑄, 𝑅, 𝑆點)位置以坐標表示，再由定理 2

可知相互間距離，接下來即可分析如何選擇滾動路徑達成以最短路徑解題，即以𝑂點為起始

點，過𝑃, 𝑄, 𝑅, 𝑆點四點，求最短路徑長。以下先以過兩點、三點判斷最短路徑，再推論至過

四點時之情形。 

四、 正四面體在不考慮回黏條件下之最短路徑長 

(一) 以𝑶點為起始點，過𝑷、𝑸之最短路徑。 

由圖 5-4-1 可知以𝑂為起始點之最短路徑可能為𝑂 →

𝑃 → 𝑄或𝑂 → 𝑄 → 𝑃，其中𝑃𝑄̅̅ ̅̅ 為必走，且𝑂𝑃̅̅ ̅̅ 、𝑂𝑄̅̅ ̅̅ 兩線

段較短者必走，因此可推論「最短路徑必經過∆𝑂𝑃𝑄中 

最短一邊」。                                             圖 5-4-1 
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(二) 以𝑶點為起始點，過𝑷、𝑸、𝑹之最短路徑。 

假設∆𝑃𝑄𝑅中𝑃𝑄̅̅ ̅̅ < 𝑄𝑅̅̅ ̅̅ < 𝑅𝑃̅̅ ̅̅ ，由第一點知𝑃𝑄̅̅ ̅̅ 必走，且最短路徑可能為𝑂 →

𝑃 → 𝑄 → 𝑅、𝑂 → 𝑄 → 𝑃 → 𝑅或𝑂 → 𝑅 → 𝑄 → 𝑃，如圖 5-4-2，此時在𝑃𝑂̅̅ ̅̅ 、𝑄𝑂̅̅ ̅̅ 、𝑅𝑂̅̅ ̅̅

中，若𝑃𝑂̅̅ ̅̅ 或𝑅𝑂̅̅ ̅̅ 最短，則需先比較𝑃𝑂̅̅ ̅̅ + (𝑄𝑃̅̅ ̅̅ + 𝑄𝑅̅̅ ̅̅ )

與𝑅𝑂̅̅ ̅̅ + (𝑄𝑃̅̅ ̅̅ + 𝑄𝑅̅̅ ̅̅ )大小，為方能決定最短路徑為

𝑂 → 𝑃 → 𝑄 → 𝑅或𝑂 → 𝑅 → 𝑄 → 𝑃，若𝑂𝑄̅̅ ̅̅ 最短，

則需再考慮𝑂 → 𝑄 → 𝑃 → 𝑅是否比前述兩種路徑更

短，將上述整理成定理 3-1，並以表格方式呈現，

如圖 5-4-3。              圖 5-4-2 

定理 3-1 若以𝑂點為起點，過𝑃、𝑄、𝑅之最短路徑長為𝑂𝑚𝑖𝑛。 

設𝑂1 = {𝑃𝑂̅̅ ̅̅ , 𝑄𝑂̅̅ ̅̅ , 𝑅𝑂̅̅ ̅̅ }, 𝑂2 = {𝑃𝑄̅̅ ̅̅ + 𝑃𝑅̅̅ ̅̅ , 𝑄𝑃̅̅ ̅̅ + 𝑄𝑅̅̅ ̅̅ , 𝑅𝑃̅̅ ̅̅ + 𝑅𝑄̅̅ ̅̅ } 

𝑂𝑚𝑖𝑛 = {
𝑚𝑖𝑛(𝑂1) + 𝑚𝑖𝑛(𝑂2) … …①

𝑚𝑖𝑛(𝑚𝑖𝑛(𝑂1) + 𝑚𝑒𝑑(𝑂2), 𝑚𝑒𝑑(𝑂1) + 𝑚𝑖𝑛(𝑂2)) … …②
 

①：若𝑂1中最小線段與𝑂2中最小和之兩線段不共點。 

②：若非情況①，則為情況②。 

※ 𝑚𝑖𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧) =取𝑥, 𝑦, 𝑧的最小值。 

※ 𝑚𝑒𝑑(𝑥, 𝑦, 𝑧) =取𝑥, 𝑦, 𝑧的中位數。                              圖 5-4-3 

 

【範例一】 

𝑚𝑖𝑛(𝑂1) = 3 

𝑚𝑖𝑛(𝑂2) = 4 

𝑂𝑚𝑖𝑛 = 3 + 4 = 7 

最短路徑： 

𝑶 → 𝑸 → 𝑹 → 𝑷 
 

【範例二】 

𝑚𝑖𝑛(𝑂1) = 3, 𝑚𝑒𝑑(𝑂1) = 5 

𝑚𝑖𝑛(𝑂2) = 3, 𝑚𝑒𝑑(𝑂2) = 4 

𝑂𝑚𝑖𝑛 = 𝑚𝑖𝑛(5 + 3,3 + 4) = 7 

最短路徑： 

𝑶 → 𝑹 → 𝑸 → 𝑷 
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(三) 以𝑶點為起始點，過𝑷、𝑸、𝑹、𝑺之最短路徑。 

定理 3-2 若以𝑂點為起點，過𝑃、𝑄、𝑅、𝑆之最短路徑長為𝑂𝑚𝑖𝑛。 

 根據定理 3-1，分別以𝑃、𝑄、𝑅、𝑆為經過第一點，可得𝑃𝑚𝑖𝑛, 𝑄𝑚𝑖𝑛, 𝑅𝑚𝑖𝑛, 𝑆𝑚𝑖𝑛， 

𝑂𝑚𝑖𝑛 = 𝑚𝑖𝑛(𝑂𝑃̅̅ ̅̅ + 𝑃𝑚𝑖𝑛, 𝑂𝑄̅̅ ̅̅ + 𝑄𝑚𝑖𝑛, 𝑂𝑅̅̅ ̅̅ + 𝑅𝑚𝑖𝑛, 𝑂𝑆̅̅ ̅̅ + 𝑆𝑚𝑖𝑛) 

求出在不考慮回黏之下的最短路徑後，由此開始我們將分析「回黏」對於最短路徑的影

響，並藉此分析結果修正前述所求出之最短路徑長，以符合原始遊戲的情境。 

五、 正四面體在任兩方格間滾動所經𝑨, 𝑩, 𝑪, 𝑫之個數 

為後續研究的需要，我們首先探討任兩方格滾動路徑上之𝐴、𝐵、𝐶、𝐷個數，同樣

假設兩方格分別為𝑃(𝑥1, 𝑦1)、𝑄(𝑥2, 𝑦2)，若以左下(𝑃)滾動至右上(𝑄)(右上滾動至左下時

結果相同)，如圖 5-5-1，此時我們將𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷分為「𝐴與𝐵」、「𝐶與𝐷」兩組，若以左上

(𝑃)滾動至右下(𝑄)，如圖 5-5-2，則分為「𝐴與𝐷」、「𝐵與𝐶」兩組，以下以前者分組方式

說明(後者同理)，並將之分為Δ𝑥 ≥ Δ𝑦與Δ𝑥 < Δ𝑦兩種情形討論。 

   

圖 5-5-1                               圖 5-5-2 

(一) 當Δ𝑥 ≥ Δ𝑦： 

由(𝑃𝑄̅̅ ̅̅ + 1) ÷ 4的得商為𝑀、餘數為𝑁，可知𝐴、𝐵、𝐶、𝐷之個數皆在𝑀個上

下，再依餘數𝑁做修正，其中定義𝑃1, 𝑃2, 𝑃3分別為第一個、第二個、第三個經過的

方格，將上述整理為下頁表格。 
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𝑁 = 0 𝑁 = 1 𝑁 = 2 𝑁 = 3 

𝑃、𝑄 

同組 

𝑃、𝑄 

異組 

𝑃、𝑃2 

同組 

𝑃、𝑃2 

異組 

𝑃、𝑄 

同組 

𝑃、𝑃2 

同組 

𝑃、𝑃2 

異組 

各𝑀個 各𝑀個 
各𝑀個 

𝑄加1個 

各𝑀個 

𝑃加1個 

各𝑀個 

𝑃、𝑄 

各加1個 

各𝑀個 

𝑃、𝑃2、𝑄 

各加1個 

各𝑀個 

𝑃、𝑃2、𝑃3 

各加1個 

表 5-5-1 

(二) 當Δ𝑥 < Δ𝑦：  

此情形分為兩階段討論，第一階段為𝑃(𝑥1, 𝑦1)至𝑃′(𝑥2, 𝑦1 + ∆𝑥)，第二階段為

𝑃′(𝑥2, 𝑦1 + ∆𝑥)至𝑄(𝑥2, 𝑦2)，其中為方便表示因此令𝑈 = Δ𝑦 − Δ𝑥。 

1. 第一階段 

∆𝒙為奇數 ∆𝒙為偶數 

各
Δ𝑥

2
個，其中𝑄減1個。 各

Δ𝑥−1

2
個，其中𝑃減1個。 

表 5-5-2 

2. 第二階段 

 
𝑷為△且∆𝒙為偶數 

𝑷為▽且∆𝒙為奇數 

𝑷為▽且∆𝒙為偶數 

𝑷為△且∆𝒙為奇數 

𝑸為△ 各
𝑈

2
個，其中𝑄加1個。 

各
𝑈+1

2
個，其中若 𝑈 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 4)， 

則𝑃加1個，與𝑄同組者各減1個。 

𝑸為▽ 

與𝑃′同組者各
𝑈+1

2
個， 

與𝑃′異組者各
𝑈−1

2
個。 

各
𝑈

2
個，其中𝑃′加1個。 

表 5-5-3 
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六、 正四面體之回黏情形分析 

此後的研究，將會使用「○、□、●」記錄「色漆分布圖」，其代表滾動路徑上的

每個方格上之色漆狀況，因此在此先定義以下三個記號： 

(一) 「○」代表該方格對應至正四面體的該面無色漆，且該方格也無色漆。 

(二) 「□」代表該方格對應至正四面體的該面有色漆，且該方格無色漆。 

(三) 「●」代表該方格對應至正四面體的該面無色漆，且該方格有色漆。 

在考慮回黏步數以修正最短路徑長前，我們將先模擬所有回黏可能情況，以下將方

格兩兩分為一組，並考慮所有「色漆分布圖」的可能組合，用以討論其所需步數： 

表 5-6-1 

色漆數 色漆分布圖 步數 

0 ○○ 2 

1 

□○ 

4 

○□ 

2 □□ 4 

由於實際滾動路徑上，時常情況為𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷以一定順序循環出現，故將上表一組格

數擴充為兩倍，即四方格一組，另因正四面體的四面皆有色漆時遊戲即過關，因此正四

面體上之色漆數至多為三，而下表「步數圖」則記錄每步滾動的位置： 

色漆數 色漆分布圖 步數圖 步數 

1 □○○○ 
1200 

3456 
6 

2 

(相連) 
□□○○ 

1200 

3456 
6 
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2 

(不相連) 
□○□○ 

1200 

3456 

0078 

8 

3 □□□○ 

1200 

3456 

0078 

8 

七、 正四面體在考慮回黏條件下的最短路徑長之修正 

觀察圖 5-7-1 與圖 5-7-2，可得知由左下至右上與右下至左下的𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷排序並不相

同，但從循環的規律中可以發現，水平相鄰的兩方格皆為固定的組合，如圖中藍色圈選

處，因此若要將滾動方向反轉，只需替換公式中兩兩組合的字母，故接下來的研究將只

以左下至右上之滾法作說明，而在文中若見如𝐴𝐵𝐶𝐷̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 或□□□○̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ，表示其按𝐴、𝐵、𝐶、𝐷

或□、□、□、○之順序循環出現。 

       

圖 5-7-1                                    圖 5-7-2 

假設兩方格分別為𝑃(𝑥1, 𝑦1)、𝑄(𝑥2, 𝑦2)，且𝑥1 < 𝑥2、𝑦1 < 𝑦2，此令𝑃𝑄̅̅ ̅̅ = 𝑊，即兩

方格不考慮回黏時之最少滾動步數為𝑊，並定義𝑃𝑄̿̿ ̿̿ 為考慮回黏步數時之最少滾動步

數，同時在後續的研究中，將以𝑃1、𝑃2與𝑃3依序表示滾動路徑上第一、第二及第三個經

過的方格。 

(一) 當正四面體由起始點(𝑃)滾至第一塊色漆(𝑄)： 

由於正四面體上並無色漆，因此並無因回黏增加步數，即𝑃𝑄̿̿ ̿̿ = 𝑃𝑄̅̅ ̅̅ = 𝑊。 
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(二) 當正四面體由第一塊色漆(𝑃)滾至第二塊色漆(𝑄)： 

此時正四面體上已有一塊色漆，且如前 2 頁表 5-6-1 之色漆數為1的情形，相當

於路徑上每遇一個與𝑃相同之方格步數需加2，即𝑃𝑄̿̿ ̿̿ = 𝑊 + 2 ×(與𝑃相同之格數)。 

(三) 當正四面體由第二塊色漆(𝑃)滾至第三塊色漆(𝑄)： 

 在研究正四面體由第二塊色漆滾至第三塊色漆時，先設每一步皆會回黏，也就

是將滾動步數基準值設為2𝑊，再分析需修正之步數，並統整為公式。  

1. 當Δ𝑥 < Δ𝑦： 

此時滾動路徑會由「階梯狀滾法、垂直上升滾法」兩階段組成，若將方格

分為兩兩一組，可知當兩格□相連時可降低步數，因此考慮回黏增加步數只需

分別觀察兩階段滾法是否有兩格□相連的情形，故可分為下列三種狀況「第一

階段兩格□相連、第二階段兩格□相連、兩階段皆兩格□相連」，如表 5-7-1。 

【範例】以𝑃為△、𝑄為△、𝑃1、𝑃2為○、Δ𝑥為偶數

且𝑃1與𝑄相同的條件為例，如圖 5-7-3，此情形色漆

分布圖為「○○□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ○○|□□○○□□○○□□○̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

●」，前半段的橘色與黃色部分為階梯狀，滾動步數

為2Δ𝑥，而後半段的綠色、淺藍與深藍部分為垂直上

升，滾動步數為𝑊 − 2Δ𝑥，所以橘色部分有
2Δ𝑥−2

4
個

循環，而淺藍部分有
𝑊−2Δ𝑥−4

8
個循環：                          

        

橘色部分每次循環減2步、黃色部分總共減2步、綠色部分總共減1步、淺

藍色部分每次循環減4步，深藍色部分總共減1步，整理出公式為： 

𝑃𝑄̿̿ ̿̿ = 2𝑊 − (2 ×
2Δ𝑥 − 2

4
) − 2 − 1 − (4 ×

𝑊 − 2Δ𝑥 − 4

8
) − 1 =

3𝑊

2
− 1 

 

圖 5-7-3 
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表 5-7-1 

𝑷 𝑸 ○位置 𝚫𝒙 ●位置 

滾動步數(𝑷𝑸̿̿ ̿̿ ) 

(𝑤1 =
3𝑊

2
, 𝑤2 =

3𝑊

2
+ Δ𝑥) 

(𝑤3 =
7𝑊

4
+

Δ𝑥

2
) 

△ △ 

○○□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

偶數 

(不變) 

●○□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  無此情形  

○●□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  無此情形  

奇數 

+○○ 

●○□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

+□□○

○□□○○□□○̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ○ 

𝑤1 − 1 

○●□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

+□□○

○□□○○□□○̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

○□□○○ 

○□○□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

偶數 

(不變) 

●□○□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  無此情形  

○□●□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

+○□□

○□○○□○□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ○ 

𝑤3 − 1 

奇數 

+○□ 

●□○□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

+○□□

○□○○□○□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ○ 

○□●□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  無此情形  

□○○□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

偶數 

(不變) 

□●○□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

+□○□

○○□○□□○□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ○ 
𝑤3 − Δ𝑥 − 1 

□○●□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  無此情形  

奇數 

+□○ 

□●○□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

+○□○

□□○□○○□○̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

□□○□○ 

𝑤3 − Δ𝑥 + 1 

□○●□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  無此情形  
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▽ 

○○□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

偶數 

(不變) 

●○□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  無此情形  

○●□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  無此情形  

奇數 

+○○ 

●○□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

+□□○

○□□○○□□○̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

𝑤1 −
1

2
 

○●□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

+□□○

○□□○○□□○̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

○□□○ 

○□○□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

偶數 

(不變) 

●□○□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  無此情形  

○□●□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

+○□□

○□○○□○□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

○□○○ 
𝑤3 −

5

4
 

奇數 

+○□ 

●□○□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

+○□□

○□○○□○□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

○□○○ 

○□●□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  無此情形  

□○○□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

偶數 

(不變) 

□●○□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

+□○□

○○□○□□○□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

○○□○ 

𝑤3 − Δ𝑥 −
3

4
 

□○●□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  無此情形  

奇數 

+□○ 

□●○□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

+○□○

□□○□○○□○̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  
𝑤3 − Δ𝑥 −

1

4
 

□○●□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  無此情形  

▽ △ ○○□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  
偶數 

(不變) 

●○□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  
+○○□○□□○□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

○ 

𝑤3 − Δ𝑥 −
3

4
 

○●□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  無此情形  
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奇數 

+○○ 

●○□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  無此情形  

○●□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  
+□□○□○○□○̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

□□○□○ 

𝑤3 − Δ𝑥 −
7

4
 

○□○□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

偶數 

(不變) 

●□○□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  
+○□○○□○□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

○ 

𝑤3 −
3

4
 

○□●□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  無此情形  

奇數 

+○□ 

●□○□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  
+□□○□○○□○̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

□□○□○ 

𝑤3 +
1

4
 

○□●□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  無此情形  

□○○□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

偶數 

(不變) 

□●○□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  無此情形  

□○●□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  無此情形  

奇數 

+□○ 

□●○□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  
+○□□○○□□○̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

○□□○○ 

𝑤2 − Δ𝑥 +
1

2
 □○●□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

+○□□○○□□○̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

○ 

▽ 

○○□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

偶數 

(不變) 

●○□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  
+○○□○□□○□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

○○□○ 

○●□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  無此情形  

奇數 

+○○ 

●○□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  無此情形  

○●□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  +□□○□○○□○̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  𝑤3 − Δ𝑥 − 1 

○□○□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  
偶數 

(不變) 

●□○□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  
+○□○○□○□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

○□○○ 

𝑤3 − 1 

○□●□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  無此情形  
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奇數 

+○□ 

●□○□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  +□□○□○○□○̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  𝑤3 

○□●□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  無此情形  

□○○□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

偶數 

(不變) 

□●○□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  無此情形  

□○●□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  無此情形  

奇數 

+□○ 

□●○□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  +○□□○○□□○̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  𝑤3 − Δ𝑥 + 1 

□○●□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  
+○□□○○□□○̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

○□□○ 

𝑤3 − Δ𝑥 

2. 當Δ𝑥 = Δ𝑦： 

此時的滾動路徑為單純的階梯狀滾法，且𝑃、𝑄必同為△或▽，也因此𝑃2

必與𝑄相同，即𝑃2為○，而𝑃1、𝑃3其一為○、一為□，故此情況下色漆分布圖

共有兩種可能，如表 5-7-2。 

【範例】以𝑃1、𝑃2為○的條件下為例，如

圖 5-7-4，此情形的色漆分布圖為「○○

□□○○̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 」，其中黃色部分有
𝑊−2

4
個循環： 

 

                                               圖 5-7-4 

橘色部分總共減2步、黃色部分每次循環減2步，整理出公式為：                          

𝑃𝑄̿̿ ̿̿ = 2𝑊 − 2 −
𝑊 − 2

4
× 2 = 2𝑊 −

𝑊

2
+ 1 

表 5-7-2 

○的位置 總結公式 

○○□□○○̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  
3𝑤

2
− 1 

□○○□□○̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  
3𝑤

2
+ 1 
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3. 當Δ𝑥 > Δ𝑦： 

此時滾動路徑由「階梯狀滾法、水平移動滾法」兩階段組成，考慮回黏增

加步數的策略如同Δ𝑥 < Δ𝑦，只需觀察兩階段滾法是否有兩格□相連的情形，

因此同樣分為三種狀況，第一階段兩格□相連、第二階段兩格□相連、兩階段

皆兩格□相連」，如表 5-7-3。 

【範例】以𝑃為△、𝑄為△、𝑃1、𝑃2為○、Δ𝑥為偶數且𝑃1與𝑄相同的條件下為

例，如圖 5-7-5，此情形的色漆分布圖為「○○□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ |○□○□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ●」，前半段橘

色部分為階梯狀，且橘色循

環最後一格為𝑃′，步數為

2Δ𝑦，而後半段的黃色與綠

色部分為水平移動，步數為

𝑊 − 2Δ𝑦，其中橘色部分有

2Δ𝑦

4
個循環，而黃色部分有

𝑊−2Δ𝑦−1

4
個循環：                         

     

橘色部分每次循環減2步，黃色部分不變，綠色部分總共減1步，整理出公

式為： 

𝑃𝑄̿̿ ̿̿ = 2𝑊 − (2 ×
2Δ𝑦

4
) − 1 = 2𝑊 − Δ𝑦 − 1 

表 5-7-3 

𝑷 ○的位置 𝚫𝒙 ●的位置 

滾動步數(𝑷𝑸̿̿ ̿̿ ) 

(𝑤1 =
3𝑤

2
) 

(𝑤2 = 2𝑊 − Δ𝑦) 

△ ○○□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

偶數 

(不變) 

●○□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + ○□○□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ○ 

𝑤2 − 1 
○●□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + ○□○□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ○□○ 

奇數 

+○○ 

●○□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + □○□○̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ □○ 

○●□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + □○□○̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

圖 5-7-5 
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○□○□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

偶數 

(不變) 

●□○□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + ○○□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ○○ 𝑤1 + Δ𝑦 −
1

2
  

○□●□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + ○○□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ○ 𝑤1 + Δ𝑦 − 1 

奇數

+○□ 

●□○□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + ○○□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ○ 𝑤1 + Δ𝑦 −
1

2
  

○□●□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + ○○□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ○○ 𝑤1 + Δ𝑦 − 1 

□○○□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

偶數 

(不變) 

□●○□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + □○○□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ □○○ 𝑤1 − 1 

□○●□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + □○○□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ □○ 𝑤1 +
1

2
 

奇數 

+□○ 

□●○□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + ○□□○̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  𝑤1 + 1 

□○●□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + ○□□○̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ○ 𝑤1 +
1

2
 

▽ 

○○□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

偶數 

(不變) 

●○□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + ○○□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ○○ 𝑤1 − 1 

○●□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + ○○□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ○ 𝑤1 

奇數 

+○○ 

●○□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + □□○○̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ □□○ 𝑤1 −
1

2
 

○●□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + □□○○̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  𝑤1 − 1 

○□○□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

偶數 

(不變) 

●□○□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + □○○□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ □○ 𝑤1 + Δ𝑦 − 1 

○□●□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + □○○□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ □○○ 
𝑤1 + Δ𝑦 −

2

3
 

奇數

+○□ 

●□○□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + □○○□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ □○○ 

○□●□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + □○○□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ □○ 𝑤1 + Δ𝑦 − 1 

□○○□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

偶數 

(不變) 

□●○□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + ○□○□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ○ 

𝑤2 + 1 
□○●□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + ○□○□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ○□○ 

奇數 

+□○ 

□●○□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + □○□○̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

□○●□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + □○□○̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ □○ 

(四) 當正四面體由第三塊色漆(𝑃)滾至第四塊色漆(𝑄)： 

當Δ𝑥 < Δ𝑦時，我們注意到正四面體上有三塊色漆時，若將第一階段改為「向

右三格、向上一格」形成八步一循環的滾法，在考慮回黏時相較階梯狀滾法省步

數，並將此法稱為「右三上一滾法」，如圖 5-7-6 的𝐴𝐷𝐶𝐴𝐵𝐶𝐷𝐵̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ，每個循環

「𝐴𝐷𝐶𝐴𝐵𝐶𝐷𝐵」需 14 步，而原階梯狀滾法則為「𝐴𝐶𝐷𝐵𝐴𝐶𝐷𝐵」需 16 步，因此右

三上一滾法每循環可減2步，同時我們由前述知當盡可能讓兩格□相鄰可降低最多

步數，因此右三上一滾法為此情況最佳的滾動路徑。 
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此外，當Δ𝑥 < Δ𝑦時，滾動的第二階段垂直上升滾法

也有相同情形，其色漆分布圖同為「□□□□○□□○̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 」，

如圖 5-7-7。 

                 

                            圖 5-7-6                               圖 5-7-7 

1. 當Δ𝑥 < Δ𝑦： 

 此時滾動路徑由「階梯狀滾法、垂直上升滾法」組合。  

【範例】以𝑃為△、𝑄為△、𝑃1為○且Δ𝑥為偶數的條

件下為例，如圖 5-7-8，此情形色漆分布圖為

「○□□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ○□|□□□○□□○□□□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ●」，前半

段的橘色與黃色部分為階梯狀，總使用的步數為

2Δ𝑥，而後半段的綠色、淺藍與深藍部分為垂直上

升，步數為𝑊 − 2Δ𝑥，因此黃色部分有
2Δ𝑥−2

4
個循

環，而深藍部分有
𝑊−2Δ𝑥−4

8
個循環： 

         

 橘色部分總共減1步，黃色、綠色、淺藍色部分皆不變，深藍色部分每次

循環減2步，紫色部分總共減1步，整理出公式為：  

 𝑃𝑄̿̿ ̿̿ = 2𝑊 − 1 − (2 ×
𝑊−2Δ𝑥−4

8
) − 1 = 2𝑊 −

𝑊−2Δ𝑥

4
− 1 

 

圖 5-7-8 
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表 5-7-4 

○ 

位置 
𝚫𝒙 𝑷 𝑸 

滾動步數(𝑷𝑸̿̿ ̿̿ ) 

(𝑤′ = 2𝑊 −
𝑊−2Δ𝑥

4
) 

○
□
□
□
○

̅̅
̅̅

̅̅
̅̅

̅̅
̅̅

−
1

 

偶數 

+□ 

△ 

+□□□○□□○□□□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

△+○ 𝑤′ 

▽+○□□○ 𝑤′ −
1

4
 

▽ 

+○□□○□□□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

△+○ 𝑤′ +
1

4
 

▽+○□□○ 𝑤′ − 2 

奇數 

+□□□ 

△ 

+□□□○□□○□□□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

△+○ 𝑤′ 

▽+○□□○ 𝑤′ −
1

4
 

▽ 

+○□□○□□□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

△+○ 𝑤′ +
1

4
 

▽+○□□○ 𝑤′ − 2 

□
○
□
□
□
○

̅̅
̅̅

̅̅
̅̅

̅̅
̅̅

+
0

 

偶數 

(不變) 

△ 

+□□□○□□○□□□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

△+□□□□○ 𝑤′ 

▽+□□□□○□□○ 𝑤′ −
1

4
 

▽ 

+○□□○□□□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

△+□□□□○ 𝑤′ +
1

4
 

▽+□□□□○□□○ 𝑤′ 

奇數 

+□□ 

△ 

+□□□○□□○□□□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

△+○ 𝑤′ 

▽+○□□○ 𝑤′ −
1

4
 

▽ 

+○□□○□□□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

△+○ 𝑤′ +
1

4
 

▽+○□□○ 𝑤′ − 2 

□
□
○
□
□
□
○

̅̅
̅̅

̅̅
̅̅

̅̅
̅̅

−
1

 

偶數 

+□ 

△ 

+□□□○□□○□□□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

△+○ 𝑤′ 

▽+○□□○ 𝑤′ −
1

4
 

▽ 

+○□□○□□□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

△+○ 𝑤′ +
1

4
 

▽+○□□○ 𝑤′ − 2 
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奇數

+□□□ 

△ 

+□□□○□□○□□□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

△+○ 𝑤′ 

▽+○□□○ 𝑤′ −
1

4
 

▽ 

+○□□○□□□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

△+○ 𝑤′ +
1

4
 

▽+○□□○ 𝑤′ − 2 

2. 當Δ𝑥 = Δ𝑦： 

 此時滾動路徑為「階梯狀滾法」，同前述𝑃、𝑄必同為△或▽，且𝑃2與𝑄相

同，其色漆分布圖僅一種可能，如表 5-7-5，得公式為：𝑃𝑄̿̿ ̿̿ = 2𝑊 

表 5-7-5 

色漆分布圖 滾動步數(𝑷𝑸̿̿ ̿̿ ) 

□○□□□○̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  2𝑊 

3. 當Δ𝑥 > Δ𝑦： 

 此時滾動路徑由「右三上一滾法、階梯狀滾法」組合，並因說明需要在此

定義𝑃1′, 𝑃2′, 𝑃3′分別為𝑃右邊第一、

第二及第三格，如圖 5-7-9。而因

右三上一滾法每八步循環會減少2

步，故依照右三上一的循環次數可

分為如下兩種情況：                           圖 5-7-9 

(1) 情況一：右三上一可完全填滿，即代表每單位𝑦可配到三單位𝑥，可依據

3Δ𝑥 ≥ Δ𝑦判斷為此情況，其步數只須用2𝑊扣除右三上一省下之步數。 

(2) 情況二：右三上一無法完全填滿，即代表只有一部份單位的𝑦可配到三單

位𝑥，可依據3Δ𝑥 < Δ𝑦判斷為此情況，其需先計算右三上一循環次數，再

將Δ𝑥減去頭尾的必走步數，再減去Δ𝑦間𝑥的移動步數，即Δ𝑦 − 1。  

【範例】以𝑃為△、𝑄為▽且𝑃1為○的條件下為例，如圖 5-7-10，此情形色漆分

布圖為「○□□○□□□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ |○□□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ○」，前半段的橘色部分為右三上一，步
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數為2(Δ𝑥 − Δ𝑦) − 2，而後半段的黃色與綠色部分為階梯狀與水平移動，步數

為W − 2(Δ𝑥 − Δ𝑦) + 2，且橘色部分有
Δ𝑥−Δ𝑦−1

4
個循環，而黃色部分有

W−2(Δ𝑥−Δ𝑦)+1

4
個循環：                                                       

   

 

橘色部分每次循環減2步、黃色部分不變、綠色部分總共減1步，得公式為： 

𝑃𝑄̿̿ ̿̿ = 2𝑊 −
Δ𝑥 − Δ𝑦

2
−

3

2
 

表 5-7-6 

𝑷 ○的位置 𝑸 

滾動步數(𝑷𝑸̿̿ ̿̿ ) 

(𝑤′ = 2𝑊 −
Δ𝑥−Δ𝑦

2
) 

△ 

○□□○□□□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

△+○□□○□□□○̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  𝑤′ − 1 

▽+○□□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ○ 𝑤′ −
3

2
 

□□○□□○□□□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

△+○□□○□□□○̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  𝑤′ − 1 

▽+○□□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ○ 𝑤′ −
1

2
 

□□○□□○□□□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

△+○□□○□□□○̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  𝑤′ − 1 

▽+○□□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ○ 𝑤′ −
1

2
 

▽ 

□○□□○□□□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

△+○□□○□□□○̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  𝑤′ +
1

2
 

▽+□□□○̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ○ 𝑤′ 

□○□□○□□□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

△+○□□○□□□○̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  𝑤′ +
1

2
 

▽+□□□○̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ○ 𝑤′ 

圖 5-7-10 
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□□□○□□○□□□□̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

△+○□□○□□□○̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  𝑤′ +
1

2
 

▽+□□□○̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ○ 𝑤′ 

陸、 延伸討論 

前述「正四面體」的研究就到一段落，而我們對於同屬柏拉圖多面體的「正六面體」與

「正八面體」也感到好奇，其中前者底圖為方形網格，後者為三角網格，將之分別按照遊戲

規則操作，並開始了我們以下的研究。 

一、 正六面體 

 對於「正六面體」，發現其與正四面體最大的差異在於正

六面體在方形網格上滾動時，其滾動方向將不會有任何限制，

即在任何位置皆可選擇上、下、左、右滾動，如圖 6-1-1。 

(一) 正六面體在考慮回黏條件下的最小有解之底圖尺寸 

在研究過程中，我們發現若底圖網格為2 × 3時即有解，且在不斷嘗試中目前

以15步為解題之最少步數，以下就15步之滾動路徑作說明。 

○1  

 

○2  

  

○3  

 

○4  

 

圖 6-1-1 
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(二) 正六面體在任兩方格間最少滾動步數(距離) 

1. 單純考慮任兩方格間滾動步數 

由於正六面體的滾動方向不受限制，故任兩方格𝑃(𝑥1, 𝑦1)、𝑄(𝑥2, 𝑦2)距

離，即𝑃𝑄̅̅ ̅̅ = ∆𝑥 + ∆𝑦，其中∆𝑥 = |𝑥2 − 𝑥1|、∆𝑦 = |𝑦2 − 𝑦1|，不過此結果無法

確認滾動至𝑄時正六面體為哪一面朝下，將由下列兩點繼續討論。 

2. 需特定面朝下之兩方格滾動步數 

當任兩方格分別為𝑃(𝑥1, 𝑦1)、𝑄(𝑥2, 𝑦2)，並令∆𝑥 = |𝑥2 − 𝑥1|, ∆𝑦 = |𝑦2 −

𝑦1|，以下皆由𝑃點滾至𝑄點來說明，並將正六面體六面分別標上

𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐸, 𝐹，其中𝐴對面為𝐹、𝐵對面為𝐸、𝐶對面為𝐷。 

當(∆𝑥, ∆𝑦) = (2,4)時，由𝑃滾至𝑄的最短路徑共有

15種，如圖 6-1-2，當正六面體滾至𝑄時，其各面朝下

與路徑數統計如下表，其中包含各面朝下的 6 種情形。 

                                                                      

 

3. 需特定兩面分別朝前及朝下之兩方格滾動步數 

承 2，若考慮正六面體朝下及朝前的面，則

共有24種組合。當(∆𝑥, ∆𝑦) = (4,5)時，如圖 6-1-

3，由𝑃滾至𝑄最短路徑的126種中，即包含前述

的 24 種組合。 

綜合上述 1、2、3，整理為以下性質：                                                                                                                                                 

性質 3 已知𝑃(𝑥1, 𝑦1)、𝑄(𝑥2, 𝑦2)，並令∆𝑥 = |𝑥2 − 𝑥1|、∆𝑦 = |𝑦2 − 𝑦1|。 

 若由𝑃滾至𝑄且以最短路徑滾動，即𝑃𝑄̅̅ ̅̅ = ∆𝑥 + ∆𝑦，則： 

  ○1 當∆𝑥, ∆𝑦 ≥ 2且∆𝑥 × ∆𝑦 ≥ 8時，正六面體可任意指定面朝下。 

  ○2 當∆𝑥, ∆𝑦 ≥ 4且∆𝑥 × ∆𝑦 ≥ 20時，正六面體可任意指定兩面分別朝前及朝下。 

朝下面 𝑨 𝑩 𝑪 𝑫 𝑬 𝑭 

路徑數 5 2 2 1 1 4 

圖 6-1-3  

圖 6-1-2  
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由此可知，若正六面體及六塊色漆的初始位置兩兩之間皆符合性質 3 的○1 時，則其

最短路徑即七點的最短路徑(前述定理 3-2 即五點的最短路徑)；若其中有一段以上的路

徑不符合性質 3 的○1 時，則需再考量各路徑是否符合性質 3 的○2 ，由於此情形較為複雜

且篇幅有限，故在此不再做更詳細的討論。 

二、 正八面體 

對於「正八面體」的研究，由於底圖與正四面體同為三角網格，其於「△」、「▽」

上可滾動的方向亦與正四面體相同，因此我們依此特性繼續往下探討。 

⚫ 正八面體色漆初始位置與有無解關係 

正多面體的各面與底圖網格是否有對應關係一直是此篇研究的重點，在探討正

八面體時，使用研究正四面體的方法，將其各面依序標上𝐴至𝐻，如圖 6-2-1。 

如圖 6-2-2 為由底圖擷取的部分三角網格，若將圖 6-2-1 與 6-2-2 的紅色頂點重

合，並依順時針方向滾動正八面體，則可發現「𝐴, 𝐸」兩面只會與「△」接觸，

「𝐵, 𝐻」兩面則只會與「▽」接觸，如圖 6-2-2 所標示，將此結果延伸至整個底圖

網格，可完整推論出正八面體各面與網格的對應關係為「𝐴, 𝐶, 𝐸, 𝐺」對應「△」，

「𝐵, 𝐷, 𝐹, 𝐻」對應「▽」。 

     

  圖 6-2-1             圖 6-2-2 

按照上述結果，正八面體的有無解情形可由以下來描述： 

定理 4 當遊戲滿足下列所有情形時，則此題有解，反之則無解。 

 ○1 「正八面體」位於任意位置。 

 ○2 「八塊色漆」恰分別落在4個「△」及4個「▽」上。 
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 正八面體的研究到此，其滾動路徑及規律雖與正四面體相似，但因面數較多且各面與網

格並無一一對應關係，故無繼續進行最短路徑長的計算，本篇作品便也在此結束，以下將

「正四面體、正六面體、正八面體」的所有研究結果統整為結論。 

柒、 研究結論 

一、正四面體色漆初始位置與有無解關係： 

當四塊色漆位置恰分別落在標記𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷之方格，則此情形必有解。 

二、正四面體在任兩方格間最少滾動步數(距離)： 

假設兩方格為𝑃(𝑥1, 𝑦1)、𝑄(𝑥2, 𝑦2)，且定義∆𝑥 = |𝑥2 − 𝑥1|、∆𝑦 = |𝑦2 − 𝑦1|。 

(一) 若Δ𝑥 ≥ Δ𝑦，則𝑃𝑄̅̅ ̅̅ = Δ𝑥 + Δ𝑦。 

(二) 當Δ𝑥 < Δ𝑦： 

1. 若Δ𝑥 + Δ𝑦為偶數，則𝑃𝑄̅̅ ̅̅ = 2Δ𝑦。 

2. 當Δ𝑥 + Δ𝑦為奇數： 

(1) 若「𝑦1 > 𝑦2且𝑃為△」或「𝑦1 < 𝑦2且𝑃為▽」，則𝑃𝑄̅̅ ̅̅ = 2Δ𝑦 − 1。 

(2) 若「𝑦1 > 𝑦2且𝑃為▽」或「𝑦1 < 𝑦2且𝑃為△」，則𝑃𝑄̅̅ ̅̅ = 2Δ𝑦 + 1。 

三、正四面體在不考慮回黏條件下之最短路徑長： 

(一) 將任兩點距離以表格型式紀錄，並由定理 3-1、定理 3-2 可得最短路徑長。 

(二) 因手動計算較慢，故另寫𝑃𝑦𝑡ℎ𝑜𝑛程式輔助，如參考資料三。 

四、正四面體在任兩方格間滾動所經𝑨, 𝑩, 𝑪, 𝑫之個數： 

(一) 當Δ𝑥 ≥ Δ𝑦，如表 5-5-1 。 

(二) 當Δ𝑥 < Δ𝑦，如表 5-5-2、表 5-5-3。 

五、正四面體在考慮回黏條件下的最短路徑長之修正： 

(一) 當正四面體由起始點滾至第一塊色漆： 

𝑃𝑄̿̿ ̿̿ = 𝑃𝑄̅̅ ̅̅ = 𝑊 

(二) 當正四面體由第一塊色漆滾至第二塊色漆： 

𝑃𝑄̿̿ ̿̿ = 𝑊 + 2 × (與𝑃相同之格數) 
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(三) 當正四面體由第二塊色漆(𝑃)滾至第三塊色漆(𝑄)： 

○1 當Δ𝑥 < Δ𝑦，如表 5-7-1 ○2 當Δ𝑥 = Δ𝑦，如表 5-7-2 ○3 當Δ𝑥 > Δ𝑦，如表 5-7-3 

(四) 當正四面體由第三塊色漆(𝑃)滾至第四塊色漆(𝑄)： 

○1 當Δ𝑥 < Δ𝑦，如表 5-7-4 ○2 當Δ𝑥 = Δ𝑦，如表 5-7-5 ○3 當Δ𝑥 > Δ𝑦，如表 5-7-6 

六、正六面體在考慮回黏條件下的最小有解之底圖尺寸： 

底圖網格為2 × 3時即有解，且發現最短步數解為15步。 

七、正六面體在任兩方格間最少滾動步數(距離)： 

假設兩方格為𝑃(𝑥1, 𝑦1)、𝑄(𝑥2, 𝑦2)，且定義∆𝑥 = |𝑥2 − 𝑥1|、∆𝑦 = |𝑦2 − 𝑦1|。 

(一) 當單純考慮任兩方格間滾動步數：𝑃𝑄̅̅ ̅̅ = ∆𝑥 + ∆𝑦。 

(二) 需特定面朝下之兩方格滾動步數： 

若∆𝑥, ∆𝑦 ≥ 2且∆𝑥 × ∆𝑦 ≥ 8時，則可任意指定面朝下，且𝑃𝑄̅̅ ̅̅ = ∆𝑥 + ∆𝑦。 

(三) 需特定兩面分別朝前及朝下之兩方格滾動步數： 

若∆𝑥, ∆𝑦 ≥ 4且∆𝑥 × ∆𝑦 ≥ 20時，則可指定兩面朝前及朝下，且𝑃𝑄̅̅ ̅̅ = ∆𝑥 + ∆𝑦。 

八、正八面體色漆初始位置與有無解關係： 

當八塊色漆恰分別落在4個「△」及4個「▽」上時，則此情形必有解。 

捌、 未來展望 

 此作品對於原數學遊戲中「正四面體」的滾動做了詳細的分析與研究，但對於作品後半

部將回黏問題加入修正最短路徑長時，所得出的各項公式非常繁瑣，若輔以設計程式方能加

速計算結果，未來希望能將之整合得更加完善。 

 最後的延伸討論，對於「正六面體」、「正八面體」的研究目前相對較少，且若將回黏步

數計算在最短路徑長內時，所牽涉到的問題更為複雜，因此在最佳路徑的選擇以及最短路徑

長的證明皆為未來研究方向。此外，柏拉圖多面體尚有「正十二面體」及「正二十面體」，

其皆為之後能夠繼續發展的子題目。 
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玖、 參考資料 

一、柏拉圖多面體 

(https://en.wikipedia.org/wiki/Platonic_solid)。 

二、國中數學第六冊第二章立體圖形。 

三、𝑊𝑒𝑙𝑐𝑜𝑚𝑒 𝑡𝑜 𝑃𝑦𝑡ℎ𝑜𝑛. 𝑜𝑟𝑔 

(https://drive.google.com/file/d/1-PIj9bKGKdA62Z9W_JbZ-HMOCp222bul/view?usp=sharing). 

四、𝑆𝑖𝑚𝑜𝑛 𝑇𝑎𝑡ℎ𝑎𝑚′𝑠 𝑃𝑜𝑟𝑡𝑎𝑏𝑙𝑒 𝑃𝑢𝑧𝑧𝑙𝑒 𝐶𝑜𝑙𝑙𝑒𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛  

(https://www.chiark.greenend.org.uk/~sgtatham/puzzles/js/cube.html). 

 

https://en.wikipedia.org/wiki/Platonic_solid
https://drive.google.com/file/d/1-PIj9bKGKdA62Z9W_JbZ-HMOCp222bul/view?usp=sharing
https://www.chiark.greenend.org.uk/~sgtatham/puzzles/js/cube.html


【評語】030410  

在某四個格子有塗上顏色的正三角形網格棋盤上放置一個四

面都沒有顏色的正四面體，讓四面體在棋盤上滾動。當四面體的

某一面滾過一個上色的格子時，此格子的顏色會消失，顏色會轉

印到四面體的這一面。反之，如果四面體的某一面是已經被上色

了，當它滾過某一個沒有顏色的格子時，這一面的顏色會消失，

而顏色會轉印到這個格子上。在什麼條件下可以順利的讓四面體

的四面都上色？如果可以順利的完成，滾動的最少次數是多少？

這是由網路上的一個遊戲所引發的一個有趣的問題。作者們先計

算了由棋盤上某一點出發，經過特定的一些點的最少滾動次數，

再進一步分析當四面體在滾動過程中，如果某些面已經有了顏

色，這一面在滾過沒有顏色的格子時，滾動的步數應該如何修

正。透過這兩個步驟的分析，對於最少滾動的次數給出了一些結

論。文中分析問題的手法十分的適切，說理也很清楚，非常難

得。如果在正六面體、正八面體的情況有更清楚的說明，則作品

會更完整。 

C:\Users\cutes\Downloads\030410-評語 
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• 開局時，將於隨機位置出現「正四面體×1、色漆×4」。

• 〔過關條件〕透過滾動將所有色漆黏於正四面體上。

• 〔關卡有解〕當關卡能滿足過關條件，稱此關有解。

• 正四面體各面分別標上𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷。

• 將𝐴面朝下、置於(1,1)。

• 網格標記𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷。

• 三角轉換為方形網格。

正四面體－遊戲介紹

正四面體－定義底圖網格坐標

回
黏

位於△上 位於▽上 過關



已知𝑃 𝑥1, 𝑦1 、𝑄(𝑥2, 𝑦2)，並定義∆𝑥 = 𝑥2 − 𝑥1 、∆𝑦 = 𝑦2 − 𝑦1 。

(1)若Δ𝑥 ≥ Δ𝑦，則𝑃𝑄 = Δ𝑥 + Δ𝑦。

(2)若Δ𝑥 < Δ𝑦，則𝑃𝑄 = 2Δ𝑦或2Δ𝑦 ± 1。

階梯狀滾法

水平移動滾法

垂直上升滾法

定理 2

1
、
2

0
、
3

1
、
3

2
、
4

奇數 𝐴 𝐶
▲ ▼

偶數 𝐵 𝐷

𝑥 + 𝑦
(𝑚𝑜𝑑4)

𝑥

正四面體－滾動路徑及有無解情形

當遊戲滿足下列所有情形時，則此關有解，反之則無解。

(1)「正四面體」位於任意位置。

(2)「四塊色漆」恰分別落在標有𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷之網格。

定理 1



若以𝑂點為起點，過𝑃、𝑄、𝑅之最短路徑長為𝑂𝑚𝑖𝑛。

設𝑂1 = 𝑃𝑂, 𝑄𝑂, 𝑅𝑂 , 𝑂2 = {𝑃𝑄 + 𝑃𝑅, 𝑄𝑃 + 𝑄𝑅, 𝑅𝑃 + 𝑅𝑄}

𝑂𝑚𝑖𝑛 = ൝
𝑚𝑖𝑛 𝑂1 +𝑚𝑖𝑛 𝑂2 ……①

𝑚𝑖𝑛 𝑚𝑖𝑛 𝑂1 +𝑚𝑒𝑑 𝑂2 , 𝑚𝑒𝑑 𝑂1 +𝑚𝑖𝑛 𝑂2 ……②

①：若𝑂1中最小線段與𝑂2中最小和之兩線段不共點。

②：若非情況①，則為情況②。

其中，「𝑚𝑖𝑛」為取最小值，「𝑚𝑒𝑑」為取中位數。

若以𝑂點為起點，過𝑃、𝑄、𝑅、𝑆之最短路徑長為𝑂𝑚𝑖𝑛。

根據定理3-1，可得𝑃𝑚𝑖𝑛, 𝑄𝑚𝑖𝑛, 𝑅𝑚𝑖𝑛, 𝑆𝑚𝑖𝑛，則：

𝑂𝑚𝑖𝑛 = 𝑚𝑖𝑛(𝑂𝑃 + 𝑃𝑚𝑖𝑛, 𝑂𝑄 + 𝑄𝑚𝑖𝑛, 𝑂𝑅 + 𝑅𝑚𝑖𝑛, 𝑂𝑆 + 𝑆𝑚𝑖𝑛)

正四面體－不回黏之最短路徑長

定理 3-1

定理 3-2

【範例】最短路徑長= 7



符號 對應面 對應底圖

○ X X

□ V X

● X V

正四面體－色漆分布圖

正四面體－滾動路徑規律

色漆數 1 2 (相連) 2 (不相連) 3

色漆分布圖 □○○○ □□○○ □○□○ □□□○

步數圖
１２００
３４５６

１２００
３４５６

１２００
３４５６
００７８

１２００
３４５６
００７８

𝑷𝑸 6 6 8 8

• 𝑃𝑄：由𝑃至𝑄，不回黏的最短滾動步數。

• 𝑃𝑄：由𝑃至𝑄，含回黏的最短滾動步數。

• 以符號表示色漆分布情形。 相連較不相連

「省兩步」□□○○

□○□○

• 水平相鄰兩方格皆為固定組合：

(1) 方向為↗： 𝐴, 𝐵 、 𝐶, 𝐷 。

(2)方向為↘： (𝐴, 𝐷)、(𝐵, 𝐶)。

• 𝑫𝑪𝑨𝑩：依𝐷, 𝐶, 𝐴, 𝐵規律循環。

• □□□○：依□,□,□,○規律循環。



第二階段：垂直向上滾法

𝑃為△ 𝑃為▽

𝑄
為
△

各
𝑈

2
個。

(𝑈 = Δ𝑦 − Δ𝑥)
各

𝑈−1

2
個，𝑄加1個。

𝑄
為
▽

𝑈 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑4)：

各
𝑈+1

2
個，𝑃1減1個。

𝑈 ≡ 3 (𝑚𝑜𝑑4)：

各
𝑈+1

2
個，𝑄減1個。

𝑈 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑4)：

各
𝑈

2
個。

𝑈 ≡ 2 (𝑚𝑜𝑑4)：

各
𝑈

2
個，𝑃′減1個，𝑄加1個。。

第一階段：階梯狀滾法

∆𝑥為奇數 ∆𝑥為偶數

各
Δ𝑥−1

2
個，𝑃1, 𝑃2加1個。 各

Δ𝑥

2
個。

• 已知𝑃(𝑥1, 𝑦1)、𝑄(𝑥2, 𝑦2)。

• 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3依序為路徑所經之前三格。

一、當Δ𝑥 ≥ Δ𝑦：

𝑃𝑄 + 1 ÷ 4 = 𝑀…𝑁

二、當Δ𝑥 < Δ𝑦：

𝑨,𝑩, 𝑪,𝑫個數

𝑁 = 0
𝑃、𝑄同組 各𝑀個

𝑃、𝑃2異組 各𝑀個

𝑁 = 1
𝑃、𝑄同組 各𝑀個，𝑄加1個

𝑃、𝑃2異組 各𝑀個，𝑃加1個

𝑁 = 2 𝑃、𝑄同組
各𝑀個

𝑃、𝑄各加1個

𝑁 = 3

𝑃、𝑄同組
各𝑀個

𝑃、𝑃2、𝑄各加1個

𝑃、𝑃2異組
各𝑀個

𝑃、𝑃2、𝑃3各加1個

正四面體－滾動路徑之𝑨,𝑩, 𝑪, 𝑫個數



𝑃𝑄 = 𝑃𝑄

• 假設每步皆回黏，故訂𝑃𝑄基準為2𝑃𝑄。

𝑃𝑄 = 2𝑃𝑄 − 2 + −2 ×
𝑃𝑄−2

4
= 3Δ𝑥 − 1或3Δ𝑦 − 1

正四面體－含回黏之最短路徑長

𝑃𝑄 = 𝑃𝑄 + 2 × (與𝑃相同之格數)

Δ𝑥, Δ𝑦 𝑷 𝑸 ○位置 ●位置 𝚫𝒙 𝑃𝑄

Δ𝑥 < Δ𝑦
△ △

○○□□
●○□□

奇
數

公
式

○●□□

Δ𝑥 = Δ𝑦 ○□○□
●□○□

▽ ▽

○□●□

偶
數Δ𝑥 > Δ𝑦 □○○□

□●○□

□○●□

一、由起始點(𝑃)滾至第一塊色漆(𝑄)

三、由第二塊(𝑃)滾至第三塊色漆(𝑄)

二、由第一塊(𝑃)滾至第二塊色漆(𝑄)

【範例1】Δ𝑥 > Δ𝑦 (𝐴, 𝐶面有色漆)

【範例2】 Δ𝑥 = Δ𝑦

(𝐴, 𝐶面有色漆)

𝑃𝑄 = 2𝑃𝑄 + −2 ×
2Δ𝑦

4
− 1 = 2Δ𝑥 + Δ𝑦 − 1



𝑃𝑄 = 2𝑃𝑄 × −2 ×
Δ𝑥 − Δ𝑦 + 1

4
− 1 =

3Δ𝑥 + 5Δ𝑦 − 3

2

正四面體－含回黏之最短路徑長

四、由第三塊(𝑃)滾至第四塊色漆(𝑄)

• 假設每步皆回黏，故訂𝑃𝑄基準為2𝑃𝑄。

Δ𝑥, Δ𝑦 𝑷 𝑸 ○位置 𝚫𝒙 𝑃𝑄

Δ𝑥 < Δ𝑦
△ △

𝑃1(𝑃1
′) 奇

數
公
式

Δ𝑥 = Δ𝑦 𝑃2(𝑃2
′)

▽ ▽
偶
數Δ𝑥 > Δ𝑦 𝑃3(𝑃3

′)

【範例3】Δ𝑥 > Δ𝑦 (𝐴, 𝐶, 𝐷面有色漆)

• 當Δ𝑥 > Δ𝑦，「右三上一滾法」每循環省兩步。

若「最短路徑」為𝑂 → 𝑃 → 𝑄 → 𝑅 → 𝑆，則：

(1)最短路徑長= 𝑂𝑃 + 𝑃𝑄 + 𝑄𝑅 + 𝑅𝑆

(2)修正最短路徑長= 𝑂𝑃 + 𝑃𝑄 + 𝑄𝑅 + 𝑅𝑆

總結



𝑷 𝑸 ○ ● 𝚫𝒙 色漆分布圖 𝑷𝑸 (𝑾 = 𝑷𝑸)

𝐵𝐷 ▽ ▽ ○□○□ ●□○□
偶
數

○□○□○○□○□□○□○○□○
Δ𝑥 + 7Δ𝑦 − 2

2

𝐷𝐶 ▽ △ 𝑃3
′ - - □□○□□□□○□□○

7Δ𝑥 + 7Δ𝑦 − 1

4

正四面體－範例演示

坐標 𝐴 𝐵 𝐶 𝐷

𝑂 (8,5) 5 7 10 7

𝐴 (11,3) - 8 13 12

𝐵 (4,2) 8 - 15 8

𝐶 (9,10) 13 15 - 11

𝐷 (2,6) 12 8 11 -

𝐴𝑚𝑖𝑛 + 5 = 32

𝐵𝑚𝑖𝑛 + 7 = 38

𝐶𝑚𝑖𝑛 + 10 = 37

𝐷𝑚𝑖𝑛 + 7 = 36

𝑂𝐴 = 𝑂𝐴 = 𝟓

𝐴𝐵 = 𝐴𝐵 + 1 × 2 = 𝟏𝟎

𝐵𝐷 =
2+7×4−2

2
= 𝟏𝟒

𝐷𝐶 =
7×7+7×4−1

4
= 𝟏𝟗

②①

①不回黏最短步數

「 32步」

②含回黏最短步數

「 𝟒𝟖步」



• 當(Δ𝑥,Δ𝑦) = 2,4 ，可選特定一面朝下。

• 當(Δ𝑥,Δ𝑦) = 4,5 ，可選特定二面朝前與下。

• 當(Δ𝑥,Δ𝑦) = 2,4 ，各面壓至𝑄1之次數如下：

朝下面 𝑨 𝑩 𝑪 𝑫 𝑬 𝑭

路徑數 5 2 2 1 1 4

已知𝑃 𝑥1, 𝑦1 、𝑄(𝑥2, 𝑦2)，並令∆𝑥 = 𝑥2 − 𝑥1 、∆𝑦 = 𝑦2 − 𝑦1 。

若由𝑃滾至𝑄且以最短路徑滾動，即𝑃𝑄 = ∆𝑥 + ∆𝑦，則：

(1)當(Δ𝑥,Δ𝑦) ≥ 2、Δ𝑥 × Δ𝑦 ≥ 8且(Δ𝑥,Δ𝑦) ≠ (3,3)，正六面體可任意選定一面朝下。

(2)當(Δ𝑥,Δ𝑦) ≥ 4且∆𝑥 × ∆𝑦 ≥ 20，正六面體可任意選定二面分別朝前及朝下。

• 若任意兩色漆皆符合性質3之(1)時，則最短路徑即為「七點的最短路徑」。

• 若任意兩色漆有不符合性質3之(1)者，則最短路徑需搭配性質3之(2)做調整。

正六面體－滾動路徑及最短路徑長

性質 3



• 若將右列兩圖紅色頂點重合，並依順時針方向滾動，則：

(1)「𝐴, 𝐸, (𝐶, 𝐺)」只落在「△」上。

(2)「𝐵,𝐻, (𝐷, 𝐹)」只落在「▽」上。

當遊戲滿足下列所有情形時，則此關有解，反之則無解。

(1)「正八面體」位於任意位置。

(2)「八塊色漆」恰分別落在4個「△」及4個「▽」上。

• 底圖尺寸𝟐 × 𝟑即有解。

• 最短步數推測為𝟏𝟓步。

「色漆在任意位置皆有解」

正六面體－含回黏之底圖最小有解尺寸

正八面體－滾動路徑及有無解情形

定理 4



未來展望

• 柏拉圖多面體

(https://en.wikipedia.org/wiki/Platonic_solid)。

• Simon Tatham′s Portable Puzzle Collection

(https://www.chiark.greenend.org.uk/~sgtatham/puzzles/js/cube.html).

• Euler and Hamiltonian Paths and Circuits

(https://courses.lumenlearning.com/math4liberalarts/chapter/introduction-euler-paths).

參考資料

• 「柏拉圖多面體」

(1)正四面體：完成所有回黏公式的一般化。

(2)正六面體：最佳路徑選擇、回黏公式計算為後續方向。

(3)正八面體：各面與底圖有半對應關係，滾動規律尚未完整。

(4)正十二面體：雖其底圖無法密鋪，但仍可依規律排列。

(5)正二十面體：底圖與正四面體、正八面體同為「三角網格」。

https://en.wikipedia.org/wiki/Platonic_solid
https://www.chiark.greenend.org.uk/~sgtatham/puzzles/js/cube.html
https://courses.lumenlearning.com/math4liberalarts/chapter/introduction-euler-paths
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