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摘要 

    n 個人圍成一圈，面向圓心，且逆時針編號 1,2,……, n。一開始每人手中有一個糖果，由

1 號開始，逆時針分別給右邊的人一個、兩個、一個、兩個……糖果，手上沒有糖果的人必

須退出。我們將此傳遞規則定義為 1,2T ，同理 1,2 , pT 。這個傳遞遊戲，最終會有兩種情形，第

一種是由一人獨得所有糖果(成功狀態)，第二種是數人間傳遞糖果且形成循環(循環狀態)。 

研究後得知，在傳遞規則 1,2 , pT ( 2p  )下，若 1 2

1 2
ji

i jp p p p p
 =  ( 1 2, , , jp p p 為 p 的相

異質因數)，任意的 n 值( 1n p + )均可唯一表示成 1 2

1 2( ) ( )iss st

in p p p p m q=   +  ( ,t m N , 

p ∤ 1 2

1 2
iss s

ip p p , ( , ) 1m p = , 1,2, ,q p= )，令
( ) ( 1)

1

t
tp p q pq

S R p
p

− + −
= + 

−
，則當 1m = 時，

最終為成功狀態，且獨得糖果者的初始編號為 S ；當 2m  時，最終為循環狀態，且由m 人循

環傳遞糖果，而此m 人的初始編號是 1 2 1 2
1 2 1 2, , , ( 1)

s ss s s st ti i
i iS S p p p p S m p p p p+ + −  。

上述公式中的 R 值，可透過我們研究出來的「 R 值迭代法」求得。  

 

壹、研究動機 

    在科學研習月刊[1]有一個關於糖果傳遞的數學問題：「17 個人圍成一圈，面向圓心，且 

逆時針編號1,2, ,17。一開始每人手中有一個糖果，由 1 號開始，逆時針分別給右邊的人

一個、兩個、一個、兩個……糖果。但是手上沒有糖果的人必須馬上退出。是否有人可以得

到所有的糖果？如是，他一開始站在幾號位置？」我們對這個問題感到好奇，便展開一連串

的研究。 

 

貳、研究目的 

(一)探討不同人數、不同傳遞規則下，「成功狀態」與「循環狀態」的充要條件。 

(二)探討不同人數、不同傳遞規則下，最終不被淘汰的人之初始編號。 

 

 

叁、研究器材 

筆、電腦、Excel、eclipse(Java)  

 

肆、研究方法與過程 

傳遞規則 

n 個人圍成一圈，面向圓心，且逆時針編號1,2, , n。一開始每人手中有一個糖果，由 1 號

開始，逆時針分別給右邊的人一個、兩個、一個、兩個……糖果，手上沒有糖果的人必須退

出，直至不再有人退出。將此傳遞規則定義為 1,2T 。同理 1,2, , pT 。 

傳遞規則 1,2T   傳遞規則 1,2,3T   
傳遞規則 1,2, , pT  

p 為質數 

傳遞規則 1,2, , pT  

, 2p N p   

傳遞規則 1,2, , pT  

p 為質數的冪次方 
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文獻探討 

糖果傳遞問題往往會讓人聯想到著名的約瑟夫問題，然而它們的遊戲規則是截然不同的，約

瑟夫問題是 n 個人圍成一圈依序報數，每數到特定數即自殺，而糖果傳遞問題除了傳遞糖果

給下一位外，更加入不同的傳遞數量，直至手中糖果數歸 0 才會淘汰，過程更為複雜。此外，

雖然我們有查閱到第 40 屆全國科展作品[2]中有提到類似的傳遞問題，但文中只針對成功狀

態做初步推論，沒有證明，且其結論只是充分條件但非必要條件，探討相當不完整。 

 

輔助工具 

一開始我們以人工方式在 Execl 中將傳遞過程記錄，然而當n 值增加時，數據越來越龐大，狀

態越來越複雜，缺乏效率。此時，我們學寫了三年的程式設計能力正可以派上用場。我們以

Java 撰寫了程式，它可以輸入 1,2, , pT 中不同的 p 值與n 值，可呈現傳遞過程中每一輪末狀態列

與其初始編號，進而得到最終傳遞結果。有了這個程式，可幫助我們觀察傳遞規則、推導公

式並證明。(程式碼於研究日誌) 

 

名詞與符號定義 

(一) 狀態列 1 2( , , , )nP a a a= ：n 個人圍成一圈，逆時針編號1,2, , n ，每人手中分別有   

                             1 2, , , na a a 顆糖果。    

(二) ia
l

：第 i 人準備傳遞 l 顆糖果給下一人。 

(三) P Q→ ：狀態列 P 經過數次傳遞後變成狀態列Q。 

(四) 第 i 輪( iR )：糖果由 1 號依傳遞規則傳至n 號的過程稱為「第 1 輪」；將第 ( 1)i − 輪淘汰 

後剩餘者再依序從頭傳至尾的過程稱為「第 i 輪」。    

(五) n

rS ： n 人傳遞的第 r 階狀態列。在 1,2, , pT 下， 

         當 0r = 時，
0

nS 為n 人傳遞的初始狀態列，即 0 (1,1, ,1)=n

n

S

個

。 

         當 1r  時，若 1(mod )n p ，
1

( , , , , 1)= +n r r r r

rS p p p p ； 

                    若 (mod ) , 2,3, ,n q p q p = ，則 ( , , , , )=
q

n r r r

rS p p p q 。 

(六) nE ：若 n 人傳遞中，最後僅剩 1 人獨得所有糖果，則稱為「成功狀態」，記作 nE 。  

(七) nC ：若 n 人傳遞中，最後無法僅剩 1 人獨得所有糖果，而是數人間傳遞糖果且形成循環， 

         則稱為「循環狀態」，記作 nC 。  

(八) ( )n

rS k ： n 人傳遞中的第 r 階狀態列，未淘汰者重新編號後，第 k 個人的初始編號。 

(九)  nE e= ： n 人傳遞中，為成功狀態時，獨得所有糖果的人之初始編號為 e 。 

(十)  1 2= , , ,n iC c c c ： n 人傳遞中，為循環狀態時，循環的 i 人之初始編號為 

                      1 2, , , ic c c 。  
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以下舉兩個傳遞的例子： 

【例 1】 7n = 、傳遞規則 1,2T  

編號 1 2 3 4 5 6 7 
傳遞 
動作 

輪次 說明 

7
0S  1 1 1 1 1 1 1 1 

1R  

(一)傳遞過程為
1

7 7

0 1 7
(1,1,1,1,1,1,1)

(2,2,3)

S S C→ → 。 

 故最終為循環狀態。 

 

(二)  7 = 3,5,7C 。 

    即最終糖果在初始編號為 3、5、7 的三人 

    間循環傳遞。 

 

(三) 7

1 (1) 3S = 、 7

1 (2) 5S = 、 7

1 (3) 7S = 。 

    即 7

1S 中所剩 3 人的初始編號依序為 

    3、5、7。 

 0 2 1 1 1 1 1 2 

 0 0 3 1 1 1 1 1 

 0 0 2 2 1 1 1 2 

 0 0 2 0 3 1 1 1 

 0 0 2 0 2 2 1 2 

7
1S  0 0 2 0 2 0 3 1 

 0 0 3 0 2 0 2 2 

2R   0 0 1 0 4 0 2 1 

 0 0 1 0 3 0 3 2 

 0 0 3 0 3 0 1 1 

3R   0 0 2 0 4 0 1 2 

7C  0 0 2 0 2 0 3 1 

【例 2】 10n = 、傳遞規則 1,2T  

編號 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
傳遞 
動作 

輪次 說明 

10
0S  1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

1R  

(一) 傳遞過程為 

    

2 2

2

10 10 10

0 1 2
(1,1,1,1,1,1,1,1,1,1)

(2,2,2,2,2) (4,4,2)

10

3 10
(10)

(8,2)

S S S

S E

→ →

→ → 。
 

 故最終為成功狀態。 

(二)  10 = 3E 。 

    即最終由初始編號為 3 的人 

    獨得所有糖果。 

(三)程式執行畫面： 

 

 0 2 1 1 1 1 1 1 1 1 2 

 0 0 3 1 1 1 1 1 1 1 1 

 0 0 2 2 1 1 1 1 1 1 2 

 0 0 2 0 3 1 1 1 1 1 1 

 0 0 2 0 2 2 1 1 1 1 2 

 0 0 2 0 2 0 3 1 1 1 1 

 0 0 2 0 2 0 2 2 1 1 2 

 0 0 2 0 2 0 2 0 3 1 1 

10
1S  0 0 2 0 2 0 2 0 2 2 2 

 0 0 4 0 2 0 2 0 2 0 1 

2R  
 0 0 3 0 3 0 2 0 2 0 2 

 0 0 3 0 1 0 4 0 2 0 1 

 0 0 3 0 1 0 3 0 3 0 2 

 0 0 5 0 1 0 3 0 1 0 1 

3R  
 0 0 4 0 2 0 3 0 1 0 2 

 0 0 4 0 0 0 5 0 1 0 1 

10
2S  0 0 4 0 0 0 4 0 2 0 2 

 0 0 6 0 0 0 4 0 0 0 1 
4R  

 0 0 5 0 0 0 5 0 0 0 2 

 0 0 7 0 0 0 3 0 0 0 1 
5R  

 0 0 6 0 0 0 4 0 0 0 2 

 0 0 8 0 0 0 2 0 0 0 1 
6R  

 0 0 7 0 0 0 3 0 0 0 2 

 0 0 9 0 0 0 1 0 0 0 1 
7R  

10
3S  0 0 8 0 0 0 2 0 0 0 2 

10E  0 0 10 0 0 0 0 0 0 0 1  
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研究一：傳遞規則
1,2T  

首先，為了縮減傳遞流程記錄，我們把
1,2T 中，「一輪傳遞」的規則統整如下：  

1,2T 的「一輪傳遞」規則 

 偶數( 2n s= ) 奇數( 2 1n s= +  ) 

初始 

狀態 

0甲   
1甲  

2

(1 1 1 1 1 1 1)

1 2 1 2 2 1

1 2 1 1 2 +1

1 1 1 1 1 1 1

2

s

− − − − − −

+ + + + +

− − + − − +

−

+

個

傳

收

總

預

 

2 +1

(1 1 1 1 1 1 1)

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2
 

1

1

1 1 1 1 1 2

s

− − − − − −

+ + + + + +

− − + − + − +

−

個

傳

收

總

預

 

尾 2 

傳 2 

0乙  
1乙  

2

1 2 3 4 2 2 2 1 2( )

1 2 1 2 2 2

2 1 2 1 1    2
 

1 1 1 1 1 2

1

s s sa a a a a a a− −

− − − − − −

+ + + + + +

+ − + − +

−

−

傳

收

總

預

 

2

1 2 3 4 2 1 2 2 1( )

1 2 1 2 1 2

2 1 2 1 2 1
 

1 1 1 1 1

2

1

s s sa a a a a a a− +

− − − − − −

+ + + +

−

+ +

+ − + − + +

傳

收

總

預

 

尾非 1

傳 1 

0丙  
1丙  

1

1 2 3 4 2 2 2 1 2( )

2 1 2 1 1 2 1

1 2 1 2 2 1 2

1 1 1 1 1 1

1

1

  

s s sa a a a a a a− −

− − − − − − −

+ + + + + + +

− + − + + −

−

+

傳

收

總

預

 

1

1 2 3 4 2 1 2 2 1( )

2 1 2 1 2 1 1

1 2 1 2 1 2 1

1

2

1 1 1 1 1 0

s s sa a a a a a a− +

− − − − − − −

+ + + + + + +

− + − + − +

−

傳

收

總

預

 

尾非 2

傳 2 

0丁  1丁  
2

1 2 3 4 2 2 2 1 2( )

1 2 1 2 2 1 2

2 1 2 1 1 2 1
 

1 1 1 1 1 1

2

1

s s sa a a a a a a− −

− − − − − − −

+ + + + + + +

+ − + −

−

− + −

傳

收

總

預

 

2

1 2 3 4 2 1 2 2 1( )

1 2 1 2 1 2 2

2 1 2 1 2 1 2

1

1

1 1 1 1 1 0

s s sa a a a a a a− +

− − − − − − −

+ + + + + + +

+ − + − + −

−

傳

收

總

預

 

接著，我們打算將所有 n 值分成奇數和偶數來討論。研究結果如下： 

(一) n 為奇數 

引理 1.1.1：傳遞規則 1,2T ，當n 為奇數， 1r  ， s N ，則 

          (1)若存在狀態列
1

2 1

(2 , 2 , , 2 , 2 1)r r r r

s+

+

個

，則必存在     

            
1 1

1 1 1 1

2 1

(2 ,2 , , 2 , 2 1) (2 ,2 , , 2 , 2 1)r r r r r r r r

s s

+ + + +

+

+ → +

個 個

。 

          (2)若存在狀態列
1

2

(2 , 2 , , 2 , 2 1)r r r r

s

+

個

，則必存在
1

2

(2 , 2 , , 2 , 2 1)r r r r

n

s

C+ →

個

。 
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【證明】 

    (1)
1 1

1

0

2 1 2 1

(2 ,2 , , 2 , 2 1) (2 1,2 1, , 2 1,2 2)r r r r r r r r

s s+ +

+ ⎯⎯⎯→ − + − +輪後

丙

個 個

                         

1

0

2 1

1
3

0

2 1

0 0
1

1 1 1

0

2 1

(2 2,2 2, , 2 2,2 3)

(2 3,2 3, , 2 3,2 4)

(2 2 ,2 2 , , 2 2 ,2 2 1) ( 2 ,2 , ,2 ,2

r r r r

s

r r r r

s

r r r r r r r r r r r r r

s s

+

+

+ + + +

+

⎯⎯⎯→ − + − +

⎯⎯⎯→ − + − + →

⎯⎯⎯→ − + − + + =

2輪後

丙

個

輪後

丙

個

2 輪後

丙

個 個

1
1+1)

    

    (2)
2

2

2

1
1

1
(2 1(2 ,2 , , , 2 1, , 2 1,2 12 ,2 + )1) , 2 +1r r r rr r r r

ss

r⎯⎯⎯→ − + − +輪後

丙

個 個

 

          
1

1

2

(2 , 2 , , 2 , 2 +1)r r r r

s

⎯⎯⎯→

個

2輪後

丁
■ 

 

引理 1.1.2：傳遞規則 1,2T ，當n 為奇數( 3n  )，且表示成 2 1tn m=  + ( t N , m 為奇數)，則 

(1)若 1m = ，最終為成功狀態，其傳遞過程為
0 1 2 1

n n n n

t nS S S S E−→ → → → → ， 

   其中 0 (1,1, ,1)n

t

S =

(2 +1)個

、
1

(2

(2 ,2 , , 2 ,2 1)n r r r r

r

t r

S

− −

= +

1)個

，1 1r t  − 。 

(2)若 3m  ，最終為循環狀態，其傳遞過程為
0 1 2

n n n n

t nS S S S C→ → → → → ， 

           其中 0 (1,1, ,1)n

t m

S



=

(2 +1)個

、
1

(2

(2 ,2 , , 2 ,2 1)n r r r r

r

t r m

S

−  −

= +

1)個

，1 r t  。 

【證明】 

    (1) 2 1tn = +  

       
1 1

1

1

1(2 1)

(1,1, ,1) (0,0,2,0,2,0, ,2,0,3) ( 2,2, ,2,3)

t t− −

⎯⎯⎯→ =輪後

甲

(2 +1)個 個

 

      
1

1.1.1(1)

2(2 1)

( 4,4, ,4,5)

t− −

⎯⎯⎯⎯→ →引理

個

 

      
1 1

. 2 2 2 2 1 1

2(2 1)

( 2 ,2 ,2 ,2 1) (2 ,2 1) (2 +1)t t t t t t t

nE− − − − − −

−

⎯⎯⎯⎯→ + ⎯⎯⎯⎯→ + → =引理1.1 1(1) 引理1.1.1(1)

個

 

    (2) 2 1tn m=  +  ( 3m  且m 為奇數) 

       

1 1
1

1

1(2 1)

1
1.1.1(1)

2(2 1)

1
1.1.1(1)

( 1)

(1,1, ,1) (0,0,2,0,2,0, ,2,0,3) ( 2,2, ,2,3)

( 4,4, ,4,5)

( 2 , , 2 , 2 1)

t tm m

t m

t t t

n

m

C

−  −

−  −

−

⎯⎯⎯→ =

⎯⎯⎯⎯→ →

⎯⎯⎯⎯→ + ⎯⎯⎯⎯→

輪後

甲

(2 +1)個 個

引理

個

引理 引理1.1.1(2)

個

■
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引理 1.1.3：傳遞規則
1,2T ，當n 為奇數( 3n  )，且表示成 2 1tn m=  + ( t N , m 為奇數)，則 

          ( ) 1 2 , 1,2, ,2n r t r

rS k k k m−= +  =  ，其中
1

(2

(2 ,2 , , 2 ,2 1)n r r r r

r

t r m

S

−  −

= +

1)個

，1 r t  。 

【證明】 

    (1)當 1r = 時  

       因為 

2 1
3 5 2 1

1 1
1

0 11

1(2 1)

(1,1, ,1) (0,0,2,0,2,0, , 2 ,0, 3 ) ( 2,2, ,2,3)

t m

n n

t ttm mm

t m

S S

− 

 +
 − 

  

−

= ⎯⎯⎯→ = =輪後

甲

(2 +1)個 個(2 +1)個

 

       故  1 1 1

1 1 1(1) 3, (2) 5, , (2 ) 2 +1 1 (2 ) 2n n n t t tS S S m m m− −= =  =  = +     原式成立                              

    (2)假設 當 'r r= 時  原式成立  

       即 ' '

'( ) 1 2 , 1,2, ,2n r t r

rS k k k m−= +  =   

       則 當 ' 1r r= + 時                       

      

' '1 2 2
' ' ' '1 2 1 2 2 1 (2 1) 2          

     1
' '

 
'

 
'

'

'2

1
1 '

       

' '

 

'

0

'2

2 '

0

( 2 , 2 , , 2 , 2 1 )

    (2 1,2 1, , 2 1,2 2)

    (2 2,

n r r r r

r

t r m

t r rm
r r t r rm

r r r r

t r m

r

S

−+ 
−+ +  + − 



−



−

 

= +

⎯⎯⎯→ − + − +

⎯⎯⎯→ −

個

輪後

丙

個

輪後

丙

1
' ' '

'2

1
' ' 1 ' 1 ' 1

0

1
' 1 ' 1 '

' '1 2 2
' '1 2 2 1 4 2          

  

1 ' 1

'

 

' 1

2

 

1

2 2, , 2 2,2 3)

    (0, 2 , 0 , 2 , ,0, 2 1 )

    ( 2 , 2 , , 2 , 2 1)

t r rm
r

r r r

t r m

r

r

r r r

r r r r n

r

t r m

S

−+ 
+  +

−

+ + +

+ + + +

+

−




−




+ − + →

⎯⎯⎯→ +

= + =

個

2 輪後

丙

個

 

       故  ' 1 ' 2 ' 1

' 1 ' 1(1) 1 2 , (2) 1 2 1 2 2 , ,n r n r r

r rS S+ + +

+ += + = + = +   

          ' 1 ' ' ' 1 ' 1

' 1(2 ) 1 2 2 1 2 2n t r t r r t r r

rS m m m− − − − − +

+  = +  = +        原式成立                   

       由(1)(2)及數學歸納法  得證 ■ 

 

定理 1.1.4：傳遞規則 1,2T ，當n 為奇數( 3n  )，且表示成 2 1tn m=  + ( t N , m 為奇數)，則 

  (1)若 1m = ，最終為成功狀態，且  nE n= 。     

          (2)若 3m  ，最終為循環狀態，且 1 2 ,1 2 2 , ,1 2t t t

nC m = + +  +  。 

【證明】 
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    (1)由引理 1.1.2(1)知 

      若 1m = ，最終為成功狀態，其傳遞過程為
0 1 2 1

n n n n

t nS S S S E−→ → → → → 。 

      由引理 1.1.3 知  

      
      1 1 1

1 21 1 1 1 1 1

1 0

11 2 2
11 2

0

  

( 2 ,2 1) (2 1,2 2) (2 2,2 3)n t t t t

t
t

t t

tS − − − − − −

−

−+ 
−+ 



= + ⎯⎯⎯→ − + ⎯⎯⎯→ − + →輪後 輪後

丙 丙
                       

          
0

1 2

1

(0,2 1) (2 1)
t t t

n

t

E

+

−


⎯⎯⎯⎯→ + = + =2 輪後

丙
        故  1 2t

nE n = + =   

    (2)由引理 1.1.2(2)知 

      若 3m  ，最終為循環狀態，其傳遞過程為
0 1 2

n n n n

t nS S S S C→ → → → → 。 

      由引理 1.1.3 及引理 1.1.1(2)的證明過程知 

      
1

1 2
1 2 1 2 2     

1

( 1)

 

1

 

( )

( 2 , 2 , , 2 ,2 1) (2 ,2 , , 2 ,2 1)n t t t t t t t t

t

m

tm

m

t t

S

+ 

− −

+ +  
 

= + → → +

個 個

 

      故 1 2 ,1 2 2 , ,1 2t t t

nC m = + +  +    ■ 

 

(二) n 為偶數 

引理 1.2.1：傳遞規則 1,2T ，當n 為偶數， 1r  ， s N ，則 

         (1)若存在狀態列
2

2

(2 ,2 , , 2 ,2)r r r

s個

，則必存在    

           
2 2

1 1 1

2

(2 ,2 , , 2 ,2) (2 ,2 , , 2 ,2)r r r r r r

s s

+ + +→

個 個

。 

         (2)若存在狀態列
2

2 1

(2 ,2 , , 2 ,2)r r r

s+ 個

，則必存在
2

2 1

(2 ,2 , , 2 ,2)r r r

n

s

C

+

→

個

。 

【證明】 

    (1) 
22

1

1

2 2

(2 ,2 , , 2 ,2) (2 +1,2 1, , 2 1,2 1)r r r r r r r

s s

⎯⎯⎯→ − + +輪後

乙

個 個

 

        

2

0

2
2

3

0

2
0

2

0

2

1

(2 +2,2 2, , 2 2,2 )

(2 +3,2 3, , 2 3,2 1)

(2 +2 ,2 2 , , 2 2 ,2 2 2)

                            (2 ,

r r r r

s

r r r r

s

r r r r r r r r r

s

r+

⎯⎯⎯→ − +

⎯⎯⎯→ − + − →

⎯⎯⎯→ − + − +

=

2輪後

丁

個

輪後

丁

個

2 輪後

丁

個
2

1, 2 , 2)r

s

+

個
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    (2) 
2

1

2 1

1

2 1

(2 +2,2 , ,(2 ,2 , , 2 2 ), 2 *) r r r

s

r r r

s ++

⎯⎯⎯→

個

次後

個

 

       

1
1

0

2 1

2

1

2

1

2

1

1

1

* (2 +1,2 1, , 2 +1,2 1,2 +2)

 (2 ,2 , , 2 ,2 ,2 +2)

                          (2 +2,2 , , 2 )  

r r r r r

s

r r r r r

r

s

r r

s+

+

+

⎯⎯⎯→ − −

⎯⎯⎯→

⎯⎯⎯→

輪後

乙

個

2輪

個

後

丙

個

再 次後 ■

 

 

引理 1.2.2：傳遞規則 1,2T ，當n 為偶數( 4n  )，且表示成 2 2tn m=  + ( t N , m 為奇數)，則 

(1)若 1m = ，最終為成功狀態，其傳遞過程為
0 1 2

n n n n

t nS S S S E→ → → → → ， 

           其中 0 (1,1, ,1)n

t

S =

(2 +2)個

、
2

2

(2 ,2 , , 2 ,2)n r r r

r

t r

S

−

=

個

，1 r t  。 

(2)若 3m  ，最終為循環狀態，其傳遞過程為
0 1 2

n n n n

t nS S S S C→ → → → → ， 

           其中 0 (1,1, ,1)n

t m

S



=

(2 +2)個

、
2

2

(2 ,2 , , 2 ,2)n r r r

r

t r m

S

− 

=

個

，1 r t  。 

【證明】 

    (1) 2 2tn = +  

       

2 2
1

0

12

2
1.2.1(1)

22

2 2
1.2.1(1) 1.2.1(1)1 1

2

(1,1, ,1) (0,0,2,0,2,0, ,2,2) ( 2,2, ,2,2)

( 4,4, ,4,2)

( 2 ,2 ,2) (2 ,2) (2 +2)

t t

t

t t t t

nE

−

−

− −

⎯⎯⎯→ =

⎯⎯⎯⎯→ →

⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯→ → =

輪後

甲

(2 +2)個 個

引理

個

引理 引理

個

 

     

     (2) 2 2tn m=  +  ( 3m  且m 為奇數) 

         

2 2
1

0

12

2
1.2.1(1)

22

2
1.2.1(1) 1.2.1(2)

(1,1, ,1) (0,0,2,0,2,0, ,2,2) ( 2,2, ,2, 2)

( 4,4, ,4, 2)

( 2 , ,2 , 2)

t tm m

t m

t t

n

m

C

− 

− 

⎯⎯⎯→ =

⎯⎯⎯⎯→ →

⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯→

輪後

甲

(2 +2)個 個

引理

個

引理 引理

個

■
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引理 1.2.3：傳遞規則
1,2T ，當n 為偶數( 4n  )，且表示成 2 2tn m=  + ( t N , m 為奇數)，則      

           
1

3 ( 1) 2 , 1,2, , 2
( )

3 (2 3) 2 , 2 1

r t r

n

r r t r

k k m
S k

k k m

−

− −

 + −  = 
= 

+ −  =  +

， 

           其中
2

2

(2 ,2 , , 2 ,2)n r r r

r

t r m

S

− 

=

個

，1 r t  。  

【證明】 

      (1)當 1r = 時  

         因為 
2 2

1

2 2
3 5

0 10

1

2

2

1

( )

(1,1, ,1) (0,0,2,0,2,0, , 2 , 2 ) ( 2,2, ,2,2)n n

t ttm mm

t m
t m

S S

 +
 + 

  

− 

= ⎯⎯⎯→ = =輪後

甲

(2 +2)個 個2 +2 個

 

         故  1 1 1

1 1 1(1) 3, (2) 5, , (2 ) 2 1 3 (2 1) 2n n n t t tS S S m m m− −= =  =  + = +  −     

             1 1 0

1 (2 1) 2 2 3 2(2 1) 3 2n t t tS m m m− −  + =  + = +  + −                  原式成立 

      (2)假設 當 'r r= 時  原式成立  

         即 
' '

' ' 1 '

3 ( 1) 2 , 1,2, , 2
( )

3 (2 3) 2 , 2 1

r t r

n

r r t r

k k m
S k

k k m

−

− −

 + −  = 
= 

+ −  =  +

 

         則  當 ' 1r r= + 時     

         

2
' ' '

'

'(2 1)

2
1 '

' 1 ' 13 (2 1)2' ' '3 3 2 3 (2 1)2

' ' '

1

'2

2 ' ' ' '

0

(2 , 2 , , 2 , 2 )

    (2 +1,2 1, , 2 1,2 1)

    (2 +2,2 2, , 2 2,2

n r r r

r

t r m

r r r

t r rmr t r

r

t r m

r r r r

rm

S

−  +

−

− + −+  −−+ +  − 
  



=

⎯⎯⎯→ − + +

⎯⎯⎯→ − +

個

輪後

乙

個

輪後

丁

2

'2

2' ' 1 ' 1

' '3 (2 1)2' ' '3 3 2 2

' 1

0

2
' 1 ' 1 ' 1

' 1

' 1

3 (2

2

2)2

)

    (2 ,0, 2 ,0, ,0, 2 , 2 )

    (2 , 2 , , 2 , 2)

t r rmr t r

t r m

r r r r

r r r n

r

r m

m

t

r

S

−+  −−+  + 

− 

+ + +

+ + +

+

− − 

− 
  

→

⎯⎯⎯→

= =

個

2 輪後

丁

個

 

         故  ' ' 1

' 1 ' 1(1) 3, (2) 3 2 2 3 2 , ,n n r r

r rS S +

+ += = +  = +  

            ' 1 ' ' ' 1 ' 1

' 1(2 ) 3 (2 2) 2 3 (2 1) 2 ,n t r t r r t r r

rS m m m− − − − − +

+  = +  −  = +  −   

             ' 1 ' ' ' 1 '

' 1(2 1) 3 (2 1) 2 3 2(2 1) 3 2n t r t r r t r r

rS m m m− − − − −

+
  + = +  −  = +  + −       原式成立 

         由(1)(2)及數學歸納法  得證 ■ 
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定理 1.2.4：傳遞規則
1,2T ，當n 為偶數( 4n  )，且表示成 2 2tn m=  + ( t N , m 為奇數)，則 

  (1)若 1m = ，最終為成功狀態，且  3nE = 。     

          (2)若 3m  ，最終為循環狀態，且 3,3 2 , ,3 ( 1)2t t

nC m = + + − 。   

【證明】 

    (1)由引理 1.2.2(1)知 

       若 1m = ，最終為成功狀態，其傳遞過程為
0 1 2

n n n n

t nS S S S E→ → → → → 。 

       由引理 1.2.3 知 
2

13 2
3

1

3

(2 , 2 ) (2 2,0) (2 2)

t

n t t t

t nS E

−+


 

= ⎯⎯⎯→ + = + =次後   故  3nE =  

    (2)由引理 1.2.2(2)知 

       若 3m  ，最終為循環狀態，其傳遞過程為
0 1 2

n n n n

t nS S S S C→ → → → → 。 

       由引理 1.2.3 及引理 1.2.1(2)的證明過程知             

      

 3
3 3+2 3+( 1)2 3+2 3+( 1)2 

          1 1   2
1

  

(2 , 2 , , 2 ,2) ( 2 2, 2 , , 2 ) ( 2 2,2 , ,2 )n t

t

t t

t t tm m

t t t t t t

t

m m m

S

− −
    

= ⎯⎯⎯→ + → → +次後

個 個 個

 

       故 3,3 2 , ,3 ( 1)2t t

nC m = + + −   ■ 

 

綜合以上結果，我們將 n 為奇數情形的定理 1.1.4 與n 為偶數情形的定理 1.2.4 合併成定理 1，

敘述如下： 

定理 1：n 人( 3n  )依照規則 1,2T 傳遞糖果，且n 表示成 2tn m q=  + ( t N , m 為奇數, 1,2q = )， 

       令 2 (2 ) (2 1)tS q q=  − + − ，則  

       (1)若 1m = ，最終為成功狀態，且  nE S= 。 

       (2)若 3m  ，最終為循環狀態，且 , 2 , , ( 1)2t t

nC S S S m = + + − 。 

 

討論 

1.任意正整數 n ( 3n  )，必可唯一表示成 2tn m q=  +  ( t N , m 為奇數, 1,2q = )的型式。 

2.當 3m  時，最終會由m 人循環傳遞糖果，而當 1m = 時，即剩 1 人獨得所有糖果。顯然， 

  (1)的公式是(2)的縮化情形。 

 
【舉例】 

(1)當 665 2 1 1n = =  + ，則 62 (2 1) (2 1 1) 65S =  − +  − = ，故 [65]nE = 。 

   即 65 人依照規則 1,2T 傳遞糖果，最終會由初始編號 65 的人獨得所有糖果。 

(2)當 450 2 3+2n = =  ，則 42 (2 2) (2 2 1) 3S =  − +  − = ，故 4 43, 3 2 , 3 2 2 [3,19,35]nC  = + +  =  。 

   即 50 人依照規則 1,2T 傳遞糖果，最終會由初始編號 3,19,35 的人循環傳遞糖果。 
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研究二：傳遞規則
1,2,3T  

同研究一，為了縮減傳遞流程記錄，我們把
1,2,3T 中，「一輪傳遞」的規則統整如下：  

1,2,3T 的「一輪傳遞」規則 

 3n s=  3 1n s= +  3 2n s= +  

初始 

狀態 

0甲  
1甲  

2甲  

3

(1 1 1 1 1 1 1 1 1)

1 2 3 1 2 3 1 2

1 2 3 1 2 3 1 2

1 1 1 2 1 1 2 1 2

                                                       3

s

− − − − − − − −

+ + + + + + + +

− − − + −

−

− + − +

個

傳

收

總

預

 

(3 1)

(1 1 1 1 1 1 1 1 1 1)

1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 1 1 2 1 1 2 1 1 3

                                                            1 

s+

− − − − − − − − −

+ + + + + + + + +

− − − + − − +

−

− − +

個

傳

收

總

預

 

(3 2)

(1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1)

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1

1 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1

                                                                   2

s+

− − − − − − − − − −

+ + + + + + + + + +

− − − + − − + − − + +

−

個

傳

收

總

預

 

尾 2 

傳 2 

0乙  
1乙  

2乙  

1 2 3 4 5 6 3 2 3 1 3( )

3 1 2 3 1 2 3 2

2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 1 1 2 1 1 3

                                               1   

s s sa a a a a a a a a− −

− − − − − − − −

+ + + + + + + +

− + − − + − − +

−

傳

收

總

預

 

1 2 3 4 5 6 3 2 3 1 3 3 1( )

3 1 2 3 1 2 3 1 2

2 3 1 2 3 1 2 3 1

1 2 1 1 2 1 1 2 1

                                                         2 

s s s sa a a a a a a a a a− − +

− − − − − − − − −

+ + + + + + + + +

− + − − + − − +

−

+

傳

收

總

預

 

1 2 3 4 5 6 3 2 3 1 3 3 1 3 2( )

3 1 2 3 1 2 3 1 2 2

2 3 1 2 3 1 2 3 1 2

1 2 1 1 2 1 1 2 1 2

                                                                3 

s s s s sa a a a a a a a a a a− − + +

− − − − − − − − − −

+ + + + + + + + + +

− + − − + − − + −

−

+

傳

收

總

預

 

尾 3 

傳 3 

0丙  1丙  
2丙  

1 2 3 4 5 6 3 2 3 1 3( )

1 2 3 1 2 3 1 3

3 1 2 3 1 2 3 1

2 1 1 2 1 1 2 1

                                               2   

s s sa a a a a a a a a− −

− − − − − − − −

+ + + + + + + +

+ − − + − − + +

−

傳

收

總

預

 

1 2 3 4 5 6 3 2 3 1 3 3 1( )

1 2 3 1 2 3 1 2 3

3 1 2 3 1 2 3 1 2

2 1 1 2 1 1 2 1 2

                                                         3 

s s s sa a a a a a a a a a− − +

− − − − − − − − −

+ + + + + + + + +

+ − − + − − + −

−

+

傳

收

總

預

 

1 2 3 4 5 6 3 2 3 1 3 3 1 3 2( )

1 2 3 1 2 3 1 2 3 3

3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

2 1 1 2 1 1 2 1 1 3

                                                                1 

s s s s sa a a a a a a a a a a− − + +

− − − − − − − − − −

+ + + + + + + + + +

+ − − + − − + − −

−

+

傳

收

總

預

 

尾非1

傳 1 

0丁  
1丁  

2丁  

1 2 3 4 5 6 3 2 3 1 3( )

2 3 1 2 3 1 2 3 1

1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 1 2 1 1 2 1 1 2

                                                         1

s s sa a a a a a a a a− −

− − − − − − − − −

+ + + + + + + + +

− − + − − + −

−

− +

傳

收

總

預

 

1 2 3 4 5 6 3 2 3 1 3 3 1( )

2 3 1 2 3 1 2 3 1 1

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1

1 1 2 1 1 2 1 1 2 0

                                                            2    

s s s sa a a a a a a a a a− − +

− − − − − − − − − −

+ + + + + + + + + +

− − + − − + − − +

−

傳

收

總

預

 

1 2 3 4 5 6 3 2 3 1 3 3 1 3 2( )

2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 1

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2

1 1 2 1 1 2 1 1 2 1 1

                                                                        3

s s s s sa a a a a a a a a a a− − + +

− − − − − − − − − − −

+ + + + + + + + + + +

− − + − − + − − + −

−

+

傳

收

總

預

 

尾非2

傳 2 

0戊  
1戊  

2戊  

1 2 3 4 5 6 3 2 3 1 3( )

3 1 2 3 1 2 3 1 2

2 3 1 2 3 1 2 3 1

1 2 1 1 2 1 1 2 1

                                                         2

s s sa a a a a a a a a− −

− − − − − − − − −

+ + + + + + + + +

− + − − + − −

−

+ −

傳

收

總

預

 

1 2 3 4 5 6 3 2 3 1 3 3 1( )

3 1 2 3 1 2 3 1 2 2

2 3 1 2 3 1 2 3 1 2

1 2 1 1 2 1 1 2 1 0

                                                            3    

s s s sa a a a a a a a a a− − +

− − − − − − − − − −

+ + + + + + + + + +

− + − − + − − + −

−

傳

收

總

預

 

1 2 3 4 5 6 3 2 3 1 3 3 1 3 2( )

3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 2

2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 1

                                                                        1

s s s s sa a a a a a a a a a a− − + +

− − − − − − − − − − −

+ + + + + + + + + + +

− + − − + − − + − −

−

+

傳

收

總

預

 

尾非3

傳 3 

0己  1己  2己  

1 2 3 4 5 6 3 2 3 1 3( )

1 2 3 1 2 3 1 2 3

3 1 2 3 1 2 3 1 2

2 1 1 2 1 1 2 1 1

                                                         3

s s sa a a a a a a a a− −

− − − − − − − − −

+ + + + + + + + +

+ − − + − − +

−

− −

傳

收

總

預

 

1 2 3 4 5 6 3 2 3 1 3 3 1( )

1 2 3 1 2 3 1 2 3 3

3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

2 1 1 2 1 1 2 1 1 0

                                                            1    

s s s sa a a a a a a a a a− − +

− − − − − − − − − −

+ + + + + + + + + +

+ − − + − − + − −

−

傳

收

總

預

 

1 2 3 4 5 6 3 2 3 1 3 3 1 3 2( )

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 3

3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1

2 1 1 2 1 1 2 1 1 2 2

                                                                        2

s s s s sa a a a a a a a a a a− − + +

− − − − − − − − − − −

+ + + + + + + + + + +

+ − − + − − + − − +

−

−

傳

收

總

預

 

 

而我們將所有 n 值分成 1(mod3)n  、 2(mod3)n  和 0(mod3)n  三種情形來討論，並將引理

和定理合併呈現與證明。研究結果如下： 
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因版面空間不足，以下部分證明置於研究日誌。 

引理 2.1：傳遞規則 1,2,3T ，將n 表示成以下型式： 3tn m q=  + ( ,t m N , 3∤m , 1,2,3q = )，則   

      (1)當 1q = ， 1r  ， s N ，已知存在狀態列
1

(3 ,3 , ,3 ,3 1)r r r r

i

+

個

 

        ○1 若 3 2i s= + ，則必存在
1 1

1 1 1 1

(3 2)

(3 ,3 , ,3 ,3 1) (3 ,3 , ,3 ,3 1)r r r r r r r r

s s

+ + + +

+

+ → +

個 個

。 

        ○2 若 3 2i s + ，則必存在
1

(3 ,3 , ,3 ,3 1)r r r r

n

i

C+ →

個

。   

      (2)當 2q  ， 1r  ， s N ，已知存在狀態列 (3 ,3 , ,3 , )
q

r r r

i

q

個

 

        ○1 若 3i s= ，則必存在 1 1 1

3

(3 ,3 , ,3 , ) (3 ,3 , ,3 , )
q q

r r r r r r

s s

q q+ + +→

個 個

。 

        ○2 若 3i s ，則必存在 (3 ,3 , ,3 , )
q

r r r

n

i

q C→

個

。  

【證明】略(研究日誌) 

 

引理 2.2：傳遞規則 1,2,3T ，將n 表示成以下型式： 3tn m q=  + ( ,t m N , 3∤m , 1,2,3q = )，則  

       (1) 1q =  

         ○1 若 1m = ，最終為成功狀態，其傳遞過程為
0 1 2 1

n n n n

t nS S S S E−→ → → → → 。 

         ○2 若 2m  ，最終為循環狀態，其傳遞過程為
0 1 2

n n n n

t nS S S S C→ → → → → 。 

           其中 0

3 1

(1,1, ,1)n

t m

S =

( + )個

、
1

(3 1)

(3 ,3 , ,3 ,3 1)n r r r r

r

t r m

S

−  −

= +

個

，1 r t  ， 

           且 ( ) 1 3 , 1,2, ,3n r t r

rS k k k m−= +  =  。 

       (2) 2q    

         ○1 若 1m = ，最終為成功狀態，其傳遞過程為
0 1 2

n n n n

t nS S S S E→ → → → → 。 

         ○2 若 2m  ，最終為循環狀態，其傳遞過程為
0 1 2

n n n n

t nS S S S C→ → → → → 。 

           其中 0

3

(1,1, ,1)n

t m q

S =

( + )個

、

3

(3 ,3 , ,3 , )
q

n r r r

r

t r m

S q

− 

=

個

，1 r t  ， 

           且
1

3 (3 ) (3 1)
( 1) 3 , 1,2, ,3

2( )
3 (3 ) (3 1)

(3 7) 3   , 3 1
2

−

− −

 − + −
+ −  = 

= 
− + −

 + + −  =  +


r
r t r

n
rr

r t r

q q
k k m

S k
q q

k q k m

。 

【證明】略(研究日誌) 
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定理 2：n 人 ( 4)n  依照規則 1,2,3T 傳遞糖果，且 n 表示成 3tn m q=  +  ( ,t m N , 3∤m ,  

        1,2,3q = )，令
3 (3 ) (3 1)

2

t q q
S

 − + −
= ，則  

        (1)若 1m = ，最終為成功狀態，且  nE S= 。 

        (2)若 2m  ，最終為循環狀態，且 , 3 , , ( 1)3t t

nC S S S m = + + − 。 

【證明】 

  a. 1q =  

   (1)由引理 2.2知，若 1m = ，最終為成功狀態，其傳遞過程為
0 1 2 1

n n n n

t nS S S S E−→ → → → → 。 

     

11+3 3
1 11+3 1+2

1 1 1
11 1 1 1 1 1 1 1

0 0

3

1

1 ( 3 , 3 ,3 1) (3 1,3 1,3 3) (3 2,3 2,3 5)n t t

t

t t t t

t

t t

t

t

tS − − − − − − −

−
− − 

 
− −

− = + ⎯⎯⎯→ − − + ⎯⎯⎯→ − − +輪後 2輪後

丁 丁
 

                          

1+3

13

0
(0,0,3 1) (3 1)

t

t

t t


−

→ ⎯⎯⎯⎯→ + = +輪後

丁
   故  1 3t

nE S = + =   

   (2)由引理 2.2 及其證明過程知， 

     若 2m  ，最終為循環狀態，其傳遞過程為
0 1 2

n n n n

t nS S S S C→ → → → → 。 

     

1+ 3

1 1

( 1) ( 1)

1+3 1+2 3

( 3 , 3 , ,3 ,3 1) (3 ,3 , ,3 ,3 1)n t t t t t

tm
t t

t t t

t

m m

S

−


 

 

−

= + → → +

個 個

   

     故 1 3 ,1 2 3 , ,1 3 , , , ( 1)t t t t t

nC m S S p S m p   = + +  +  = + + −     

  b. 2q    

   (1)由引理 2.2 知，若 1m = ，最終為成功狀態，其傳遞過程為
0 1 2

n n n n

t nS S S S E→ → → → → 。 

     

1( 1) 3

(3 , ) (3 )

−+ − 


 

= → +

tS q
S

q

t

S

n t tS q q       故  nE S=  

   (2)由引理 2.2 及其證明過程知， 

     若 2m  ，最終為循環狀態，其傳遞過程為 0 1 2

n n n n

t nS S S S C→ → → → → 。 

     

3 ( 1) 3 3 ( 1) 3
          

1(3 , 3 , , 3 , ) (3 , 3 , , 3 ) (3 , 3 , , 3 )

t t t tS S S m S S S m

q
n t t t t t t t t t

t

m m m

S q q q

+ + −  + + − 
     

= ⎯⎯⎯→ + → → +次後

個 個 個

    

     故 , 3 , , ( 1)3t t

nC S S S m = + + −    ■ 

 

討論 

1.任意正整數 n ( 4n  )，必可唯一表示成 3tn m q=  +  ( ,t m N , 3∤m , 1,2,3q = )的型式。 

2.當 2m  時，最終會由m 人循環傳遞糖果，而當 1m = 時，即剩 1 人獨得所有糖果。顯然， 

  (1)的公式是(2)的縮化情形。 
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【舉例】 

(1)當 483 3 1 2n = =  + ，則
43 (3 2) (3 2 1)

43
2

S
 − +  −

= = ，故  43nE = 。 

  即 83 人依照規則 1,2,3T 傳遞糖果，最終會由初始編號 43 的人獨得所有糖果。 

(2)當 3111 3 4+3n = =  ，則
33 (3 3) (3 3 1)

4
2

S
 − +  −

= = ，故 

  3 3 34, 4 3 , 4 2 3 ,4 3 3 [4,31,58,85]nC  = + +  +  =  。 

   即 111 人依照規則 1,2,3T 傳遞糖果，最終會由初始編號 4,31,58,85 的人循環傳遞糖果。 

 

 

 

研究三：傳遞規則 1,2, , pT 且 p 為質數 

    研究一中，我們推導出規則 1,2T 下，只有 2 1tn = + 、 2 2t + 時，會發生成功狀態。研究二

中，我們推導出規則 1,2,3T 下，只有 3 1tn = + 、3 2t + 、3 3t + 時，會發生成功狀態。事實上，規

則 1,2T 、 1,2,3T 的結論，可類推至規則 1,2, , pT ( p 為質數)的情形。同研究一、二的證明流程，我們

首先整理出 1,2, , pT 的「一輪傳遞」規則(研究日誌)。並得出以下引理： 

 

引理 3.1：傳遞規則 1,2, , pT ， p 為質數，將n 表示成以下型式： tn p m q=  +   

         ( ,t m N , p ∤m , 1,2, ,q p= )，則   

    (1)當 1q = ， 1r  ， s N ，已知存在狀態列
1

( , , , , 1)r r r r

i

p p p p +

個

 

      ○1 若 ( 1)i ps p= + − ，則必存在
1 1

1 1 1 1

( ( 1))

( , , , , 1) ( , , , , 1)r r r r r r r r

ps p s

p p p p p p p p+ + + +

+ −

+ → +

個 個

。 

      ○2 若 ( 1)i ps p + − ，則必存在
1

( , , , , 1)r r r r

n

i

p p p p C+ →

個

。   

    (2)當 2q  ， 1r  ， s N ，已知存在狀態列 ( , , , , )
q

r r r

i

p p p q

個

 

      ○1 若 i ps= ，則必存在 1 1 1( , , , , ) ( , , , , )
q q

r r r r r r

ps s

p p p q p p p q+ + +→

個 個

。 

      ○2 若 i ps ，則必存在 ( , , , , )
q

r r r

n

i

p p p q C→

個

。  

【證明】略(研究日誌) 
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引理 3.2：傳遞規則
1,2, , pT ， p 為質數，將n 表示成以下型式： tn p m q=  +  

         ( ,t m N , p ∤m , 1,2, ,q p= )，則   

       (1) 1q =  

         ○1 若 1m = ，最終為成功狀態，其傳遞過程為
0 1 2 1

n n n n

t nS S S S E−→ → → → → 。 

         ○2 若 2m  ，最終為循環狀態，其傳遞過程為
0 1 2

n n n n

t nS S S S C→ → → → → 。 

           其中 0

1

(1,1, ,1)n

tp m

S =

( + )個

、
1

( 1)

( , , , , 1)n r r r r

r

t rp m

S p p p p

−  −

= +

個

，1 r t  ， 

           且
( ) ( 1)

( ) ( 1) , 1,2, ,
1

r
n r t r

r

p p q pq
S k k p k p m

p

−− + −
= + −  = 

−
。 

       (2) 2q    

         ○1 若 1m = ，最終為成功狀態，其傳遞過程為
0 1 2

n n n n

t nS S S S E→ → → → → 。 

         ○2 若 2m  ，最終為循環狀態，其傳遞過程為
0 1 2

n n n n

t nS S S S C→ → → → → 。 

           其中 0 (1,1, ,1)n

tp m q

S =

( + )個

、 ( , , , , )
q

n r r r

r

t rp m

S p p p q

− 

=

個

，1 r t  ， 

           且

  1

( ) ( 1)
( 1) , 1,2, ,

1
( )

( ) ( 1)
(2 1 ) , 1

1

r
r t r

n
rr

r t r

p p q pq
k p k p m

p
S k

p p q pq
pk p q p k p m

p

−

− −

 − + −
+ −  =  −

= 
− + −

 + − + −  =  +
−

。 

【證明】(僅呈現證明 2q  的部分， 1q = 的情形很類似。完整過程記錄於研究日誌。) 

 (2) 2q    

  第一部分：證明傳遞過程 

   ○1 ( 2)tn p q q= +   

     

1

2

1

2 (2)2 2 2

2

(1,1, ,1) (0, ,0, ,0, ,0, , ,0, ,0, ) ( , , , , )

( , , , , ) ( , ) ( + )

q q

t p p tp q pq
q q

t t

n

tp

p p q p p p q

p p p q p q p q E

−

−

⎯⎯⎯→ =

⎯⎯⎯⎯→ → ⎯⎯⎯⎯→ → =

輪後

甲

個 個( + )個 個個

引理3.1( ) 引理3.1

個

 

   ○2 ( 2)tn p m q q=  +   ( 2m  且 p ∤m ) 

     

1

2

1

(2)2 2 2

2

(1,1, ,1) (0, ,0, ,0, ,0, , ,0, ,0, ) ( , , , , )

            ( , , , , ) ( , , , )

q q

t p p tp m q p mq
q q

t t

t mp m

p p q p p p q

p p p q p p q

− 

− 

⎯⎯⎯→ =

⎯⎯⎯⎯→ → ⎯⎯⎯⎯→

輪後

甲

個 個( + )個 個個

引理3.1(2) 引理3.1 引理3

個個

.1(2)

nC⎯⎯⎯⎯→
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 第二部分：證明 ( )n

rS k 的公式—利用數學歸納法 

(i)當 1r = 時   

 （欲證

 

1
1 1

11
1 1 1

( ) ( 1)
( 1) 1 , 1,2, ,

1
( )

( ) ( 1)
(2 1 ) ( 1) , 1

1

t

n

t

p p q pq
k p pk k p m

p
S k

p p q pq
pk p q p p k q k p m

p

−

− −

 − + −
+ −  = + =  −

= 
− + −

 + − + −  = − + =  +
−

）  

      因為 1

0

2 1 1

2

1

(1,1, ,1) (0, ,0, ,0, ,0, , , ,0, ,0, )

tp m q
t

q
n

t p pp m q q

p p p m

S p p p q

 +
+ +  + 



  

= ⎯⎯⎯→輪後

甲

個 個( + )個 個

 

            1

1

( , , , , )
q

n

tp m

p p p q S

− 

= =

個

 

      故 1

1 1 1(1) 1, (2) 2 1, , ( ) 1n n n t tS p S p S p m p m−= + = +  =  +   

         1

1 ( 1)n t tS p m p m q−  + =  +                                 原式成立 

    (ii)假設 當 'r r= 時  原式成立    即      

   

'
' ' '

''
' 1 ' 1 '

( ) ( 1)
( 1) ( 1)                       , 1,2, ,

1( )
( ) ( 1)

(2 1 ) (2 1 ) , 1
1

r
r r t r

n
rr

r r t r

p p q pq
k p k p k p m

pS k
p p q pq

pk p q p pk p q p k p m
p

T

T

−

− − −

 − + −
+ −  = + −  =  −=  − + −

 + − + −  = + − + −  =  +
−

則  當 ' 1r r= + 時                           

     (欲證：

 

' 1
' 1 ' ' 1

'(' 1

' 1
' ' '

)

1

( ) ( 1)
( 1) ( )                 ,  1,2, ,

1

( )

( ) ( 1)
(2 1 ) ( 1) ,  1

1

r
r r t r

n

r

r
r r

rT p q

t r

p

p p q pq
k p pk q p k p m

p

S k

p p q pq
pk p q p pk p p k p

p
T m

T
+

+

+

− −

+ − 

+
− −

 − + −
+ −  = + −  = 

−


= 


− + − + − + −  = + − − =  +
 −

) 

' ' '

'

'

1 ' ' ' ' ' ' ' ' '

1

( ) ( )

' ' '( 1)

( , , , , )

( 1, , 1, ( 1), 1, , , 1, , 1, ( 1), 1, , ( 1)

r t r rT p

q
n r r r

r

t rp m

q
r r r r r r r r r

p q q p q

T p m pT

q

S p p p q

p p p p p p p p p p p q

−+ +  −

  

− 

− −

=

⎯⎯⎯→ − − + − − − − + − − + −

個

輪後

乙

個 個 個
個

2 ' ' ' ' ' ' ' ' '

4

( ) ( )

' '

(

1

4

)

( 2, , 2, (2 2), 2, , , 2, , 2, (2 2), 2, , ( 2))

(0, ,0,

q
r r r r r r r r r

p q q p q
q

rp

T p q

r

p q

p p p p p p p p p p p q

p

−

−

−

−


+

+

⎯⎯⎯→ − − + − − − − + − − + −

⎯⎯⎯→

輪後

丙

個 個 個
個

輪後

丙

個

' 1

' 1 ' 1 ' 1

' 1

'

'

1

' '( 1)
)

, 0 , ,0, , 0, ,0, ,0, ,0, )

( , , , , )

q
r

p qq

q
q

r r r n

r

t r rT p m p

t rp m

rp

p q

p p p q S

+

−

+ + +

+

−

−+

−

 −



 

= =

個個

個

個

 故 ' '

' 1 ' 1(1) ( ) , (2) (2 ) , ,n r n r

r rS p q p S p q pT T+ += + −  = + −   

       ' 1 ' '

' 1( ) ( ) ,n t r t r r

rS p m mT p q p− − −

+  = +  − ' 1 ' '

' 1( 1) ( 1)n t r t r r

rS p m p mT p− − −

+  + = +  −  原式成立 

    由(i)(ii)及數學歸納法  得證 ■ 
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定理 3：n 人( 1n p + )依照規則 1,2, , pT 傳遞糖果， p 為質數，且n 表示成   

        tn p m q=  +  ( ,t m N , p ∤m , 1,2, ,q p= )，令
( ) ( 1)

1

tp p q pq
S

p

− + −
=

−
，則  

        (1)若 1m = ，最終為成功狀態，且  nE S= 。 

        (2)若 2m  ，最終為循環狀態，且 , , , ( 1)t t

nC S S p S m p = + + − 。 

【證明】 

  a. 1q =  

   (1)由引理 3.2知，若 1m = ，最終為成功狀態，其傳遞過程為
0 1 2 1

n n n n

t nS S S S E−→ → → → → 。 

     
1 1

11+
1 1 11+ 1+2 1+( 1)

11 1 1 1 1 1 1 1

1

( 1)

( , , , , 1) ( 1, 1, , 1, )

tp p
t t tp p p p

n t t t t t t t t

t

p

S p p p p p p p p p

−
− − −

− − − − − − − −

−

−

 −  
  

= + ⎯⎯⎯→ − − − + →輪後

個

 

      

1

1

1

1

+

(0,0, ,0, 1) ( 1)
tp t t

tp p

p p p

−


− −⎯⎯⎯⎯→  + = +輪後         故  1 t

nE p S = + =   

   (2)由引理 3.2 知，若 2m  ，最終為循環狀態，其傳遞過程為
0 1 2

n n n n

t nS S S S C→ → → → → 。 

     

+(

1 1

( 1) (

1

1)

)
+

( , , , , 1 ) ( , , , , 1)

tS m p
tS S

n t t t t t t t t

t

m

p

m

S p p p p p p p p

− −

− 


 

= + → → +

個 個

   

     故 , , , ( 1)t t

nC S S p S m p = + + −   

  b. 2q    

   (1)由引理 3.2 知，若 1m = ，最終為成功狀態，其傳遞過程為 0 1 2

n n n n

t nS S S S E→ → → → → 。 

     

1( 1)

( , ) ( )

tS q p

q

S

n t t

t

S

S p q p q

−+ − 


 

= → +       故  nE S=  

   (2)由引理 3.2 知，若 2m  ，最終為循環狀態，其傳遞過程為
0 1 2

n n n n

t nS S S S C→ → → → → 。 

     

( 1) ( 1)
        

1
  

( , , , , ) ( , , , ) ( , , , )
q

n t t t t t t t t t

t

m m

t t t tS S p S m p S S p p

m

S m

S p p p q p q p p p q p p

+ + −  + + − 
     

= ⎯⎯⎯→ + → → +次後

個 個 個

    

     故 , , , ( 1)t t

nC S S p S m p = + + −    ■ 

 
【舉例】 

(1)當 3345 7 1 2n = =  + ，則
37 (7 2) (7 2 1)

288
6

S
 − +  −

= = ，故  288nE = 。 

  即 345 人依照規則 1,2, ,7T 傳遞糖果，最終會由初始編號 288 的人獨得所有糖果。 

(2)當 2612 11 5+7n = =  ，則
211 (11 7) (11 7 1)

56
10

S
 − +  −

= = ，故 

  2 2 2 256, 56 11 , 56 2 11 ,56 3 11 ,56 4 11 [56,177,298,419,540]nC  = + +  +  +  =  。 

  即612人依照規則 1,2, ,11T 傳遞糖果，最終會由初始編號56,177,298,419,540的人循環傳遞糖果。 
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研究四：傳遞規則
1,2, , pT 且 p 為質數的冪次方 

    研究三中，我們證得了結論：規則 1,2, , pT ( p 為質數)下，只有 ( 1,2, , )tn p q q p= + = 時，

會發生成功狀態，其餘皆為循環狀態。我們一直以為，規則
1,2,3,4T 下，應該也可以推論只有

4 1tn = + 、4 2t + 、4 3t + 、 4 4t + 時，才會發生成功狀態吧！然而經過我們多組數據測試，我

們發現這些 n 值只是發生成功狀態的充分條件，卻不是必要條件。比如： 19 4 2 1n = =  + ，竟

然最終也是成功狀態，到底是為什麼呢？顯然，當 p 不為質數時，公式就必須要修正。為了

瞭解在規則 1,2, , pT 下， p 不為質數時與 p 為質數時為何結論會有不同，我們決定先特別針對

0p p = ( 0p 為質數)的情形深入探討。首先，我們先舉 4p = 的幾個例子來觀察：  

n 值 表示法 傳遞過程 n 值 表示法 傳遞過程 

17 24 1 1 +  
17 17

0 1 17
(4,4,4,5)(1,1, ,1) (17)

S S E→ →  49 24 3 1 +  
49 49 49

0 1 2 49
(4,4, ,4,5) (16,16,17)(1,1, ,1) (16,16,17)

S S S C→ → →  

18 24 1 2 +  
18 18 18

0 1 2 18
(4,4,4,4,2) (16,2)(1,1, ,1) (18)

S S S E→ → →  50 24 3 2 +  
50 50 50

0 1 2 50
(4,4, ,4,2) (16,16,16,2)(1,1, ,1) (18,16,16)

S S S C→ → →  

19 24 1 3 +  
19 19 19

0 1 2 19
(4,4,4,4,3) (16,3)(1,1, ,1) (19)

S S S E→ → →  51 24 3 3 +  
51 51 51

0 1 2 51
(4,4, ,4,3) (16,16,16,3)(1,1, ,1) (19,16,16)

S S S C→ → →  

20 24 1 4 +  
20 20 20

0 1 2 20
(4,4,4,4,4) (16,4)(1,1, ,1) (20)

S S S E→ → →  52 24 3 4 +  
52 52 52

0 1 2 52
(4,4, ,4,4) (16,16,16,4)(1,1, ,1) (20,16,16)

S S S C→ → →  

33 24 2 1 +  
33 33 33

0 1 2 33
(4,4,4,4,4,4,4,5) (16,17)(1,1, ,1) (33)

S S S E→ → →  97 24 6 1 +  
97 97 97

0 1 2 97
(4,4, ,4,5) (16,16,16,16,16,17)(1,1, ,1) (32,32,33)

S S S C→ → →  

34 24 2 2 +  
34 34 34

0 1 2 34
(4,4,4,4,4,4,4,4,2) (16,16,2)(1,1, ,1) (34)

S S S E→ → →  98 24 6 2 +  
98 98 98

0 1 2 98
(4,4, ,4,2) (16,16,16,16,16,16,2)(1,1, ,1) (34,32,32)

S S S C→ → →  

35 24 2 3 +  
35 35 35

0 1 2 35
(4,4,4,4,4,4,4,4,3) (16,16,3)(1,1, ,1) (35)

S S S E→ → →  99 24 6 3 +  
99 99 99

0 1 2 99
(4,4, ,4,3) (16,16,16,16,16,16,3)(1,1, ,1) (35,32,32)

S S S C→ → →  

36 24 2 4 +  
36 36 36

0 1 2 36
(4,4,4,4,4,4,4,4,4) (16,16,4)(1,1, ,1) (36)

S S S E→ → →  100 24 6 4 +  
100 100 100

0 1 2 100
(4,4, ,4,4) (16,16,16,16,16,16,4)(1,1, ,1) (36,32,32)

S S S C→ → →  

 比較 p 為質數與 22p = 的情形之異同 

 n 表示成 tn p m q=  +  ( ,t m N , p ∤m , 1,2, ,q p= ) 

比較表 p 為質數 ( p ∤m ) 22p =  (4∤m ) 

傳遞過程 

同 

(1) 1q =  

  ○1 1m = ， 0 1 2 1

n n n n

tS S S S −→ → → → 。  ○2 2m  ， 0 1 2

n n n n

tS S S S→ → → → 。 

(2) 2q   

  ○1 ) 1m = ， 0 1 2

n n n n

tS S S S→ → → → 。  ○2 2m  ， 0 1 2

n n n n

tS S S S→ → → → 。 

( )n

rS k 公式 

同 

(1) 1q = ， ( ) ( 1) , 1,2, ,n r t r

rS k S k p k p m−= + −  =  。 

(2) 2q    

  1

( 1)       , 1, 2, ,
( )

(2 1 ) , 1

r t r

n

r r t r

S k p k p m
S k

S pk p q p k p m

−

− −

 + − = 
= 

+ − + − =  +

。 

  
( ) ( 1)

1

tp p q pq
S

p

− + −
=

−
 

傳遞結果 

異 

(1) 1m = ，為成功狀態。 

(2) 2m  時，為m 人的循環狀態。   

(1) 1,2m = ，為成功狀態。 

(2) 3m  ，m 為奇數，為m 人的循環狀態。 

(3) 3m  ，m 為偶數，為
2

m
人的循環狀態。   

上表中傳遞結果為何會不同呢？這讓我們相當好奇，於是我們更細微的觀察 4p = 情形的最後

一階狀態列 1

n

tS − 或 n

tS 之後的變化，研究結果如下：(僅說明 2q  的情形， 1q = 的情形很類似。) 
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【問題一】當 4=  +t
n m q ，為什麼 1,2m = 皆為成功狀態？若  nE e= ，則 e值為何？  

(1)當 1m = ，傳遞過程為
0 1 2

n n n n

tS S S S→ → → → ， (4 , ) (4 )
q

n t t

S

t nS q q E


= → + = ，故  nE S= 。 

(2)當 2m = ，傳遞過程為
0 1 2

n n n n

tS S S S→ → → → ，
1

+

1

0 1

4

(4 , 4 , ) (4 ,4 ) ( , )
qq

n t t t t

t

tS S

S q q a a
  +

= → + = 。  

觀察
0a 、

1a 接下來所傳遞出的糖果數： 

2,4q =  3q =  如左表，直觀來說， 

○1 2,4q = 時，
0a 給出的糖果總是比

1a 少，因此最終糖果會集中 

在 0a 手中。此時4 0(mod 2)q−  。  

○2 3q = 時， 0a 給出的糖果總是比 1a 多，因此最終糖果會集中 

  在
1a 手中。事實上，q = 1 也屬於此型。此時 4 1(mod 2)q−  。 

 

0a  
1a  

－3  
 －4 

－1  
 －2 

  

 

0a  
1a  

－4  
 －1 

－2  
 －3 

  

因此
1

+

1

4

(4 , 4 , ) (4 ,4 ) (4 2 )
qq

n t t t t

tS S

t

t nS q q q E
  +

= → + →  + = ， 4t

nE S R = +  ，其中4 (mod 2)q R−  。 
 

【問題二】當 4t
n m q=  + ，為什麼當 3m  ，4 ∤m 且m 為偶數時，結果為

2

m
人的循環狀態 

          呢？若  1 2, , ,
n i

C c c c= ，則 1 2, , ,
i

c c c 的值分別為何？  
  
 以 4 6tn q=  + 為例： n 的傳遞過程為

0 1 2

n n n n

tS S S S→ → → → ，其中 

 

4 2 4 3 4 4 4 5 4

1 1

0 1 2 3 4 5(4 , 4 , 4 , 4 , 4 , 4 , ) (4 ,4 ,4 ,4 ,4 ,4 ) ( , , , , , )
qq

n

t t t t tS S S S

t t t t t t t t t

S

t

S

t t

tS q q a a a a a a

+ +  +  +  + 
   +   

= → + = 。 

 觀察 0a 、 1a 、 2a 、 3a 、 4a 、 5a 接下來所傳遞出的糖果數： 

2,4q =  3q =  如左表，直觀來說， 

○1 2,4q = 時，最終糖果會集中在 0a 、 2a 、 4a 手中。 

   此時4 0(mod 2)q−  。  

○2 3q = 時，最終糖果會集中在 1a 、 3a 、 5a 手中。事實上， 

   q = 1 也屬於此型。此時4 1(mod 2)q−  。由○1 ○2 知， 

4 2 4 3 4 4 4 5 4 4 4 2 4 4 4 4
        

(4 , 4 , 4 , 4 , 4 , 4 , ) ( 2 4 , 2 4 , 2 4 , )

t t t t t t t t t tS S S S S S S R S

q q
n t t t t t t

R

t t

t

R S

tS q q

+ +  +  +  +  +  +  +  +  + 
        

= →     

   
1 1

0 1 2(2 4 , 2 4 , 2 4 ) ( , , )
q
t t tq b b b

 +

→  +   = ， 其中4 (mod 2)q R−  。 

 

0a  1a  2a  3a  4a  5a  
－3      

 －4     
  －1    
   －2   
    －3  
     －4 

－1      
 －2     
  －3    
   －4   
    －1  
     －2 

      
 

0a  1a  2a  3a  4a  5a  
－4      

 －1     
  －2    
   －3   
    －4  
     －1 

－2      
 －3     
  －4    
   －1   
    －2  
     －3 

      

2,3,4q =  再觀察 0b 、 1b 、 2b 接下來所傳遞出的糖果數：如左表，直觀來說， 

 

0b  1b  2b  
－3   

 －4  
  －1 

－2   
 －3  
  －4 

－1   
 －2  
  －3 

－4   
 －1  
  －2 

    

2,3,4q = 時， 0 1 2, ,b b b 平均的給出手中的糖果，因此糖果並不會集中在某人

手中，而是在此三人間循環傳遞。(q = 1 亦同) 

因此

4 2 4 3 4 4 4 5 4 4 4 2 4 4 4 4
        

(4 , 4 , 4 , 4 , 4 , 4 , ) ( 2 4 , 2 4 , 2 4 , )
q

t t t t t t t

q
n t t t t t t t t

t t tS S S S S S

t

t

S R

n

S R S R

S q q C

+ +  +  +  +  +  +  +  +  + 
        

= →    → ， 

4 , 4 2 4 , 4 4 4t t t t t

nC S R S R S R = +  +  +  +  +  ，其中 4 (mod 2)q R−  。 
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【問題三】上述公式中的 R 值為什麼決定於 (mod )p q R d−  ，其中 ( , )p m d= 呢？  

  以規則 1,2, ,9T 、 9 15 2tn =  + 為例：n 的傳遞過程為
0 1 2

n n n n

tS S S S→ → → → ，其中  

  
32

+9

0 1 14

+1

5 15

4

1

9

(9 , 9 , , 9 ,2) (9 2,9 , ,9 ) ( , , , )n t t t t

t tS S

t

t

S

tS a a a


  

= → + =

個 個

 且 ia 的初始編號為 9+  tS i 。 

  觀察 0a 、 1a 、……、 14a 接下來所傳遞出的糖果數：(將 1 個傳遞週期濃縮成 3 行表示) 

 
0a  

1a  
2a  

3a  
4a  

5a  
6a  

7a  
8a  

9a  
10a  

11a  
12a  

13a  
14a   

傳出 －3 －4 －5 －6 －7 －8 －9 －1 －2 －3 －4 －5 －6 －7 －8 1

輪 總變化 －1 －1 －1 －1 －1 －1 －1 ＋8 －1 －1 －1 －1 －1 －1 －1 

傳出 －9 －1 －2 －3 －4 －5 －6 －7 －8 －9 －1 －2 －3 －4 －5 2

輪 總變化 －1 ＋8 －1 －1 －1 －1 －1 －1 －1 －1 ＋8 －1 －1 －1 －1 

傳出 －6 －7 －8 －9 －1 －2 －3 －4 －5 －6 －7 －8 －9 －1 －2 3

輪 總變化 －1 －1 －1 －1 ＋8 －1 －1 －1 －1 －1 －1 －1 －1 ＋8 －1 

  

  由上表可看出，除了 1a 、 4a 、 7a 、 10a 、 13a 外，其他人手中的糖果數每輪減少一顆，一直           

  遞減，直至同時降至 0 顆，因此最終糖果會集中在 1a 、 4a 、 7a 、 10a 、 13a 此 5 人手中。 

  可觀察到以下性質： 

  (1)每3輪會形成一個傳遞週期。 

  (2) (9,15) 3= 每 3 人保留 1 人，其餘人手中糖果會清空而被淘汰。 

  (3) 9 2 (m1 od3)−  第一個保留的人為 1a 。 

  (4) 1a 、 4a 、 7a 、 10a 、 13a 的初始編號分別為 9 , 9 , 9 ,1 4 7 10 139 , 9+  +  +  +  + t t t t tS S S S S 。   

 
  事實上，這樣的糖果集中原則，對於任意 p 值，以及任意人數進行傳遞時，皆適用。  

 

為了方便描述糖果集中原則，我們先定義一個函數： 
,p

x p p
x

p

x

p x


= 


除以 的餘數, 當

當

Œ
。 

 

糖果集中原則：在規則 1,2, , pT 下，當剩 l 人傳遞糖果，且當前狀態列 0 1 1( , , , )a a a −l

l

型如 

              
 1

( , , , )

q
p

A q A A

+

+

l

，
p

d
A、1 q p  ，則數輪傳遞後，糖果會集中在 

              
1

, , ,R R d
R d

d

d

a a a+  
+ − 
 

l

l

手中，即狀態列變化為
 1

1

( , , , )

q
p

R R d
R d

d

d

a a a

+

+  
+ − 
 

l

l

， 

              其中 ( , )p d=l 、 (mod )p q R d−  、0 R d  。特別的是，當 ( , ) 1p =l 時， 

              0R = ，此時糖果會在此 l 人間循環傳遞。 

【證明】(僅證明1 1  −q p 個的情形， =q p 時同理。)   
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    假設當前狀態列為
1 1

0 1 1( , , , ) ( , , , )
q q

a a a A q A A
+ +

− = +
l

l

， 

ia 每一次糖果數變化可能為以下兩種情形：  

(ⅰ) 接收 ( 1)T − 顆糖果，傳出T 顆糖果，糖果總變化量為 1− 。  

(ⅱ) 接收 p顆糖果，傳出 1 顆糖果，糖果總變化量為 ( 1)p+ − 。 

    此外，若 ia 在某次傳遞出T 顆糖果，則下次會傳遞出 
p

T + l 顆糖果。因此， 

    ia 的傳遞情形是     2 1
p p

p

p

d

p
T T T T T

d

  
→ + → + → → + − → →  

  

次

l l l  

     產生週期為
p

d
的循環。【註1】 

    觀察 0 1 1, , ,a a a −l 傳遞出的糖果數，如下表：(將 0 1 1, , ,a a a −l 以每 d 人一組，分成
d

l
組。) 

 
0a

  Ra    R da +     1R d
d

a
 

+ − 
 

l
 

1a −l
  

傳 ( 1)q− +    1
p

R q− + +      1
p

R q d− + + +     1 1
p

R q d
d

  
− + + + −  

  

l
  

一

個

傳

遞

週

期 

p

d
  

輪 

總 －1  ☆ －1 －1 ☆ －1  －1 ☆ －1 

傳    1
p

R q− + + + l     1
p

R q d− + + + + l     1 1
p

R q d
d

  
− + + + − +  

  

l
l   

總 －1  ☆ －1 －1 ☆ －1  －1 ☆ －1 

            

傳   1 1
p

p
R q

d

  
− + + + −  

  
l    1 1

p

p
R q d

d

  
− + + + + −  

  
l     1 1 1

p

p
R q d

d d

    
− + + + − + −    

    

l
l   

總 －1  ☆ －1 －1 ☆ －1  －1 ☆ －1 

 

   存在以下性質：  

   (1) 
1

, , ,R R d
R d

d

a a a+  
+ − 
 

l
第一次傳遞出的糖果數分別為     

         1 , 1 , , 1 1
p p

p

R q R q d R q d
d

  
+ + + + + + + + −  

  

l
 

      因為  1 1(mod ), 0R q sd d s N+ + +    【註 2】，所以除了
1

, , ,R R d
R d

d

a a a+  
+ − 
 

l
外， 

      其他人均不可能為情形(ⅱ)，故手中糖果數每輪會少一顆，且糖果數會同時歸零而淘汰。   

   (2) 當
1

, , ,R R d
R d

d

a a a+  
+ − 
 

l
外的人之手中糖果數降至零時，共進行了 A輪傳遞，又

p

d
A，  

      因此必是進行了數個完整週期的傳遞過程。其狀態列變化如下： 

第 1 組 第 2 組 第
d

l
組 
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1

( , , , , , , , , , , )
q

d

A q A A A A A A
+

+

第2組
第 組第1組

l

 

1

( , , , , , , , , , , , , , , )

R

R

a
d

a

d

d
q

p

d
p p p p p p p p p p

A A A p A A A A A p A A q
d d d d d d d d d d

+
 

− 
 

 

⎯⎯⎯→ − − + − − − − − + − − − +
輪

第1組

第 組
l

l

 

1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
( , , , 2 , , , , , , , , 2 , , , )

R

R

a
d

a

q
p

d

d

d

p p p p p p p p p p
A A A p A A A A A p A A q

d d d d d d d d d d

+
 



− 
 

 

⎯⎯⎯→ − − + − − − − − + − − − +
2輪

第1組

第 組

l

l

 

1

1 1
1

1

(0, , 0, , 0, , 0, , 0, , 0, , 0, , ) ( , , , ) ( , , , )

R

R

a
d

a

q q q
A

R R d
R d

d

d d
d

d

dA dA q dA q dA dA a a a

+

+ +

+  
+ − 
 

 
− 

 
 

⎯⎯→ ⎯⎯→ + =輪 輪

第1組

第 組 l

l

l

l l

    

【註 1】 ( , )p d=l    令 ', 'p dp d= =l l   其中 ( ', ') 1p =l   則 '
p

p
d

=  

       ○1 若 '' , 1 '' ' 1
p

T p T p p+ =   −l   則 '' ' '' ' ' '' ' ' ''p p dp p d p p p p   →l l l  

         因此 '' , 1 '' ' 1
p

T p T p p+    −l  

       ○2      ' ' ' '
p p p

T p T p d T p T+ = + = + =l l l      由○1 ○2 知  產生週期為
p

d
的循環。 

【註 2】 (mod )p q R d−     p q R d B − − =   其中 B Z   

        故 1 1 ' 1 1(mod )R q sd p d B sd dp d B sd d+ + + = −  + + = −  + +      ■ 
 

討論 若
p

d
∤ A，糖果也會集中在

1

, , ,R R d
R d

d

a a a+  
+ − 
 

l
的手中，但變化後的狀態列不是型如 

     
 1

( , , , )

q
p

A q A A

+

+ 。本作品所處理的 A值，皆符合
p

d
A 。  

 
以上說明，我們可以將過程一般化，調整一下符號表示，便可證得定理 4。 

定理 4：n 人( 1n p + )依照規則 1,2, , pT 傳遞糖果，
0p p = ( 0p 為質數)，且n 表示成 

        ( ) ( ) ( )0 0 0

t
tn p p m q p p m q  =  + =  +  ( ,t m N , 0p ∤m ,   , 1,2, ,q p= )， 

        令 0

( ) ( 1)

1

tp p q pq
S

p

− + −
=

−
、 0(mod )p q R p −  、 00 R p   ， 0

tS S R p= +  ，則  

  (1)若 1m = ，最終為成功狀態，且  nE S= 。 

        (2)若 2m  ，最終為循環狀態，且 + +

0 0, , , ( 1)t t

nC S S p S m p    = + + − 。 

【證明】 
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   當 0 = 、 1m = 、 1q = ，即 ( )0 1 1
t

n p =  + ，同引理 3.2 之證明，我們可證得其傳遞過程為      

   
0 1 2 1

n n n n

t nS S S S E−→ → → → → ，且  nE S= ，定理 4 結論成立。 

   以下針對其他情形探討：同引理 3.2 之證明可證得， 

   a. 當 1q = 時，其傳遞過程為
0 1 2

n n n n

tS S S S→ → → → ， 

      其中
0

0

0 0 0

0
0 0

1 2 2

0 1 1

( 1)

( 1)

( , , , , 1) ( 1, , , , ) ( , , , )

t t

n t t t t t t t t

t p m

p m
p

S
S p S p m p

m p m

S p p p p p p p p a a a






 

 −

 −






+ + −


= + → + =

個
個

 

   b. 當 2q  時，其傳遞過程為
0 1 2

n n n n

tS S S S→ → → → ， 

     其中 

0

0 0 0

0

0
0 0

( 1)

1 1 1 1

0 1 1
( , , , , ) ( , , , ) ( , , , )

t t
S

S p S p m

qq q
n t t t t t t

t p m

p m
p m p m

p

S p p p q p q p p a a a 








+ + −
 +  +

 −


 



= → + =

個
個

 

   由 a. b.可知，無論q 值為何，皆存在狀態列
0

0

0 1 1
( , , , )

p m

p m

a a a 



 −

 個

型如
 1

( , , , )

+

+

q
p

A q A A ，其中 ia  

   的初始編號為
0

tS i p+  、
0

( ) ( 1)

1

tp p q pq
S

p

− + −
=

−
(

00 1i p m   − )。 

   接著，觀察其之後的變化。 

   由糖果集中原則知：
0 0 0 0( , ) ( , )p p m p p m p d   = = =  且 

0(mod )p q R p −  、
00 R p   ， 

   數輪傳遞後，糖果會集中在
( )1

, , ,R R d R m d
a a a+ + −

的手中。 

   (1)若 1m = ，糖果最終會集中在 Ra 一個人手中，他的初始編號為 0

tS R p S+  = ，即  nE S= 。  

   (2)若 2m  ，糖果會集中在 ( )1
, , ,R R d R m d

a a a+ + −
的手中，其中 ( , ) 1p m = 。 

     由糖果集中原則知：糖果會在 ( )1
, , ,R R d R m d

a a a+ + −
這m 人間循環傳遞，且他們的初始 

     編號為  0 0 0, ( ) , , ( 1)t t tS R p S R d p S R m d p+  + +  + + −  。  

     即 + +

0 0, , , ( 1)t t

nC S S p S m p    = + + −       ■ 

 

【舉例】 

(1)當 ( ) ( )
2

2 1250 3 3 1 7n = =   + ，則 2 13 7 2 (mod3 )−  ，
2

2

2

9 (9 7) (9 7 1)
2 9 190

3 1
S

− +  −
= +  =

−
，    

  故    190nE S= = 。即250 人依照規則 1,2, ,9T 傳遞糖果，最終會由初始編號 190 的人獨得所有糖果。 

(2)當 ( ) ( )
2

3 21284 2 2 5 4n = =   + ，則 3 22 4 0(mod 2 )−  ，
2

2

3

8 (8 4) (8 4 1)
0 8 41

2 1
S

− +  −
= +  =

−
， 

  故  8 841, 41 2 , , 41 4 2 41, 297, 553, 809,1065nC  = + +  =  。即 1284 人依照規則 1,2, ,8T 傳 

  遞糖果，最終會由初始編號 41, 297, 553, 809, 1065 的人循環傳遞糖果。 
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研究五：傳遞規則
1,2, , pT 且 , 2p N p   

    最後，我們想挑戰 p 為任意正整數的一般化情形。我們蒐集了各種 p 值的傳遞結果，有

了初步發現：若 p 的質因數分解為 1 2

1 2
ji

i jp p p p p
 = ( 1 2, , , jp p p 為 p 的相異質因數)，

且 n 表示成 1 2

1 2( ) ( )iss st

in p p p p m q=   + ，其中 ( , ) 1m p = ， p ∤ 1 2

1 2
iss s

ip p p ，其傳遞結果與

定理 4 類似，同時，我們也發現，存在某個 R 值，符合定理 4 中
0= +  t

S S R p 的通式。比如， 

傳遞規則
1,2, ,30T 下，當 4 2(2 3 5) 2 3 1 3tn =      + 時，最終為成功狀態，且  nE S= ，其中

0 129 30t

R

S S= +  。然而，這個 R 值該如何決定呢？經過研究發現，這和糖果集中原則息息相關，

且R 值在不同的n 值間存在著某種線性關係，我們可以利用這個線性關係迭代出所需的R 值。 

 

以下舉例說明： 

傳遞規則 1,2, ,30T 、 (2 3 5) 2 , 1,2, ,30t sn q q=    + = 之 R 值表 

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 …… 29 30 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 …… 0 0 

1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 …… 

…… 

1 0 

1 0 2+   0 0 2+   1 0 2+   0 0 2+   1 0 2+   0 0 2+   1 0 2+   0 0 2+   1 0 2+   0 0 2+   1 0 2+   0 0 2+   1 0 2+   0 0 2+   

2 3 0 3 0 3 0 3 0 3 0 3 0 …… 3 0 

1 1 2+   0 0 2+   1 1 2+   0 0 2+   1 1 2+   0 0 2+   1 1 2+   0 0 2+   1 1 2+   0 0 2+   1 1 2+   0 0 2+   …… 1 1 2+   0 0 2+   

3 
7 0 7 0 7 0 7 0 7 0 7 0 …… 7 0 

1 3 2+   0 0 2+   1 3 2+   0 0 2+   1 3 2+   0 0 2+   1 3 2+   0 0 2+   1 3 2+   0 0 2+   1 3 2+   0 0 2+   …… 1 3 2+   0 0 2+   

4 
15 0 15 0 15 0 15 0 15 0 15 0 …… 15 0 

1 7 2+   0 0 2+   1 7 2+   0 0 2+   1 7 2+   0 0 2+   1 7 2+   0 0 2+   1 7 2+   0 0 2+   1 7 2+   0 0 2+   …… 1 7 2+   0 0 2+   

傳遞規則 1,2, ,30T 、 (2 3 5) 2 3 , 1,2, ,30t sn q q=     + = 之 R 值表 

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 …… 29 30 

0 2 1 0 2 1 0 2 1 0 2 1 0 …… 1 0 

1 
5 4 3 2 1 0 5 4 3 2 1 0 …… 

…… 

1 0 

5 0 6+   4 0 6+   3 0 6+   2 0 6+   1 0 6+   0 0 6+   5 0 6+   4 0 6+   3 0 6+   2 0 6+   1 0 6+   0 0 6+   1 0 6+   0 0 6+   

2 
11 4 9 2 7 0 11 4 9 2 7 0 …… 7 0 

5 1 6+   4 0 6+   3 1 6+   2 0 6+   1 1 6+   0 0 6+   5 1 6+   4 0 6+   3 1 6+   2 0 6+   1 1 6+   0 0 6+   …… 1 1 6+   0 0 6+   

3 23 4 21 2 19 0 23 4 21 2 19 0 …… 19 0 

5 3 6+   4 0 6+   3 3 6+   2 0 6+   1 3 6+   0 0 6+   5 3 6+   4 0 6+   3 3 6+   2 0 6+   1 3 6+   0 0 6+   …… 1 3 6+   0 0 6+   

4 
47 4 45 2 43 0 47 4 45 2 43 0 …… 43 0 

5 7 6+   4 0 6+   3 7 6+   2 0 6+   1 7 6+   0 0 6+   5 7 6+   4 0 6+   3 7 6+   2 0 6+   1 7 6+   0 0 6+   …… 1 7 6+   0 0 6+   

傳遞規則 1,2, ,30T 、 2(2 3 5) 2 3 , 1,2, ,30t sn q q=     + = 之 R 值表  

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 …… 29 30 

0 8 4 0 8 4 0 8 4 0 8 4 0 …… 4 0 

1 
17 10 3 14 7 0 17 10 3 14 7 0 …… 7 0 

5 2 6+   4 1 6+   3 0 6+   2 2 6+   1 1 6+   0 0 6+   5 2 6+   4 1 6+   3 0 6+   2 2 6+   1 1 6+   0 0 6+   …… 1 1 6+   0 0 6+   

2 
35 28 21 14 7 0 35 28 21 14 7 0  7 0 

5 5 6+   4 4 6+   3 3 6+   2 2 6+   1 1 6+   0 0 6+   5 5 6+   4 4 6+   3 3 6+   2 2 6+   1 1 6+   0 0 6+   …… 1 1 6+   0 0 6+   

3 
71 28 57 14 43 0 71 28 57 14 43 0  43 0 

5 11 6+   4 4 6+   3 9 6+   2 2 6+   1 7 6+   0 0 6+   5 11 6+   4 4 6+   3 9 6+   2 2 6+   1 7 6+   0 0 6+   …… 1 7 6+   0 0 6+   

4 143 28 129 14 115 0 143 28 129 14 115 0  115 0 

5 23 6+   4 4 6+   3 21 6+   2 2 6+   1 19 6+   0 0 6+   5 23 6+   4 4 6+   3 21 6+   2 2 6+   1 19 6+   0 0 6+   …… 1 19 6+   0 0 6+   

3(0,0)R   

3(1,0)R   

3(2,0)R   

3(4,2)R   

3(3,1)R

  

說明:當 ( ) 230 2 11
t

n =  + 時，  nE S= 。其中 1

0

3

30S RS
=

= +  , 0

30 (30 11) (30 11 1)

30 1

t

S
− +  −

=
−

。 

s   
q   

s   

s   
q   

q   
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【說明】 

 若 1 2(2 3 5) 2 3s stn q=     + 的 R 值記作 1 2( , )qR s s ，由以上表格紫色圈圈，我們可以觀察到：   

 
3

3

(3,1)

(4,2) 129 3 21 6
R

R = = +     且   
3

3

(2,0)

(3,1) 21 3 3 6
R

R = = +     且   
3

3

(1,0)

(2,0) 3 1 1 2
R

R = = +   

 且   
3

3

(0,0)

(1,0) 1 1 0 2
R

R = = +  。 

 也就是只要我們給定初始值 3(0,0) 0=R ，依照一定的線性關係，就可依序迭代出 3(4, 2)R 。  

 

【問題】以上 R 值為什麼會存在線性關係呢？其線性關係如何表示？ 

 為了找出 3 3 3 3 3(4,2), (3,1), (2,0), (1,0), (0,0)R R R R R 間的關係，我們針對傳遞規則
1,2, ,30T ， 

 1 2(30) 2 3 3s stn =   + ，分別分析 1 2( , ) (4,2), (3,1), (2,0), (1,0), (0,0)s s = 時，其狀態列的變化。  

(1) 3(4,2)R 對應 4 2(2 3 5) 2 3 3 30 144 3t tn =     + =  + ，其傳遞過程為
0 1 2

n n n n

tS S S S→ → → → ， 

  

0
30 143 30 30 143 300 0 0 0 0

43

0 1 143(30 , 30 , , 30 ,3) (30 3, 30 , , 30 ) ( , , , )n t t t t t t

S
t t t tS S S S

t

S

S a a a

+ +  + + 
    

= → + =

144個 144個

，其中 ka 的初始編號為 

  0 30tS k+  、 0

30 (30 3) (30 3 1)

30 1

t

S
− +  −

=
−

(0 143k  )。觀察 0 1 143( , , , )a a a 接下來的變化。 

因為 (30,144) 6= 且30 3 3(mod 6)−  ，由糖果集中原則可知：數輪傳遞後，糖果會集中於 

3 9 15 141, , , ,a a a a 共 24 人手中，依此類推。將狀態列變化圖示如下：＜表 1＞  

(30,144) 6=  

30 3 3(mod 6)−   0a  1a  2a  3a  4a  5a  6a  7a  8a  9a  10a  11a  12a  13a  14a  15a  16a  17a  …… 138a  
139a  

140a  
141a  

142a  
143a  

 

(30,24) 6=  

30 3 3(mod 6)−   3a  9a  15a  21a  27a  33a  39a  45a  51a  57a  63a  69a  75a  81a  87a  93a  99a  105a  111a  117a  123a  129a  135a  141a  

(30,4) 2=  

30 3 1(mod 2)−   
   21a       57a       93a       129a    

(30,2) 2=  

30 3 1(mod 2)−   
         57a             129a    

最終結果                      129a    

  由＜表 1＞可知，糖果最終集中在 129a 手中，其初始編號為 0 129 30tS +  ，故 3(4,2) 129R = 。   

 

(2) 3(3,1)R 對應 3 1(2 3 5) 2 3 3 30 24 3t tn =     + =  + ，其傳遞過程為 0 1 2

n n n n

tS S S S→ → → → ， 

  

0
30 23 30 30 23 300 0 0 0 0

43

0 1 23(30 , 30 , , 30 ,3) (30 3, 30 , , 30 ) ( , , , )n t t t

S
t t t t

t t

S S S S

t

S

tS a a a

+ +  + + 
    

= → + =

24個 24個

。其中 ka 的初始編號為 

0 30tS k+  、 0

30 (30 3) (30 3 1)

30 1

t

S
− +  −

=
−

(0 23k  )。觀察 0 1 23( , , , )a a a 接下來的變化。 
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依照糖果集中原則，將狀態列變化圖示如下：＜表 2＞      

(30,24) 6=  

30 3 3(mod 6)−   0a  1a  2a  3a  4a  5a  6a  7a  8a  9a  10a  11a  12a  13a  14a  15a  16a  17a  18a  19a  20a  21a  22a  23a  

(30,4) 2=  

30 3 1(mod 2)−   
   3a       9a       15a       21a    

(30,2) 2=  

30 3 1(mod 2)−   
         9a             21a    

最終結果                      21a    

由＜表 2＞可知，糖果最終集中在 21a 手中，其初始編號為
0 21 30tS +  ，故 3(3,1) 21R = 。 

 
 觀察＜表 1＞、＜表 2＞的關係 

 ＜表 1＞的第二~五列的糖果集中模式和＜表 2＞的第一~四列一模一樣，只是每個編號呈現

3 6y x= + 的線性關係，而這個關係是因為原本＜表 1＞中 0 1 2 143, , , ,a a a a 共 144 人，依照   

糖果集中原則，在數輪傳遞後，糖果會集中在 3 9 15 141, , , ,a a a a 手中，而這 24 人若重新編號

後，身分就類同＜表 2＞中的 0 1 2 23, , , ,a a a a 。因此 3 3(4,2) 3 6 (3,1)R R= +  。  

 

(3) 3(2,0)R 對應 2 0(2 3 5) 2 3 3 30 4 3t tn =     + =  + ，其傳遞過程為
0 1 2

n n n n

tS S S S→ → → → ， 

  

0
30 2 30 3 30

43

0 1 2 3

30 2 30 3 300 0 0 0 0 0 0

(30 , 30 , 30 , 30 ,3) (30 3, 30 , 30 , 30 ) ( , , , )n t t t t t t

S
t t t t t tS S S S S S

t t

S

tS a a a a

+ +  +  + +  + 
      

= → + =

4個 4個

。 

依照糖果集中原則，將狀態列變化圖示如下：＜表 3＞      

(30,4) 2=  

30 3 1(mod 2)−   0a  1a  2a  3a  
   

  由＜表 3＞可知，糖果最終集中在 3a 手中，其初始編號為   

  0 3 30tS +  ，故 3(2,0) 3R = 。 
(30,2) 2=  

30 3 1(mod 2)−   
 1a   3a  

最終結果    3a  

  ＜表 2＞的第二~四列的糖果集中模式和＜表 3＞的第一~三列一模一樣，而每個編號呈現 

  3 6y x= + 的線性關係，因此 3 3(3,1) 3 6 (2,0)R R= +  。 

 

(4) 3(1,0)R 對應 1 0(2 3 5) 2 3 3 30 2 3t tn =     + =  + ，其傳遞過程為 0 1 2

n n n n

tS S S S→ → → → ， 

  

0
30 300

43

0 1

2 2

0 0

(30 , 30 ,3) (30 3, 30 ) ( , )

S
t tS S S

n t t t t

tS a a

+ +
  

= → + =

個 個

。 

  依照糖果集中原則，將狀態列變化圖示如下：＜表 4＞     

(30,2) 2=  

30 3 1(mod 2)−   
 0a   1a    由＜表 4＞可知，糖果最終集中在 1a 手中，其初始編號為    

  0 1 30tS +  ，故 3(1,0) 1R = 。 
最終結果    1a  

  ＜表 3＞的第二、三列的糖果集中模式和＜表 4＞的第一~二列一模一樣，而每個編號呈現    

  1 2y x= + 的線性關係，因此 3 3(2,0) 1 2 (1,0)R R= +  。 
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(5) 3(0,0)R 對應 0 0(2 3 5) 2 3 3 30 1 3t tn =     + =  + ，其傳遞過程為
0 1 2

n n n n

tS S S S→ → → → ， 

0

0

0

3

(30 ,3) (30 3) ( )n t t

S

t

S

S a
 

= → + = ，此時顯然 3(0,0) 0R = 。因此 3 3(1,0) 1 2 (0,0)R R= +  。 

 

我們將以上研究結論整理如下： 

R 值線性關係： 

 n 人依照規則 1,2, , pT 傳遞糖果， 1 2

1 2
ji

i jp p p p p
 = ( 1 2, , , jp p p 為 p 的相異質因數)，且 

 n 表示成 1 2

1 2( ) ( )iss st

in p p p p m q=   + ( ,t m N , p ∤ 1 2

1 2
iss s

ip p p , ( , ) 1m p = , 1,2, ,q p= )， 

 將 n 的 R 值記作 1 2( , , , )q iR s s s ，若 1 2

1 2( , )iss s

ip p p p d= 、 (mod )p q r d−  、0 r d  ，則 

      1 2 1 1 2 2( , , , ) ( ,0 , ,0 , , ,0 )q i q i iR s s s r R Max s Max s Max s d  = + − − −  。 

 

R 值迭代法： 

 依照 R 值線性關係，列出以下 R 值間的關係式，直至 1 2( , , , )is s s 降階至 (0,0, ,0) 。即  

 
     

     

1 2 1 1 2 2

1 1 2 2

( , , , ) ( ,0 , ,0 , , ,0 )

( 2 ,0 , 2 ,0 , , 2 ,0 ) (0,0, ,0)

q i q i i

q i i q

R s s s R Max s Max s Max s

R Max s Max s Max s R

  

  

→ − − − →

− − − → →
 

 給定初始值 (0,0, ,0) 0qR = ，可迭代出 1 2( , , , )q iR s s s 之值。 

 

定理 5：n 人( 1n p + )依照規則 1,2, , pT 傳遞糖果， 1 2

1 2
ji

i jp p p p p
 = ( 1 2, , , jp p p  

       為 p 的相異質因數)，且n 表示成 1 2

1 2( ) ( )iss st

in p p p p m q=   +  ( ,t m N ,  

       p ∤ 1 2

1 2
iss s

ip p p , ( , ) 1m p = , 1,2, ,q p= )。令
0

( ) ( 1)

1

tp p q pq
S

p

− + −
=

−
， 

       
0

tS S R p= +  ，其中 1 2( , , , )q iR R s s s= 依照 R 值迭代法得出，則  

 (1)若 1m = ，最終為成功狀態，且  nE S= 。 

 (2)若 2m  ，最終為循環狀態，且 

 1 2 1 2

1 2 1 2, , , ( 1)i is ss s s st t

n i iC S S p p p p S m p p p p = + + −  。 

【證明】 

   當 ( ) 1 1tn p=  + 時，顯然成立。以下針對其他情形探討： 

 (ⅰ) 證明存在 R 值線性關係  

   已知 1 2

1 2( ) ( )iss st

in p p p p m q=   + 的 R 值為 1 2( , , , )q iR s s s ，其中 0

tS S R p= +  代表最終狀 

   態第一個不被淘汰的人之初始編號。同引理 3.2 與定理 4 之證明，我們可證得： 
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   無論 q 值為何，必存在狀態列
1 2

1 2

1 2
1 2

0 1 1
( , , , )ss s i

i

ss s i
i

p p p m

p p p m

a a a
 −

 個

型如
 1

( , , , )

+

+

q
p

A q A A ，其中 ka 的初始 

   編號為
0

tS k p+  、
0

( ) ( 1)

1

tp p q pq
S

p

− + −
=

−
 ( 1 2

1 20 1iss s

ik p p p m   − )。 

   接著，觀察其之後的變化。由糖果集中原則知： 

        1 1 2 21 2 1 2 1 2
min ,min , min ,

1 2 1 2 1 2 1 2( , ) ( , )j i ii i i
ss ss ss s s s

i i j i ip p p p m p p p p p p p p p p d
   

= = =  

   且 (mod )p q r d−  、0 r d  ，數輪傳遞後，糖果會集中在
1 2

1 2 1

, , , ss s i
i

r r d p p p
r m d

d

a a a+  
+  − 
 
 

 

   的手中，這些人重新編號後成為
1 2

1 2
0 1

1

, , , ss s i
ip p p

m
d

b b b
 −

。 

   顯然，舊編號與新編號會呈現線性關係 y r d x= + 
新編號舊編號

，因此， kb 的初始編號為 

   
0 ( ) tS r d k p+ +    (

1 2

1 20 1
iss s

ip p p
k m

d
   − )。 

   同理，當
1 2

1 2' ( ) ( )
iss s

t ip p p
n p m q

d
=   + 時，我們也可證得，無論q 值為何，必存在狀態列 

   
1 2

1 2

1 2
1 2

0 1
1

( , , , )ss s i
i

ss s i
i

p p p
m

d

p p p
m

d

c c c
 −

 個

型如
 1

( , , , )

+

+

q
p

A q A A ，其中 ka 的初始編號為 0

tS k p+  、   

   
0

( ) ( 1)

1

tp p q pq
S

p

− + −
=

−
(

1 2

1 20 1
iss s

ip p p
k m

d
   − )。接著，我們化簡

1 2

1 2
iss s

ip p p
m

d
 可得： 

   
     

     
1 2 1 2

1 1 2 2

1 1 2 2

,0 ,0 ,01 2 1 2
1 2min , min , min ,

1 2

i i

i i

i i

s ss s s s
Max s Max s Max si i

is s s

i

p p p p p p
m m p p p m

d p p p

  

  

− − −
 =  =   

   因此， 'n 的 R 值可記為      1 1 2 2( ,0 , ,0 , , ,0 )q i iR Max s Max s Max s  − − − 。 

   又
1 2

1 2
0 1

1

( , , , )ss s i
ip p p

m
d

c c c
 −

和 
1 2

1 2
0 1

1

( , , , )ss s i
ip p p

m
d

b b b
 −

 接下來的傳遞過程會一模一樣， 

   因此 n 的 R 值為      1 1 2 2( ,0 , ,0 , , ,0 )q i ir R Max s Max s Max s d  + − − −  。 

   即      1 2 1 1 2 2( , , , ) ( ,0 , ,0 , , ,0 )q i q i iR s s s r R Max s Max s Max s d  = + − − −  。  

 

(ⅱ)證明迭代法可得出 1 2( , , , )q iR s s s  

(ⅰ)的步驟可依此類推，必能將 1 2( , , , )q iR s s s 降階至 (0,0, ,0)qR ，也就是 ( ) ( )tn p m q=  +    

   的 R 值。同引理 3.2 之證明可得，無論 q 值為何，必存在狀態列 0 1 1( , , , )m

m

a a a −

個

型如 

   
 1

( , , , )

+

+

q
p

A q A A ，其中 ka 的初始編號為 0

tS k p+  、 0

( ) ( 1)

1

tp p q pq
S

p

− + −
=

−
( 0 1k m  − )， 

   此時 ( , ) 1=p m 。由糖果集中原則知：糖果會在此m 人間循環傳遞，即 (0,0, ,0) 0qR = 。 
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(ⅲ)證明定理 5 

   由(ⅰ) (ⅱ)知，當 1 2

1 2( ) ( )iss st

in p p p p m q=   + ，狀態列 n

tS 之後的變化為   

1 2
1 2 1

1 2 1 2
1 11 2 1 2

1
1 2

1 2

0 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1

1 2
1 2

( , )

0 1 2 0 1 2(mod )1
1

2 ( ) ( 2 )

( , , , , ) ( , , , ,

t t t t

ss s i
i

s ss s s si i
i i

ss s i
i

s s

t

p p p p m d

p q

S S p S p S r p S r d p S

r dp p p m p p p
m

d
p p p m

p p

r d p

p

a a a a b b b b
 =

− 

+ + +  + +  + + 

  

−
 −

  



⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→

個

1

)

si
i m

d
 個

                            

              

0 1 2 1 0 1 2 1 1 2 01 2
1 2

2
1

1 2
2

1 2 1 1 2

2 1 2

1 2

1 2
1 2

1 2

( , )

0 1 2(mod

( ) ( )

)
1

) ( 2

( , , , , )

ss s i
i

ss s i
i

ss s i
i

t t tS r r d p S r r d d d p S r r
p p p

p m d
d

p q r d p p p
m

d d

p p p

d d d

m
d

p

d

c c c c
 =

− 


+ +  + + +  + + +

−





  

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→

個

 

                        

              

0 1 2 0 1 2 1 2 0 1 2 1 2( , , , ) ( ( , , , ) ( )) ( ( , , , ) 2(

0 1 1

))

1( , , , , )

t t t
q i q i k q i kS R s s s p S R s s s d d d p S R s s s d

m

m

d d p

e e e e

+  + +  +



−

+ 

 

⎯⎯→

個

 

                 其中 1 2

1 2 1 2
iss s

i kp p p d d d=  

    可得以下結論： 

(1)若 1m = ，最終為成功狀態，且  nE S= 。 

(2)若 2m  ，最終為循環狀態，且 

      1 2 1 2

1 2 1 2, , , ( 1)i is ss s s st t

n i iC S S p p p p S m p p p p = + + −  。 ■ 

 

【舉例】 

(1) ( ) ( )
2

2 22596 2 3 2 3 4n = =    + ，依照 R 值線性關係列出以下關係式：      

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 21 2 0 1 0 0

4 44 4

12 2 3 4 12 2 3 4 12 2 3 4

4 4 4(12,3) 3(12,18) 6

(0,1) 2 (0,0) 3

2

(1,2) 2 (0

m

,

1 4 2( od3)12 4 2(mod6)

1) 6

(1,2) (0,1) (0,0)

n n n

R RR R

R R R

=   + =   + =   +

 



==
− − 

= + = + 

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→
得得 4 4 4

0 2 14

(0,0) (0,1) (1,2)

R

R R R → →

值迭代法
 

2

0

12 (12 4) (12 4 1)
109

12 1
S

− +  −
= =

−
，

4 (1,2)

2109 12 212514
R

S = +  = ，故    2125nE S= = 。 

  即 2596 人依照規則 1,2, ,12T 傳遞糖果，最終會由初始編號 2125 的人獨得所有糖果。 

 

(2) ( ) ( )
1

2 23013 2 5 2 5 3 13n = =     + ，依照 R 值線性關係列出以下關係式： 

( ) ( ) ( ) ( )



( ) ( )1 1 11 2 0 1 0 0

113 313 13

20 2 5 3 13 20 2 5 3 13 20 2 5 3 13

13 13 13(20,5) 5(20,50) 10
20 13 2(mod

(0,1) 2 5 (0,0)(1,2) 7

d

(

5)2

1

0 13

0

7(mo )

10 ,

10

)

(1,2) (0,1) (0,0)

n n

RR

n

RR

R R R

=    + =    + =    +

== 
 − 

= + 


= + 

−

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→
得得 13 13 13

0 2 27

(0,0) (0,1) (1,2)

R

R R R → →

值迭代法
 

1

0

20 (20 13) (20 13 1)
21

20 1
S

− +  −
= =

−
，

13 (1,2)

121 20 56127
R

S = +  = ，故  

   3 3 3 3561, 561 2 5 , 561 2 2 5 561,1561,2561nC  = +  +   =   

  即 3013 人依照規則 1,2, ,20T 傳遞糖果，最終會由初始編號 561, 1561, 2561 的人循環傳遞糖果。 
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伍、研究結果 

    n 人( 1n p + )依照規則 1,2, , pT ( 2p  )傳遞糖果， 1 2

1 2
ji

i jp p p p p
 = ( 1 2, , , jp p p 為

p 的相異質因數)，n 可唯一表示成 1 2

1 2( ) ( )iss st

in p p p p m q=   +  ( ,t m N , p ∤ 1 2

1 2
iss s

ip p p , 

( , ) 1m p = , 1,2, ,q p= )。令
( ) ( 1)

1

t
tp p q pq

S R p
p

− + −
= + 

−
，則 

  (1)當 1m = 時，最終為成功狀態，且獨得所有糖果者的初始編號為 S 。 

  (2)當 2m  時，最終為循環狀態，且由m 人循環傳遞糖果，而此m 人的初始編號是    

    1 2 1 2

1 2 1 2, , , ( 1)i is ss s s st t

i iS S p p p p S m p p p p+ + −  。 

上述公式中的 R 值，可透過我們研究出來的「 R 值迭代法」求得。  

 

陸、結論與未來展望 

一、本作品最大的貢獻是，找出n 人( 1n p + )依照規則 1,2, , pT ( 2p  )傳遞糖果，「成功狀態」 

    與「循環狀態」的充要條件，以及最終不被淘汰的人之初始編號的通式。我們以程式驗 

    證其正確性，並給予嚴謹的證明。 

二、 R 值在不同 n 值間具有線性關係，此線性關係與糖果集中原則密切相關，依照 R 值線性 

    關係可以讓我們給定初始值後，進而迭代出所需的 R 值。特別的是，當 p 為質數時，R 值 

為 0。  

三、未來我們可改變傳遞規則，比如 1,1,2T 、 1,1,2,2T 等等，當然並不是任意傳遞規則 , , ,a b cT 皆可 

    行，比如 1,3T 、 2,1T 即無法進行傳遞。 
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【評語】030402  

本作品是糖果傳遞問題的推廣，主要是研究在特定的傳遞規

則下得到「成功狀態」與「循環狀態」的充要條件，以及最終不

被淘汰的人之初始編號的通式。這個特定的傳遞規則是原問題的

自然推廣，也有得到完整的結果。過程中結合 Excel等電腦工具

觀察出結果再進行數學證明， 立意不錯， 研究精神佳。整體而

言，作品寫作相當流暢，分析證明與邏輯推理相當完整，值得鼓

勵的一件好作品。 
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糖果傳遞問題之研究與推廣

組 別 : 國 中 組

科 別 : 數 學 科



研究動機

17個人圍成一圈，面向圓心，且逆時針編號1,2,……,17。

一開始每人手中有一個糖果，由1號開始，逆時針分別給

右邊的人一個、兩個、一個、兩個……糖果。但是手上沒

有糖果的人必須馬上退出。是否有人可以得到所有的糖果

？如是，他一開始站在幾號位置？

在科學研習月刊[1]有一個關於糖果傳遞的數學問題：

傳 遞
規 則

圖1 

一、探討不同人數、不同傳遞規則下，「成功狀態」與「循環狀態」的充要條件。

二、探討不同人數、不同傳遞規則下，最終不被淘汰的人之初始編號。

1,2 1,2, ,

 1,2, , 1

   p

n n

T T 




個人圍成一圈，面向圓心，且逆時針編號 。一開始每人手中有一個糖果，由 號開始，

逆時針分別給右邊的人一個、兩個、一個、兩個 糖果，手上沒有糖果的人必須退出，直至不

再有人退出。將此傳遞規則定義為 。同理 。

研
究
目
的



表3：表2：

名詞與符號定義

▲ 傳遞過程: 。(循環狀態)

▲ 。

(最終糖果在初始編號為3、5、7三人間循環傳遞)

▲ 、 、 。

(   中所剩3人的初始編號依序為3、5、7)

 7= 3,5,7C

7
1 (1) 3S  7

1 (2) 5S  7
1 (3) 7S 

7
1S

7n  1,2T傳遞規則 10n  1,2T傳遞規則

說明
▲傳遞過程:

(成功狀態)

▲

(最終由初始編號為3
的人獨得所有糖果)

 10 3E 

1

7 7
0 1 7

(1,1,1,1,1,1,1)
(2,2,3)

S S C 
2 2

2

10 10 10
0 1 2

(1,1,1,1,1,1,1,1,1,1)
(2,2,2,2,2) (4,4,2)

10
3 10

(10)
(8,2)

S S S

S E

 

  。



定理1：

定理2：

1,2T

研究結果

研究二：傳遞規則

研究一：傳遞規則

 

1,2 2 ( , 1,2)3
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，且 表示成 為奇數, ，

，則

，最終為成功狀態，且 。

若 ，最終

人( )依照規則 傳遞糖

為循環狀

若

且

果

令

態， 。

 

1,2,34

3 (3 ) (3 1)
2

(1) 1

, 3 , , ( 1)3

3 ( , , 3 1,2,3)

(2) 2
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t t
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tn n m q t mn n T

q qS

m E S
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m q
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N

   


 



   

 



  

，且 表示成 , ，

，則

，最終為成功狀態，且 。

若 ，最終為循

人( )依照規則 傳遞糖果

若

環狀態，且 。

令

�

1,2,3T

 1,2 1,2,3 1,2, ,    pT T T p規則 、 結論，可類推至規則 為質數 的情形。小結：



定理3：

 

1,2, ,1

( ) ( 1)( , , 1,2,, , )
1

(1) 1

,(2) , ( 1)2 ,

p

t
t

n

t t
n

n n p T p

p p q pqn p m q t m N q p S
p

m E S

C S S p S m p

n

p m

m

 

  
     



 

      







， ，且 表示成

，令 ，則

，最終為成功狀態，且 。

若 ，

人( )依照規則

最終為循環狀態，

傳遞糖果 為質數

且 。

若

�

舉例
3

3

1,2, ,7

7 (7 2) (7 2 1)345 7 1 2 288 [288]
6

345 288

nn S E

T

    
      



，則 ，故 。

即 人依照規則 ，最終

當

傳遞糖果 會由初始編號 的人獨得所有糖果。

研究三：傳遞規則 且 為質數1,2, , pT  p

問題：規則 下，是否也可以推論只有 時，才會

發生成功狀態？

發現：經過我們多組數據測試，我們發現這些 值只是發生成功狀態的充分條件，

卻不是必要條件。比如： ，最終也是成功狀態!9 4 2 1tn    

1,2,3,4T

1,2, , ( 1,( ) 2, , )3 t
pT p n p q q p   定理 中，規則 下，只有 時，會發生為質數 成功狀態。

4 1 , 4 2 , 4 3 , 4 4t t t tn     

n



糖果集中原則
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，當剩 人傳遞糖果，且當前狀態列 ，

、 ，則數輪傳遞後，糖果會集中在 ，即狀態列

在規則 下 型如

手中 變化為

，其中 、

l

l
l

l

l /

l

l /

l

l (mod ) 0 ( , ) 1

0

p q R d R d p

R

 



  、 。特別的是，當 ，

，此時糖果會在此 人間循環傳遞。

l

l

舉例 1,2, ,9 0 1 2

32

0 1 14

15 1

9 9

5

+ +14

9 15 2

(9 , 9 , , 9 ,2) (9 2,9 , ,9 ) ( , , , )

t tS S

t n n n n
t

n t t t t t t
t

S

T n S S S S

S a a a


  

      

   

 

   
個 個

在規則 下，當 ，其傳遞過程為 ，

其中 。

1 4 7 10 13

1 4 7 3

1

10 1

(9,15) 3 1

9 2 (mod3)

   9 , 9 , 9 , 9

3

1

1 4 , 97 10 13

3

t t t t t

a

a a a a a

a a a a a

S S S S S

 

  

         

每 人保留 人

糖果集中在 手中

的初始編號

每 輪會形成一個傳遞週期。

。

第一個保留的人為 。

、 、 、 、 。

、 、

▲

▲

▲

▲ 、

▲

、 為

。
表4：1個傳遞週期
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除以 的餘數, 當

當





研究四：傳遞規則 且 為質數的冪次方

定理4：
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人( )依照規則 傳遞糖果 為質， ，且 表示成

，

令 、 、 ， ，則

，最終為成功狀態，且 。

若 ，最終為循環

數)

狀態，且

若

�

+ +
0, , ( 1) tS m p      。

舉例

   

   

2
22 1 2 1 2

2

1,2, ,9

2
23 2 3 2 2

3

9 (9 7) (9 7 1)(1) 250 3 3 1 7 3 7 2 (mod3 ) 2 9 190
3 1

[190] 250 190

8 (8 4) (8 4 1)1284 2 2 5 4 2 4

    

0(mod2 ) 0 8 41
2 1

4 , 4

)
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當

傳遞糖

，則 ， ，

故 。即 人依照規則 ，最終會由初始編號 的人獨得所有糖果。

，則 ， ，

果

故

當

     8 8

1,2, ,8 41,  297,  553,  809,  106
1 2 , , 41 4 2 41, 297, 553, 809

5
,1065

1284 T
   



 。

  即 人依照規則 ，最終會由初始編號 的人循環傳傳遞糖果 遞糖果。
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重大發現觀察數據
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的質因數分解為

為 的相異質因數

其中

值符合

定理

定理

若

，且 表示成

， ，

，其傳遞結果與 類似，且

存在某個 。中 的通式
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， 。

R n
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值在不同 值間存在著某種線性關係 我們可
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，
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若 的 值記作



問題：以上 R 值為什麼會存在線性關係呢？其線性關係如何表示？
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144個 144個

，當 ，傳遞過程為

結果：表6中第二~五列的糖果集中模式和表7中第一~四列一模一樣，且每個編號

呈現 的線性關係。因此 。3 6y x 
3 3(4,2) 3 6 (3,1)R R  

表6： 狀態列變化圖示

表7： 狀態列變化圖示
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當 ，傳遞過程為 ，
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人依照規則 傳遞糖果， ，且

表示成 ( )，

將 的 值記作 ，若

為 的相

、 ，則

異質因數
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，列出以下 值的關係式，直至 。即

給定初始值 ，可

依照 值線性關

出

係 降至

迭代 之值。
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，且 表

人 依照規則 傳遞糖果
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，則

若 時，最終為成功狀態，且 。

若 時，最終為

代法

循環

得

，

出

狀態 且

。

舉例
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， ，故 。

即 人依照規則 傳遞糖果，最終會由初始編號 的人獨得所有糖果。



結論與未來展望

1,2, ,1 2

   
0

pn n p T p

R n
R R

p R

  一、本作品最大的貢獻是，找出 人( )依照規則 ( )傳遞糖果，

   「成功狀態」與「循環狀態」的充要條件，以及最終不被淘汰的人之初始編號

的通式。我們以程式驗證其正確性，並給予嚴謹的證明。

二、通式中的 值在不同的 值間具有線性關係，此線性關係與糖果集中原則密切

相關，依照 值線性關係可以讓我們給定初始值後，進而迭代出所需的 值。

特別的是，當 為質數時， 值為 。

三、未 1,1,2 1,1,2,2

, , , 1,3 2,1        a b c

T T
T T T

來我們可改變傳遞規則，比如 、 等等，當然並不是任意傳遞規則

皆可行，比如 、 即無法進行傳遞。
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