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摘    要 
    從圖形分層遞降觀點找硬幣排列與方塊堆疊的遞迴關係式，可用流程圖找方法數。 

一、將 n 個硬幣排成 k 列排法 ( )kB n 種，共 ( )A n 種 

(一) 找出
1 2 3

1
( ) 1 , ( ) , ( )

2

n
B n B n B n

− 
= =  

 
。 

(二) 從圖形解釋
1( ) ( ) ( )k k kB n B n k B n k−= − + − ： 

 

最上方大於 1 個，

每列移走 1 個， 

剩n k− 個分 k 列 

∴排法 ( )kB n k−  
 

最上方只有 1 個，

每列移走 1 個，剩

n k− 個分 1k − 列∴

排法 1( )kB n k− −  

(三 ( )kB n) 拆為 1k − 列的關係式：
1 1 1( ) ( ) ( 2 ) ( )k k k kB n B n k B n k B n tk− − −= − + − ++ −  

  

 

••• 

 

二、將 n 個硬幣遞減排成 k 列排法 ( )kQ n 種，共 ( )P n 種 

(一) 找出
1 2 3( ) 1 , ( ) , ( )

2

n
Q n Q n Q n

 
= =  

 
。 

(二) 從圖形解釋
1( ) ( ) ( 1)k k kQ n Q n k Q n−= − + − ：  

 

最上方大於 1 個， 

每列移走 1 個， 

剩n k− 個分 k 列， 

∴排法 ( )kQ n k−  
 

最上方只有 1 個， 

取走後，剩 1n− 個分

1k − 列， 

∴排法 1( 1)kQ n− −  

(三 ( )kQ n) 拆為 1k − 列關係式： ( )1 1 1( ) ( 1) ( 1 ) 1 ( 1)k k k kQ n Q n Q n k Q n t k− − −= − + − − + + − − −  

  

 

••• 

 

三、將 n 個方塊堆成 k 柱排法 ( )kT n 種，共 ( )S n 種 

(一) 1 2

1
( ) 1 , ( )

2

n
T n T n

− 
= =  

 
。 

(二) 從圖形解釋 1 2 1( )= ( )+ ( )+ ( )+ + ( )k k k k k tT n T n k T n k T n k T n k− − − +− − −  − ，每柱取走 1 個： 

    最低柱為大於 1 層時，剩n k− 個堆成 k 柱，排法 ( )kT n k− 種 

    最低柱為 1 層且有 1t − 柱，剩n k− 個堆成 1k t− + 柱，排法 1( )k tT n k− + −  

(三 ( )kT n) 降為少於 k 柱關係式  

  
   

 
1 2 1 1 2 1

1 2 1

( )= ( )+ ( )+ + ( ) + ( 2 )+ ( 2 )+ + ( 2 )

       ( )+ ( )+ + ( )

k k k k t k k k t

k k k t

T n T n k T n k T n k T n k T n k T n k

T n rk T n rk T n rk

− − − + − − − +

− − − +

− −  − − −  −

+ + − −  −
 

(四) 新發現 ( )S n 數列。  

剩k列剩k-1列 剩k列剩k-1列

...t 個...

...t 個...

...t 個...

...t 個...

移走1 個

移走2 個 t個

移走t-1 個

移走t 個
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壹、研究動機 

    電影「天才無限家」描述數學家 Ramanujan 的真實勵志人生，內容有提到「整數分割」

(partition number)的問題。常見的整數分割是將數字拆解成數個可重複的數字之方法數。我

嘗試「將 N 個硬幣排成數列，每列的個數皆『不同』之方法數有幾種？」當我動手操作時，

發現可以從「圖形分層」的方向著手，找出規律性來處理整數分割的問題。 

貳、研究目的與問題 

一、探討 n 個硬幣排成 k 列的方法數？ 

二、探討 n 個硬幣的排法是否有規律性？ 

參、排列規則與符號定義 

一、硬幣排列規則 

將 n 個硬幣排成數列，規定 

(一) 每列的硬幣皆從相同位置開始放置。 

 

    允許的排列 

 

    不允許的排列 

(二) 上列的硬幣數需「小於」下列的硬幣數。 

 

    允許的排列 

 

    不允許的排列 

二、符號定義 

將 n 個硬幣排成 k 列，則排法有 ( )kB n 種，共有 1 2( ) ( ) ( ) ( )kA n B n B n B n= + ++ 種。 

例如：將 6 個硬幣排列，排成一列有 1 種，所以 1(6) 1B = 。 

                      排成兩列有 2 種，所以 2(6) 2B = 。 

                      排成三列有 1 種，所以 3(6) 1B = 。 

      

      因此， 1 2 3(6) (6) (6) (6)=1+2+1=4A B B B= + + 。 
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肆、研究過程 

一、討論「硬幣堆疊的排法」 

 將 n 個硬幣排成數列 排法 

1n =   
  1 

(1) 1A =  

2n =   
  2 

(2) 1A =  

3n =   
  3   ＝2+1 

(3) 2A =   

4n =   
  4    ＝3+1 

(4) 2A =   

5n =   
  5       ＝4+1     ＝3+2 

(5) 3A =   

6n =  
 

  6         ＝5+1       ＝4+2    ＝3+2+1 

(6) 4A =  

當 7n = 時， 

一列 二列 三列 

7 

 
＝6+1       ＝5+2      ＝4+3 

＝4+2+1 

1(7) 1B =  
2(7) 3B =  

3(7) 1B =  

  ∴
1 2 3(7) (7) (7) (7) 1 3 1 5A B B B= + + = + + = 。 

當 8n = 時， 

一列 二列 三列 

8 ＝7+1 

＝6+2 

＝5+3 

＝5+2+1 

＝4+3+1 
 

1(8) 1B =  
2(8) 3B =  

3(8) 2B =  

    ∴ 1 2 3(8) (8) (8) (8) 1 3 2 6A B B B= + + = + + = 。 

當 9n = 時， 

一列 二列 三列 

9 ＝8+1 

＝7+2 

＝6+3 

＝5+4 

＝6+2+1     ＝5+3+1        ＝4+3+2 

1(9) 1B =  2(9) 4B =  3(9) 3B =  

    ∴
1 2 3(9) (9) (9) (9) 1 4 3 8A B B B= + + = + + = 。 
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當 10n = 時， 

一列 二列 三列 四列 

10 ＝9+1 

＝8+2 

＝7+3 

＝6+4 

＝7+2+1 

＝6+3+1 

＝5+4+1 

＝5+3+2 
 

＝4+3+2+1 

1(10) 1B =  
2(10) 4B =  

3(10) 4B =  
4(10) 1B =  

    ∴
1 2 3 4(10) (10) (10) (10) (10) 1 4 4 1 10A B B B B= + + + = + + + = 。 

當 11n = 時， 

一列 二列 三列 四列 

11 ＝10+1 

＝9+2 

＝8+3 

＝7+4 

＝6+5 

＝8+2+1 

＝7+3+1 

＝6+4+1 

＝6+3+2 

＝5+4+2 

＝5+3+2+1 

1(11) 1B =  
2(11) 5B =  

3(11) 5B =  
4 (11) 1B =  

    ∴
1 2 3 4(11) (11) (11) (11) (11) 1 5 5 1 12A B B B B= + + + = + + + = 。 

當 12n = 時， 

一列 二列 三列 四列 

12 ＝11+1 

＝10+2 

＝9+3 

＝8+4 

＝7+5 

發現有
12 1

2

− 
 
 

個 

＝9+2+1 

＝8+3+1 

＝7+4+1 

＝6+5+1 

12 4
4

2

− 
= 

 
個 

 

＝6+3+2+1 

＝5+4+2+1 

＝7+3+2 

＝6+4+2 

12 7
2

2

− 
= 

 
個 

＝5+4+3 1 個 

1(12) 1B =  
2(12) 5B =  

3(12) 7B =  
4(12) 2B =  

    ∴
1 2 3 4(12) (12) (12) (12) (12) 1 5 7 2 15A B B B B= + + + = + + + = 。 

當 13n = 時， 

一列 二列 三列 四列 

13 ＝12+1 

＝11+2 

＝10+3 

＝9+4 

＝8+5 

＝7+6 

發現有
13 1

2

− 
 
 

個 

＝10+2+1 

＝9+3+1 

＝8+4+1 

＝7+5+1 

13 4
4

2

− 
= 

 
個 

＝7+3+2+1 

＝6+4+2+1 

＝5+4+3+1 

＝8+3+2 

＝7+4+2 

＝6+5+2 

13 7
3

2

− 
= 

 
個 

＝6+4+3 13 10
1

2

− 
= 

 
個 

1(13) 1B =  2(13) 6B =  3(13) 8B =  4(13) 3B =  

    ∴ 1 2 3 4(13) (13) (13) (13) (13) 1 6 8 3 18A B B B B= + + + = + + + = 。 
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當 14n = 時， 

一列 二列 三列 四列 

14 ＝13+1 

＝12+2 

＝11+3 

＝10+4 

＝9+5 

＝8+6 

發現有
14 1

2

− 
 
 

個 

＝11+2+1 

＝10+3+1 

＝9+4+1 

＝8+5+1 

＝7+6+1 

14 4
5

2

− 
= 

 
個 

 

＝8+3+2+1 

＝7+4+2+1 

＝6+5+2+1 

＝6+4+3+1 

＝5+4+3+2 

＝9+3+2 

＝8+4+2 

＝7+5+2 

14 7
3

2

− 
= 

 
個 

 

＝7+4+3 

＝6+5+3 

14 10
2

2

− 
= 

 
個 

1(14) 1B =  
2(14) 6B =  

3(14) 10B =  
4(14) 5B =  

   ∴
1 2 3 4(14) (14) (14) (14) (14) 1 6 10 5 22A B B B B= + + + = + + + = 。 

 
當 15n = 時， 

一列 二列 三列 四列 五列 

15 ＝14+1 

＝13+2 

＝12+3 

＝11+4 

＝10+5 

＝9+6 

＝8+7 

有
15 1

2

− 
 
 

個 

 

＝12+2+1 

＝11+3+1 

＝10+4+1 

＝9+5+1 

＝8+6+1 

15 4
5

2

− 
= 

 
 

 
 

＝9+3+2+1 

＝8+4+2+1 

＝7+5+2+1      

＝7+4+3+1       

＝6+5+3+1       

＝6+4+3+2 

 

＝5+4+3+2+1 

＝10+3+2 

＝9+4+2 

＝8+5+2 

＝7+6+2 

15 7
4

2

− 
= 

 
 

＝8+4+3 

＝7+5+3 

15 10
2

2

− 
= 

 
 

＝6+5+4 15 13
1

2

− 
= 

 
 

1(15) 1B =  
2(15) 7B =  

3(15) 12B =  
4(15) 6B =  

5(15) 1B =  

  ∴
1 2 3 4 5(15) (15) (15) (15) (15) (15) 1 7 12 6 1 27A B B B B B= + + + + = + + + + = 。 

 
當 16n = 時， 

一列 二列 三列 四列 五列 

16 ＝15+1 

＝14+2 

＝13+3 

＝12+4 

＝11+5 

＝10+6 

＝13+2+1 

＝12+3+1 

＝11+4+1 

＝10+5+1 

＝9+6+1 

＝8+7+1 

16 4
6

2

− 
= 

 
 

 
 

＝10+3+2+1 

＝9+4+2+1 

＝8+5+2+1 

＝7+6+2+1 

＝8+4+3+1 

＝7+5+3+1 

＝6+4+3+2+1 
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＝9+7 

有
16 1

2

− 
 
 

個 

 

＝11+3+2 

＝10+4+2 

＝9+5+2 

＝8+6+2 

16 7
4

2

− 
= 

 
 

 

＝6+5+4+1 

＝7+4+3+2 

＝6+5+3+2 

＝9+4+3 

＝8+5+3 

＝7+6+3 

16 10
3

2

− 
= 

 
 

 

＝7+5+4 16 13
1

2

− 
= 

 
 

1(16) 1B =  
2(16) 7B =  

3(16) 14B =  
4(16) 9B =  

5(16) 1B =  

  ∴
1 2 3 4 5(16) (16) (16) (16) (16) (16) 1 7 14 9 1 32A B B B B B= + + + + = + + + + = 。 

 
當 17n = 時， 

一列 二列 三列 四列 五列 

17 ＝16+1 

＝15+2 

＝14+3 

＝13+4 

＝12+5 

＝11+6 

＝10+7 

＝9+8 

有
17 1

2

− 
 
 

個 

 
 
 

＝14+2+1 

＝13+3+1 

＝12+4+1 

＝11+5+1 

＝10+6+1 

＝9+7+1 

17 4
6

2

− 
= 

 
 

 

＝11+3+2+1 

＝10+4+2+1 

＝9+5+2+1 

＝8+6+2+1 

＝9+4+3+1 

＝8+5+3+1 

＝7+6+3+1 

＝7+5+4+1 

＝8+4+3+2 

＝7+5+3+2 

＝6+5+4+2 

 

＝7+4+3+2+1 

＝6+5+3+2+1 

 
 

＝12+3+2 

＝11+4+2 

＝10+5+2 

＝9+6+2  

＝8+7+2     

17 7
5

2

− 
= 

 
 

 

＝10+4+3 

＝9+5+3 

＝8+6+3 

17 10
3

2

− 
= 

 
 

＝8+5+4 

＝7+6+4 

17 13
2

2

− 
= 

 
 

1(17) 1B =  
2(17) 8B =  

3(17) 16B =  
4(17) 11B =  

5(17) 2B =  

  ∴
1 2 3 4 5(17) (17) (17) (17) (17) (17) 1 8 16 11 2 38A B B B B B= + + + + = + + + + = 。 

 

當 18n = 時， 

一列 二列 三列 四列 五列 

18 ＝17+1 

＝16+2 

＝15+3 

＝14+4 

＝13+5   

＝12+6       

＝11+7 

＝15+2+1 

＝14+3+1 

＝13+4+1 

＝12+5+1 

＝11+6+1 

＝10+7+1 

＝9+8+1  

18 4
7

2

− 
= 

 
 

 

＝12+3+2+1 

＝11+4+2+1 

＝10+5+2+1 

＝9+6+2+1 

＝8+7+2+1 

＝10+4+3+1 

＝9+5+3+1 

＝8+4+3+2+1 

＝7+5+3+2+1 

＝6+5+4+2+1 
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＝10+8   

有
18 1

2

− 
 
 

個 

 

＝13+3+2  

＝12+4+2 

＝11+5+2   

＝10+6+2    

＝9+7+2     

18 7
5

2

− 
= 

 
 

 

＝8+6+3+1 

＝8+5+4+1 

＝7+6+4+1 

＝9+4+3+2 

＝8+5+3+2 

＝7+6+3+2 

＝7+5+4+2 

＝6+5+4+3 

＝11+4+3 

＝10+5+3 

＝9+6+3 

＝8+7+3 

18 10
4

2

− 
= 

 
 

＝9+5+4 

＝8+6+4 

18 13
2

2

− 
= 

 
 

＝7+6+5 18 16
1

2

− 
= 

 
 

1(18) 1B =  
2(18) 8B =  

3(18) 19B =  
4(18) 15B =  

5(18) 3B =  

  ∴
1 2 3 4 5(18) (18) (18) (18) (18) (18) 1 8 19 15 3 46A B B B B B= + + + + = + + + + = 。 

 

當 19n = 時， 

一列 二列 三列 四列 五列 

19 ＝18+1 

＝17+2 

＝16+3 

＝15+4 

＝14+5 

＝13+6 

＝12+7 

＝11+8 

＝10+9 

有
19 1

2

− 
 
 

個 

 
 
 
 

＝16+2+1 

＝15+3+1 

＝14+4+1 

＝13+5+1 

＝12+6+1 

＝11+7+1 

＝10+8+1 

19 4
7

2

− 
= 

 
 

＝13+3+2+1 

＝12+4+2+1 

＝11+5+2+1 

＝10+6+2+1 

＝9+7+2+1 

＝11+4+3+1 

＝10+5+3+1 

＝9+6+3+1 

＝8+7+3+1 

＝9+5+4+1 

＝8+6+4+1 

＝7+6+5+1 

＝10+4+3+2 

＝9+5+3+2 

＝8+6+3+2 

＝8+5+4+2 

＝7+6+4+2 

＝7+5+4+3 

＝9+4+3+2+1 

＝8+5+3+2+1 

＝7+6+3+2+1 

＝7+5+4+2+1 

＝6+5+4+3+1 

 

＝14+3+2 

＝13+4+2 

＝12+5+2 

＝11+6+2 

＝10+7+2 

＝9+8+2 

19 7
6

2

− 
= 

 
 

 

＝12+4+3 

＝11+5+3   

＝10+6+3   

＝9+7+3     

19 10
4

2

− 
= 

 
 

 

＝10+5+4 

＝9+6+4 

＝8+7+4 

19 13
3

2

− 
= 

 
 

 

＝8+6+5 19 16
1

2

− 
= 

 
 

1(19) 1B =  2(19) 9B =  3(19) 21B =  4(19) 18B =  5(19) 5B =  

  ∴
1 2 3 4 5(19) (19) (19) (19) (19) (19) 1 9 21 18 5 54A B B B B B= + + + + = + + + + = 。 
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當 20n = 時， 

一列 二列 三列 四列 五列 

20 ＝19+1 

＝18+2 

＝17+3 

＝16+4 

＝15+5 

＝14+6 

＝13+7 

＝12+8   

＝11+9 

有
20 1

2

− 
 
 

個 

 

＝17+2+1 

＝16+3+1 

＝15+4+1 

＝14+5+1 

＝13+6+1 

＝12+7+1 

＝11+8+1 

＝10+9+1 

20 4
8

2

− 
= 

 
 

 

＝14+3+2+1 

＝13+4+2+1 

＝12+5+2+1 

＝11+6+2+1 

＝10+7+2+1   

＝9+8+2+1 

＝12+4+3+1 

＝11+5+3+1 

＝10+6+3+1 

＝9+7+3+1 

＝10+5+4+1 

＝9+6+4+1 

＝8+7+4+1 

＝8+6+5+1 

＝11+4+3+2 

＝10+5+3+2 

＝9+6+3+2 

＝8+7+3+2 

＝9+5+4+2 

＝8+6+4+2 

＝7+6+5+2 

＝8+5+4+3 

＝7+6+4+3 

＝10+4+3+2+1 

＝9+5+3+2+1 

＝8+6+3+2+1 

＝8+5+4+2+1 

＝7+6+4+2+1 

＝7+5+4+3+1 

＝6+5+4+3+2 

 
 
 
 
 
 
 

＝15+3+2 

＝14+4+2 

＝13+5+2 

＝12+6+2 

＝11+7+2 

＝10+8+2 

20 7
6

2

− 
= 

 
 

 

＝13+4+3 

＝12+5+3 

＝11+6+3 

＝10+7+3 

＝9+8+3 

20 10
5

2

− 
= 

 
 

 

＝11+5+4 

＝10+6+4 

＝9+7+4 

20 13
3

2

− 
= 

 
 

 

＝9+6+5 

＝8+7+5 

20 16
2

2

− 
= 

 
 

1(20) 1B =  
2(20) 9B =  

3(20) 24B =  
4(20) 23B =  

5(20) 7B =  

  ∴
1 2 3 4 5(20) (20) (20) (20) (20) (20) 1 9 24 23 7 64A B B B B B= + + + + = + + + + = 。 

 

 

整理出下表 

n   1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

1( )B n  1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

2 ( )B n    1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9 9 

3( )B n       1 1 2 3 4 5 7 8 10 12 14 16 19 21 24 

4 ( )B n           1 1 2 3 5 6 9 11 15 18 23 

5( )B n                1 1 2 3 5 7 

6 ( )B n                      

( )A n  1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 15 18 22 27 32 38 46 54 64 
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二、討論「將 n 個硬幣排成 k 列的排法，即 ( )kB n 」 

1. 將 n 個硬幣排成一列的排法有 1 種   ∴ 1( ) 1B n = 。 

 

2. 將 n 個硬幣排成兩列，其中 3n    

若 n 為奇數， 

 n ＝(n-1)+1 ＝(n-2)+2＝•••  

   ＝
1 1

2 2

n n+ −   
+   

   
 ∴排法

1

2

n −
種 

若 n 為偶數，  

n ＝(n-1)+1＝(n-2)+2＝••• 

  ＝ 1 1
2 2

n n   
+ + −   

   
 ∴排法 1

2

n
− 種 

∴ 2

1
( )

2

n
B n

− 
=  
 

 

 

3. 將 n 個硬幣排成三列，其中 6n   

    若最上方(第三列)有 1 個，先每列移走 1 個，再將 

    剩下 3n− 個分成兩列，則排法
( 3) 1 4

2 2

n n− − −   
=   

   
種 

  若最上方(第三列)有 2 個，先每列移走 2 個，再將 

  剩下 6n− 個分成兩列，則排法
( 6) 1 7

2 2

n n− − −   
=   

   
種 

若最上方(第三列)有 3 個，先每列移走 3 個，再將 

剩下 9n− 個分成兩列，則排法
( 9) 1 10

2 2

n n− − −   
=   

   
種 

•••••• 

若最上方(第三列)有 t 個，先每列移走 t 個，再將 

剩下 3n t− 個分成兩列，則排法
( 3 ) 1 (3 1)

2 2

n t n t− − − +   
=   

   
種 

∴ 3

4 7 10 (3 1)
( )

2 2 2 2

n n n n t
B n

− − − − +       
= + + + +       
       

，其中0 3 3n t −  ， t N  

 

★心得 1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

...t 個...

...t 個...

...t 個...

1. n n N將 個硬幣排成一列，其中 ，排法有 1( ) 1B n = 種。 

2. n 3n 將 個硬幣排成兩列，其中 ，排法有 2

1
( )

2

n
B n

− 
=  
 

種。 

3. n 6n 將 個硬幣排成三列，其中 ，排法有 

3

4 7 10 (3 1)
( )

2 2 2 2

n n n n t
B n

− − − − +       
= + + + +       
       

種，其中0 3 3n t −  ， t N 。 
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4. 化簡
3

4 7 10 (3 1)
( )

2 2 2 2

n n n n t
B n

− − − − +       
= + + + +       
       

 

   分成 6 , 6 1, 6 2, 6 3, 6 4, 6 5n m n m n m n m n m n m= = + = + = + = + = + 討論 

(1)當 6n m= 時， 

3

6 4 6 7 6 10 6 13 6 (3 1)
(6 )

2 2 2 2 2

m m m m m t
B m

− − − − − +         
= + + + + +         
         

 

         
7 13 2

3 2 3 3 5 3
2 2 2

m m m m
     

= − + − + − + − + +     
     

  

      ( ) ( ) ( ) ( )3 2 3 4 3 5 3 7 1m m m m= − + − + − + − + +  

         1 2 3 (3 2) 3 6 (3 3)m m= + + + + − − + + + −   

      
(3 1)(3 2) 3 ( 1)

2 2

m m m m− − −
= −

2
26 6 2

3 3 1
2

m m
m m

− +
= = − +   

(2)當 6 1n m= + 時，

3

(6 1) 4 (6 1) 7 (6 1) 10 (6 1) 13 (6 1) (3 1)
(6 1)

2 2 2 2 2

m m m m m t
B m

+ − + − + − + − + − +         
+ = + + + + +         

         
   

              
3 9 3

3 3 3 3 3 6 0
2 2 2

m m m m
     

= − + − + − + − + + +     
     

  

         ( ) ( ) ( ) ( )3 2 3 3 3 5 3 6 1 0m m m m= − + − + − + − + + +  

            1 2 3 (3 2) 2 5 (3 4)m m= + + + + − − + + + −  

         
(3 1)(3 2) (3 2)( 1)

2 2

m m m m− − − −
= −

2
26 4

3 2
2

m m
m m

−
= = −  

(3)當 6 2n m= + 時，

3

(6 2) 4 (6 2) 7 (6 2) 10 (6 2) 13 (6 2) (3 1)
(6 2)

2 2 2 2 2

m m m m m t
B m

+ − + − + − + − + − +         
+ = + + + + +         

         
   

            
5 11 4 1

3 1 3 3 4 3
2 2 2 2

m m m m
       

= − + − + − + − + + +       
       

  

         ( ) ( ) ( ) ( )3 1 3 3 3 4 3 6 2 0m m m m= − + − + − + − + + +  

            1 2 3 (3 1) 1 4 (3 2)m m= + + + + − − + + + −  

         
(3 )(3 1) (3 1)( )

2 2

m m m m− −
= −

2
26 2

3
2

m m
m m

−
= = −  

(4)當 6 3n m= + 時，

3

(6 3) 4 (6 3) 7 (6 3) 10 (6 3) 13 (6 3) (3 1)
(6 3)

2 2 2 2 2

m m m m m t
B m

+ − + − + − + − + − +         
+ = + + + + +         

         
   

              
1 7 5

3 3 2 3 3 5 1
2 2 2

m m m m
     

= − + − + − + − + + +     
     

  

         ( ) ( ) ( ) ( )3 1 3 2 3 4 3 5 1m m m m= − + − + − + − + +  

            1 2 3 (3 1) 3 6 (3 3)m m= + + + + − − + + + −  

         
(3 )(3 1) (3 )( 1)

2 2

m m m m− −
= −

2
26

3
2

m
m= =  
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(5)當 6 4n m= + 時，

3

(6 4) 4 (6 4) 7 (6 4) 10 (6 4) 13 (6 4) (3 1)
(6 4)

2 2 2 2 2

m m m m m t
B m

+ − + − + − + − + − +         
+ = + + + + +         

         
   

            
3 9 3

3 3 3 3 3
2 2 2

m m m m
     

= + − + − + − + +     
     

  

         ( ) ( ) ( ) ( )3 3 2 3 3 3 5 1m m m m= + − + − + − + +  

            1 2 3 (3 ) 2 5 (3 1)m m= + + + + − + + + −  

         
(3 1)(3 ) (3 1)( )

2 2

m m m m+ +
= −

2
26 2

3
2

m m
m m

+
= = +  

(6)當 6 5n m= + 時，

3

(6 5) 4 (6 5) 7 (6 5) 10 (6 5) 13 (6 5) (3 1)
(6 5)

2 2 2 2 2

m m m m m t
B m

+ − + − + − + − + − +         
+ = + + + + +         

         
   

            
1 5 4 1

3 3 1 3 3 4
2 2 2 2

m m m m
       

= + + − + − + − + + +       
       

  

         ( ) ( ) ( ) ( )3 3 1 3 3 3 4 2m m m m= + − + − + − + +  

            1 2 3 (3 ) 1 4 (3 2)m m= + + + + − + + + −  

         
(3 1)(3 ) (3 1)( )

2 2

m m m m+ −
= −

2
26 4

3 2
2

m m
m m

+
= = +  

★心得 2 

 

 

 

 

 

 

 

 

三、觀察 ( )kB n 的規律性 

n   1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

1( )B n   1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

2 ( )B n    1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9 9 

3( )B n       1 1 2 3 4 5 7 8 10 12 14 16 19 21 24 

4 ( )B n           1 1 2 3 5 6 9 11 15 18 23 

5( )B n                1 1 2 3 5 7 

6 ( )B n                      

7 ( )B n                      

( )A n  1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 15 18 22 27 32 38 46 54 64 

 

n 6n 將 個硬幣排成三列，其中 ，排法有

2

2

2

3 2

2

2

3 3 1 , 6

3 2 , 6 1

3 , 6 2
( )

3 , 6 3

3 , 6 4

3 2 , 6 5

m m n m

m m n m

m m n m
B n

m n m

m m n m

m m n m

 − + =


− = +
 − = +

= 
= +

 + = +


+ = +

當

當

當

當

當

當

 種。 
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將 1 個硬幣排成兩列，排法有 0 種。將 2 個硬幣排成兩列，排法有 0 種。 

∴ 2 2(1) (2) 0B B= = ，而 1 2( ) ( )B m B m+ 恰為 2 ( 2)B m+  

n   1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

1( )B n   1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

2 ( )B n  0 0 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9 9 

 

1 2( ) ( )B n B n+  1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9 9 10 10 

將 3 個、4 個、5 個硬幣排成三列，排法有 0 種。 

∴ 3 3 3(3) (4) (5) 0B B B= = = ，而 2 3( ) ( )B m B m+ 恰為 3( 3)B m+  

n   1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

2 ( )B n    1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9 9 

3( )B n    0 0 0 1 1 2 3 4 5 7 8 10 12 14 16 19 21 24 

 

2 3( ) ( )B n B n+    1 1 2 3 4 5 7 8 10 12 14 16 19 21 24 27 30 33 

將 6 個、7 個、8 個、9 個硬幣排成四列，排法有 0 種。 

∴ 4 4 4 4(6) (7) (8) (9) 0B B B B= = = = ，而 3 4( ) ( )B m B m+ 恰為 4 ( 4)B m+  

n   1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

3( )B n       1 1 2 3 4 5 7 8 10 12 14 16 19 21 24 

4 ( )B n       0 0 0 0 1 1 2 3 5 6 9 11 15 18 23 

 

3 4( ) ( )B n B n+       1 1 2 3 5 6 9 11 15 18 23 27 34 39 47 

∴遞迴關係式 1 2 2

1

( ) 1 (1) (2) 0

( ) ( ) ( ) 2k k k

B n B B

B n B n k B n k k−

= = =


= − + − 

且

，其中
。 

★觀察遞迴關係式的含意 

  n k將 個硬幣排成 列，可能有兩種類型： 

  
若最上方大於 1 個，每列移走 1 個後，則 

剩下n k− 個分成 k 列∴排法 ( )kB n k− 種。 

若最上方只有 1 個，每列移走 1 個後，則 

剩下n k− 個分成 1k − 列∴排法 1( )kB n k− − 種。 

  1( ) ( ) ( ) 2k k kB n B n k B n k k−= − + − ，其中   

★心得 3 

 

 

 

 

剩k列剩k-1列 剩k列剩k-1列

n k將 個硬幣排成 列的排法有 ( )kB n 種。 

遞迴關係式為 1 2 2

1

( ) 1 (1) (2) 0

( ) ( ) ( ) 2k k k

B n B B

B n B n k B n k k−

= = =


= − + − 

且

，其中
。 



13 
 

將   1( ) ( ) ( )k k kB n B n k B n k−= − + −   

同理 1( ) ( 2 ) ( 2 )k k kB n k B n k B n k−− = − + −  

     1( 2 ) ( 3 ) ( 3 )k k kB n k B n k B n k−− = − + −  

           •••••• 

     1( ( 1) ) ( ) ( )k k kB n t k B n tk B n tk−− − = − + −   

累加後 ∴ 1 1 1 1( ) ( ) ( 2 ) ( 3 ) ( )+ ( )k k k k k kB n B n k B n k B n k B n tk B n tk− − − −= − + − + − ++ − −  

若 ( ) 0kB n tk− = 且
1( ) 0kB n tk− −   

則1 2 ( 1) <1 2k n tk k+ + + −  − + + + 且 2k    ∴
( 1) ( 1)

2 2

k k k k
n tk

− +
 −   

∴ 1 1 1( ) ( ) ( 2 ) ( )k k k kB n B n k B n k B n tk− − −= − + − ++ − ，其中
( 1) ( 1)

2 2

k k k k
n tk

− +
 −  ， t N 。 

 

★觀察遞迴關係式的含意 

n k將 個硬幣排成 列，若最上方(第 k 列)有 1 個， 

先每列移走 1 個，再將剩下的n k− 個分成 1k − 列， 

∴排法有 1( )kB n k− − 種。 

n k將 個硬幣排成 列，若最上方(第 k 列)有 2 個， 

先每列移走 2 個，再將剩下的 2n k− 個分成 1k − 列， 

∴排法有 1( 2 )kB n k− − 種。 

•••••• 

n k將 個硬幣排成 列，若最上方(第 k 列)有 t 個， 

先每列移走 t 個，再將剩下的 n kt− 個分成 1k − 列， 

∴排法有 1( )kB n tk− − 種。 

∴ 1 1 1( ) ( ) ( 2 ) ( )k k k kB n B n k B n k B n tk− − −= − + − ++ − ，其中
( 1) ( 1)

2 2

k k k k
n tk

− +
 −  ， t N 。 

 

★心得 4 

 

 

 

 

 

 

n k將 個硬幣排成 列的排法有 ( )kB n 種，遞迴關係式為 

1 1 1( ) ( ) ( 2 ) ( )k k k kB n B n k B n k B n tk− − −= − + − ++ − ，其中
( 1) ( 1)

2 2

k k k k
n tk

− +
 −  , t N 。 

...t 個...

...t 個...

...t 個...

...t 個...
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伍、研究結果 

一、將 n 個硬幣排成 k 列的排法有 ( )kB n 種，共有 ( )A n 種。整理出下表：  

n   1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

1( )B n   1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

2 ( )B n    1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9 9 

3( )B n       1 1 2 3 4 5 7 8 10 12 14 16 19 21 24 

4 ( )B n           1 1 2 3 5 6 9 11 15 18 23 

5( )B n                1 1 2 3 5 7 

( )A n  1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 15 18 22 27 32 38 46 54 64 

二、發現 ( )kB n 的規律性 

1. n n N將 個硬幣排成一列，其中 ，排法有 1( ) 1B n = 種。 

2. n 3n 將 個硬幣排成兩列，其中 ，排法有 2

1
( )

2

n
B n

− 
=  
 

種。 

3. n 6n 將 個硬幣排成三列，其中 ，排法有 

3

4 7 10 (3 1)
( )

2 2 2 2

n n n n t
B n

− − − − +       
= + + + +       
       

種，其中0 3 3n t −  ， t N 。 

   並進一步整理出

2

2

2

3 2

2

2

3 3 1 , 6

3 2 , 6 1

3 , 6 2
( )

3 , 6 3

3 , 6 4

3 2 , 6 5

m m n m

m m n m

m m n m
B n

m n m

m m n m

m m n m

 − + =


− = +
 − = +

= 
= +

 + = +


+ = +

當

當

當

當

當

當

   種。 

4. n k將 個硬幣排成 列的排法有 ( )kB n 種。 

  若將每列移走 1 個，則剩餘n k− 個硬幣，可能有兩種類型： 

  
若最上方(第 k 列)大於 1 個，移走後， 

則剩下的n k− 個分成 k 列， 

∴排法有 ( )kB n k− 種。 

若最上方(第 k 列)有 1 個，移走後， 

則剩下的n k− 個分成 1k − 列， 

∴排法有 1( )kB n k− − 種。 

  ∴遞迴關係式為 1 2 2

1

( ) 1 (1) (2) 0

( ) ( ) ( ) 2k k k

B n B B

B n B n k B n k k−

= = =


= − + − 

且

，其中
。 

剩k列剩k-1列 剩k列剩k-1列
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三、 n k將 個硬幣排成 列的排法有 ( )kB n 種，拆解為 1k −排成 列的關係式： 

n k將 個硬幣排成 列 

若最上方(第 k 列)有 1 個， 

先每列移走 1 個， 

再將剩下的n k− 個分成 1k − 列， 

∴排法有 1( )kB n k− − 種。 

n k將 個硬幣排成 列 

若最上方(第 k 列)有 2 個， 

先每列移走 2 個， 

再將剩下的 2n k− 個分成 1k − 列， 

∴排法有 1( 2 )kB n k− − 種。 

•••••• 

n k將 個硬幣排成 列 

若最上方(第 k 列)有 t 個， 

先每列移走 t 個， 

再將剩下的n kt− 個分成 1k − 列， 

∴排法有 1( )kB n tk− − 種。 

   因此，遞迴關係式為 

   1 1 1( ) ( ) ( 2 ) ( )k k k kB n B n k B n k B n tk− − −= − + − ++ − ，其中
( 1) ( 1)

2 2

k k k k
n tk

− +
 −  ， t N 。 

四、上網查「整數數列線上大全」The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences (OEIS)， 

    發現 ( )A n 所成的數列 1,1,2,2,3,4,5,6,8,10,12,15,18,22,27,…存在。 

    而且從「維基百科，自由的百科全書」發現 ( )A n 的生成函數為 

    ( )( )( )( )( )2 3 4 5

1

(1 ) 1 1 1 1 1k

k

x x x x x x


=

+ = + + + + + 
2 3 4 51 1 1 2 2 3x x x x x= + + + + + +   

             2 3 4 5(0) (1) (2) (3) (4) (5)A A x A x A x A x A x= + + + + + +  

 

常見的「整數分割」問題是將數字拆解成數個

可重複的數字，且利用「生成函數」處理問

題。我是從「圖形」的觀點，採取「分層」遞

降的方式，找出「將整數 n k分成 個『相異』

整數的方法數 ( )kB n 」的遞迴關係式，可以進一

步找出「整數分割的方法數」。  

 

 

 

...t 個...

...t 個...

...t 個...

...t 個...

http://oeis.org/Seis.html
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五、求「將 n 個硬幣排列的方法數」之流程圖 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

        

 

 

 

 

 

 

例如：求將 20 個硬幣排列的方法數 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

步驟 1. 判斷 n 個硬幣最多可排成的列數 k ，其中
( 1) ( 1)( 2)

2 2

k k k k
n

+ + +
  。 

步驟 2. 分別計算出 1( )B n ， 2 ( )B n ，・・・， ( )kB n 之值。 

利用 1( ) 1B n = ， 2

1
( )

2

n
B n

− 
=  
 

，

2

2

2

3 2

2

2

3 3 1 , 6

3 2 , 6 1

3 , 6 2
( )

3 , 6 3

3 , 6 4

3 2 , 6 5

m m n m

m m n m

m m n m
B n

m n m

m m n m

m m n m

 − + =


− = +
 − = +

= 
= +

 + = +


+ = +

當

當

當

當

當

當

，及 

       遞迴關係式 1 1 1( ) ( ) ( 2 ) ( )k k k kB n B n k B n k B n tk− − −= − + − ++ − 。 

步驟 3. 將 n 個硬幣排列的方法數有
1 2( ) ( ) ( ) ( )kA n B n B n B n= + ++ 種。 

步驟 1. ∵
5 6 6 7

20
2 2

 
    ∴20 個硬幣最多可排成 5 列 

步驟 2. ∵ 1(20) 1B = ， 2

20 1
(20) 9

2
B

− 
= = 
 

 

       ∵20 6 3 2=  + ，∴ 2

3(20) 3 3 3 24B =  − =  

       4(20)B 3 3 3 3(16) (12) (8) (4)B B B B= + + +  

             3 3 3 3(6 2 4) (6 2 0) (6 1 2) (6 0 4)B B B B=  + +  + +  + +  +  

             2 2 2 2(3 2 2) (3 2 3 2 1) (3 1 1) (3 0 0)=  + +  −  + +  − +  + 14 7 2 0 23= + + + =  

       5(20)B 4 4 4(15) (10) (5)B B B= + +  

                  3 3 3 3 3 3(11) (7) (3) (6) (2) (1)B B B B B B= + + + + +  

                  3 3 3 3 3 3(6 5) (6 1) (3) (6 0) (2) (1)B B B B B B= + + + + + + + +              

2 2 2 2 2 2(3 1 2 1) (3 1 2 1) (3 0 ) (3 1 3 1 1) (3 0 0) (3 0 0)     =  +  +  −  +  +  −  + +  − +  −       

             (5 1 0) (1 0) 0 7= + + + + + =  

步驟 3. 將 n 個硬幣排列的方法數有 

      
1 2 3 4 5(20) (20) (20) (20) (20) (20)A B B B B B= + + + + 1 9 24 23 7 64= + + + + = 種。 
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陸、討論 
一、硬幣堆疊規則修改為「遞減」 

(一) 堆疊規則：將n 個硬幣「遞減」排成數列，每列的硬幣皆從相同位置開始放置 

              且上列的硬幣數需『小於或等於』下列的硬幣數。 

    符號定義：將n 個硬幣「遞減」排成 k 列，則排法有 ( )kQ n 種，共有 ( )P n 種。 

例如：將 6 個硬幣「遞減」排成數列。 

排一列：6  

∴ 1(6) 1Q =  

 

排兩列：5+1＝4+2＝3+3  

∴ 2(6) 3Q =  

 

排三列：4+1+1＝3+2+1＝2+2+2  

∴ 3(6) 3Q =  

 

排四列：3+1+1+1＝2+2+1+1 

∴ 4(6) 2Q =  

 

排五列：2+1+1+1+1   

∴ 5(6) 1Q =  

 

排六列：1+1+1+1+1+1   

∴ 6(6) 1Q =  

 

  所以， 1 2 3 4 5 6(6) (6) (6) (6) (6) (6) (6) 1 3 3 2 1 1 11P Q Q Q Q Q Q= + + + + + = + + + + + = 。 

(二) 將 n 個硬幣「遞減」排成 k 列，則排法有 ( )kQ n 種，共有 ( )P n 種。整理出下表：  

n   1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

1( )Q n   1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

2 ( )Q n   1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9 9 10 

3( )Q n    1 1 2 3 4 5 7 8 10 12 14 16 19 21 24 27 30 33 

4 ( )Q n     1 1 2 3 5 6 9 11 15 18 23 27 34 39 47 54 64 

5( )Q n      1 1 2 3 5 7 10 13 18 23 30 37 47 57 70 84 

6 ( )Q n       1 1 2 3 5 7 11 14 20 26 35 44 58 71 90 

7 ( )Q n        1 1 2 3 5 7 11 15 21 28 38 49 65 82 

8( )Q n         1 1 2 3 5 7 11 15 22 29 40 52 70 

9 ( )Q n          1 1 2 3 5 7 11 15 22 30 41 54 

10( )Q n           1 1 2 3 5 7 11 15 22 30 42 

11( )Q n            1 1 2 3 5 7 11 15 22 30 

12( )Q n             1 1 2 3 5 7 11 15 22 

13( )Q n              1 1 2 3 5 7 11 15 

14( )Q n               1 1 2 3 5 7 11 

15( )Q n                1 1 2 3 5 7 

16( )Q n                 1 1 2 3 5 

17 ( )Q n                  1 1 2 3 

18( )Q n                   1 1 2 

19( )Q n                    1 1 

20 ( )Q n                     1 

( )P n  1 2 3 5 7 11 15 22 30 42 56 77 101 135 176 231 297 385 490 627 
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(三) 討論「將 n 個硬幣『遞減』排成 k 列的排法，即 ( )kQ n 」 

1. n將 個硬幣「遞減」 n N排成一列，其中 ，排法有 1( ) 1Q n = 種。 

2. n將 個硬幣「遞減」 2n 排成兩列，其中 ，排法有 2 ( )
2

n
Q n

 
=  
 

種。 

3. n將 個硬幣「遞減」 3n 排成三列，其中 ，排法有 

 3

1 4 7 (3 2)
( )

2 2 2 2

n n n n t
Q n

− − − − −       
= + + + +       
       

種，其中0 3 2 3n t − +  ， t N 。 

4. 化簡 3

1 4 7 (3 2)
( )

2 2 2 2

n n n n t
Q n

− − − − −       
= + + + +       
       

種，其中0 3 2 3n t − +  ，

t N 。分成 6 , 6 1, 6 2, 6 3, 6 4, 6 5n m n m n m n m n m n m= = + = + = + = + = + 討論。 

(1)當 6n m= 時， 

3

6 1 6 4 6 7 6 (3 2)
(6 )

2 2 2 2

m m m m t
Q m

− − − − −       
= + + + +       
       

 

       
1 7 5

3 3 2 3 [1]
2 2 2

m m m
     

= − + − + − + + +     
     

  

      ( ) ( ) ( ) ( )3 1 3 2 3 4 3 5 2 1m m m m= − + − + − + − + + +  

         1 2 3 (3 1) 3 6 (3 3)m m= + + + + − − + + + −   

      
(3 )(3 1) (3 )( 1)

2 2

m m m m− −
= −

2
26

3
2

m
m= =   

(2)當 6 1n m= + 時， 

3

(6 1) 1 (6 1) 4 (6 1) 7 (6 1) (3 2)
(6 1)

2 2 2 2

m m m m t
Q m

+ − + − + − + − −       
+ = + + + +       

       
   

            
3 9 3

3 3 3 3 3 3
2 2 2

m m m m
     

= + − + − + − + + +     
     

  

         ( ) ( ) ( ) ( )3 3 2 3 3 3 5 3 1m m m m= + − + − + − + + +  

            1 2 3 (3 ) 2 5 (3 1)m m= + + + + − + + + −  

         
(3 1)(3 ) (3 1)( )

2 2

m m m m+ +
= −

2
26 2

3
2

m m
m m

+
= = +  

(3)當 6 2n m= + 時，

3

(6 2) 1 (6 2) 4 (6 2) 7 (6 2) (3 2)
(6 2)

2 2 2 2

m m m m t
Q m

+ − + − + − + − −       
+ = + + + +       

       
   

              
1 5 1

3 3 1 3 3 4 2
2 2 2

m m m m
     

= + + − + − + − + + +     
     

  

         ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 1 3 3 3 4 3 6 2 0m m m m m= + − + − + − + − + + +  

            1 2 3 (3 ) 1 4 (3 2)m m= + + + + − + + + −  

         
(3 1)(3 ) (3 1)( )

2 2

m m m m+ −
= −

2
26 4

3 2
2

m m
m m

+
= = +  
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(4)當 6 3n m= + 時，

3

(6 3) 1 (6 3) 4 (6 3) 7 (6 3) (3 2)
(6 3)

2 2 2 2

m m m m t
Q m

+ − + − + − + − −       
+ = + + + +       

       
   

                
1 7 5

3 1 3 3 2 3 3 5 1
2 2 2

m m m m m
     

= + + − + − + − + − + + +     
     

  

         ( ) ( ) ( ) ( )3 1 3 1 3 2 3 4 1m m m m= + + − + − + − + +  

            1 2 3 (3 1) 3 6 (3 )m m= + + + + + − + + +  

         
(3 2)(3 1) (3 3)( )

2 2

m m m m+ + +
= −

2
26 6 2

3 3 1
2

m m
m m

+ +
= = + +  

(5)當 6 4n m= + 時，

3

(6 4) 1 (6 4) 4 (6 4) 7 (6 4) (3 2)
(6 4)

2 2 2 2

m m m m t
Q m

+ − + − + − + − −       
+ = + + + +       

       
   

            
3 3 3

3 3 3 3 3
2 2 2

m m m m
     

= + + + − + − + +     
     

  

         ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 1 3 3 2 3 3 3 5 3 1m m m m m= + + + − + − + − + + +  

            1 2 3 (3 1) 2 5 (3 1)m m= + + + + + − + + + −  

         
(3 2)(3 1) (3 1)( )

2 2

m m m m+ + +
= −

2
26 8 2

3 4 1
2

m m
m m

+ +
= = + +  

(6)當 6 5n m= + 時，

3

(6 5) 1 (6 5) 4 (6 5) 7 (6 5) (3 2)
(6 5)

2 2 2 2

m m m m t
Q m

+ − + − + − + − −       
+ = + + + +       

       
   

              
1 5 4 1

3 2 3 3 1 3 3 4
2 2 2 2

m m m m m
       

= + + + + − + − + − + + +       
       

  

         ( ) ( ) ( ) ( )3 2 3 3 1 3 3 2m m m m= + + + − + − + +  

            1 2 3 (3 2) 1 4 (3 1)m m= + + + + + − + + + +  

         
(3 3)(3 2) (3 2)( 1)

2 2

m m m m+ + + +
= −

2
26 10 4

3 5 2
2

m m
m m

+ +
= = + +  

 

因此，排法有

2

2

2

3 2

2

2

3 , 6

3 , 6 1

3 2 , 6 2
( )

3 3 1 , 6 3

3 4 1 , 6 4

3 5 2 , 6 5

m n m

m m n m

m m n m
Q n

m m n m

m m n m

m m n m

 =


+ = +
 + = +

= 
+ + = +

 + + = +


+ + = +

當

當

當

當

當

當

   種。 
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(四) 發現 ( )kQ n 的規律性 

1. 將 1 個硬幣排成兩列，排法有 0 種。將 2 個硬幣排成兩列，排法有 1 種。 

   ∴ 2(1) 0Q = 且 2(2) 1Q = ，而 1 2( ) ( 1)Q m Q m+ − 恰為 2( 1)Q m+  

n   1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

1( )Q n   1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

  

2 ( )Q n  0 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9 9 10 

 

1 2( ) ( 1)Q n Q n+ −   1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9 9 10  

2. 將 1 個、2 個硬幣排成三列，排法有 0 種。將 3 個硬幣排成三列，排法有 1 種。 

   ∴ 3 3(1) (2) 0Q Q= = ， 3(3) 1Q = ，而 2 3( ) ( 2)Q m Q m+ − 恰為 3( 1)Q m+  

n   1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

2 ( )Q n  0 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9 9 10 

  

3( )Q n  0 0 1 1 2 3 4 5 7 8 10 12 14 16 19 21 24 27 30 33 

 

2 3( ) ( 2)Q n Q n+ −    1 2 3 4 5 7 8 10 12 14 16 19 21 24 27 30 33  

3. 將 1 個、2 個、3 個硬幣排成四列，排法有 0 種。將 4 個硬幣排成四列，排法有 1 種。 

   ∴ 4 4 4(1) (2) (3) 0Q Q Q= = = ， 4(4) 1Q = ，而 3 4( ) ( 3)Q m Q m+ − 恰為 4( 1)Q m+  

n   1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

3( )Q n  0 0 1 1 2 3 4 5 7 8 10 12 14 16 19 21 24 27 30 33 

 

 

 

4 ( )Q n  0 0 0 1 1 2 3 5 6 9 11 15 18 23 27 34 39 47 54 64 

 

3 4( ) ( 3)Q n Q n+ −     1 2 3 5 6 9 11 15 18 23 27 34 39 47 54 64  

∴遞迴關係式為 

1( ) ( ) ( 1) 2

(1) (2) ( 1) 0 2

( ) 1

k k k

k k k

k

Q n Q n k Q n k

Q Q Q k k

Q k

−= − + − 


= =  = − = 
 =

，其中

，其中 。 

4. 遞迴關係式為 1( ) ( ) ( 1) 2k k kQ n Q n k Q n k−= − + − ，其中 的含意 

  n將 個硬幣「遞減」 k排成 列的排法有 ( )kQ n 種。可能有兩種類型： 

  

若最上方大於 1 個，則每列移走 1 個， 

共移走 k 個，剩下的n k− 個分成 k 列， 

∴排法有 ( )kQ n k− 種。 

若最上方只有 1 個，取走後， 

則剩下的 1n− 個分成 1k − 列， 

∴排法有 1( 1)kQ n− − 種。 



21 
 

(五) n將 個硬幣「遞減」 k排成 列的排法有 ( )kQ n 種，拆解為 1k −排成 列的關係式： 

  • 

• 

• 

 

若最上方只有 1 個， 

取走後，則 

剩下 1n− 個分成 1k − 列， 

∴排法 1( 1)kQ n− − 種。 

若最上方有 2 個，取走後，

其餘每列移走 1 個， 

共移走 1k + 個，再將 

剩下 1n k− − 個分成 1k − 列

∴排法 1( 1 )kQ n k− − − 種。 

• 

• 

• 

若最上方有 t 個，取走後， 

其餘每列移走 1t − 個， 

共移走 ( 1) 1t k− + 個，再將 

剩 1 ( 1)n t k− − − 個分 1k − 列， 

∴排法 ( )1 1 ( 1)kQ n t k− − − − 種。 

  ∴遞迴關係式 ( )1 1 1 1( ) ( 1) ( 1 ) ( 1 2 ) 1 ( 1)k k k k kQ n Q n Q n k Q n k Q n t k− − − −= − + − − + − − + + − − − ， 

   其中0 n tk k −  ， t N 。 

 

(六) 上網查「整數數列線上大全」The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences (OEIS)， 

發現 ( )P n 所成的數列 1,2,3,5,7,11,15,22,30,42, …存在。 

而且從「維基百科，自由的百科全書」發現 ( )P n 的生成函數為 

    
2 3 4

1

1 1 1 1 1
( ) ( )( )( )( )
1 1 1 1 1k

k x x x x x



=

= 
− − − − −

  

      ( )( )( )2 3 2 4 6 3 6 91 1 1x x x x x x x x x= + + + +  + + + +  + + + +    

      2 3 4 51 1 2 3 5 7x x x x x= + + + + + +   

      2 3 4 5(0) (1) (2) (3) (4) (5)P P x P x P x P x P x= + + + + + +  

 

此段討論是常見的「整數分割」問題，將數字

拆解成數個可重複的數字。一般都利用「生成

函數」處理整數分割問題。我是從「圖形」的

觀點，採取「分層」遞降的方式，找出「將整

數 n k分成 個整數的方法數 ( )kQ n 」的遞迴關係

式，進一步找出所有「整數分割的方法數」。 

 

 

 

 

 

 

 

移走1 個

移走2 個 t個

移走t-1 個

移走t 個

http://oeis.org/Seis.html


22 
 

二、推廣至立體方塊堆疊 

(一) 將 n 個方塊堆疊成柱的規定 

1. 每柱的方塊數稱為「層數」， 

   右圖由左而右依序為 1 層柱、2 層柱、…、7 層柱。   

2. 方塊需從左上方角落開始堆疊，使用「上視圖」轉換表示圖形。 

   若將「上視圖」標註每柱的層數，稱「上視圖層數表示法」。 

 

上視圖 上視圖層數表示法 

 

   

   

   

 

4 3 1 

3 2  

2   

3. 定義： ( , )m n 表示位於第m 列第 n 行的位置。 

  方塊柱的排列方式：(1) 依照m n+ 值由小而大依序放置。 

                  (2) 若m n+ 值相等時，則依照 n 值由小而大依序放置。 

  因此，放置方塊柱的順序為 (1,1) → (2,1) → (1,2) → (3,1) → (2,2) → (1,3) → (4,1) →・・・ 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. 定義： ( , )m nP 表示位於第m 列第 n 行的方塊柱的層數。 

(1,1)P  (1,2)P  (1,3)P  (1,4)P  (1,5)P  (1,6)P  

(2,1)P  (2,2)P  (2,3)P  (2,4)P  (2,5)P   

(3,1)P  (3,2)P  (3,3)P  (3,4)P    

(4,1)P  (4,2)P  (4,3)P     

(5,1)P  (5,2)P      

(6,1)P       
 

 

大  大    

     嚴 

     格 

  小   遞 

     減 

小      

 

大     小 

      

大   小   

      

      

 嚴 格 遞 減  

 

 小   小  

大      

      

    減  

大   遞   

      

規定 (1)直行的層數為嚴格遞減。即「n 固定時，若 1 2m m ，則
1 2( , ) ( , )m n m nP P 」。 

     (2)橫列的層數為嚴格遞減。即「m 固定時，若
1 2n n 則

1 2( , ) ( , )m n m nP P 」。 

     (3)斜對角線的層數為遞減。即「 1 1 2 2m n m n+ = + 時，若
1 2n n ，則

1 1 2 2( , ) ( , )m n m nP P 」。 

例如：允許的堆疊 

 
 

4 3 1 

3 2  

2   

 
 

5 3 1 

4 2  

3   

 
 

4 3  

3 1  

2   

 

第 

1 
行 

第 

2 
行 

第 

3 
行 

第 

4 
行 

第 

5 
行 

第 

6 
行 

第 1 列 (1,1)  (1,2)  (1,3)  (1,4)  (1,5)  (1,6)  

第 2 列 (2,1)  (2,2)  (2,3)  (2,4)  (2,5)   

第 3 列 (3,1)  (3,2)  (3,3)  (3,4)    

第 4 列 (4,1)  (4,2)  (4,3)     

第 5 列 (5,1)  (5,2)      

第 6 列 (6,1)       
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例如：不允許的堆疊 

 

 

4 3  

3 2  

1   

斜對角線的

層數未遞減 

 
 

4 3 1 

3   

2   

斜對角線的

角柱未依序

放置 

 

(二)符號與名詞定義 

1.將 n 個方塊堆疊成 k 柱，則排法有 ( )kT n 種，共有 1 2( ) ( ) ( ) ( )kS n T n T n T n= + ++ 種。 

例如：將 10 個方塊堆疊成 k 柱，即 10n =  

k 柱 上視圖層數表示法 排法 ( )kT n  

1k =  

 

10   

   

   
1(10) 1T =  

2k =  

 

9   

1   

   

 

8   

2   

   

 

7   

3   

   

 

6   

4   

   
2(10) 4T =  

3k =  

 

8 1  

1   

   

 

7 1  

2   

   

 

6 1  

3   

   

 

5 1  

4   

   

3(10) 7T =   

6 2  

2   

   

 

5 2  

3   

   

 

4 3  

3   

   

 

4k =  

 

6 1  

2   

1   

 

5 2  

3   

1   

 

5   

2   

1   

 

4 2  

3   

1   
4(10) 4T =  

5k =  

 

4 2  

2 1  

1   
5(10) 1T =  

6k =  

 

3 2 1 

2 1  

1   
6(10) 1T =  

∴ 1 2 3 4 5 6(10) (10) (10) (10) (10) ( ) (10) 1 4 7 4 1 1 18S T T T T T n T= + + + + + = + + + + + =  

 

2.階數：若遞迴關係式 1 1( )= ( )+ ( )+ + ( )k k k k tT n T n k T n k T n k− − +− −  − ， 

       關係式中包含了連續 t 種方塊柱的分法，則稱 ( )kT n 的階數為 t 。 

       例如： 5 3 4 5( ) ( 5) ( 5) ( 5)T n T n T n T n= − + − + − ，則稱 5( )T n 的階數為 3。 
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(三)討論方塊堆疊的排法 

將 n 個方塊堆疊成 k 個方塊柱，則排法有 ( )kT n 種，共有 ( )S n 種。整理出表格： 

n   1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

1( )T n  1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

2( )T n    1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9 9 

3( )T n     1 1 2 3 4 5 7 8 10 12 14 16 19 21 24 27 30 

4( )T n        1 2 3 4 7 9 12 15 20 24 30 35 43 50 

5( )T n          1 1 2 4 6 9 12 17 23 30 38 48 

6( )T n           1 1 2 4 6 9 13 18 25 34 44 

7 ( )T n               1 2 4 6 10 15 22 

8( )T n                  1 2 3 6 

9( )T n                    1 1 

10 ( )T n                     1 

( )S n  1 1 2 3 4 5 8 10 14 18 24 31 41 52 67 85 108 135 171 212 

觀察表格，發現 ( )kT n 規律性 

1.將 n 個方塊堆疊成一柱的排法有 1 種。   ∴ 1( ) 1T n = 。 

2.將 n 個方塊堆疊成兩柱，其中 3n  ，排法有
1

2

n − 
 
 

種。∴ 2

1
( )

2

n
T n

− 
=  
 

。   

n   1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

1( )T n  1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

2( )T n    1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9 9 

  

 總和 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9 9   

  ∴ 2 1 2( ) ( 2) ( 2)T n T n T n= − + −    (二階) 

3. 將 n 個方塊堆疊成三柱，其中 4n  ， 
n   1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

1( )T n  1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

2( )T n    1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9 9 

3( )T n     1 1 2 3 4 5 7 8 10 12 14 16 19 21 24 27 30 

  

 總和 1 1 2 3 4 5 7 8 10 12 14 16 19 21 24 27 30    

   ∴ 3 1 2 3( ) ( 3) ( 3) ( 3)T n T n T n T n= − + − + −     (三階) 

4. 將 n 個方塊堆疊成四柱， 4 2 3 4( ) ( 4) ( 4) ( 4)T n T n T n T n= − + − + −    (三階) 

n   1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

2( )T n    1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8 9 9 

3( )T n     1 1 2 3 4 5 7 8 10 12 14 16 19 21 24 27 30 

4( )T n        1 2 3 4 7 9 12 15 20 24 30 35 43 50 

  

 總和   1 2 3 4 7 9 12 15 20 24 30 35 43 50     
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5. 將 n 個方塊堆疊成五柱、六柱、…、十柱，分別得到遞迴關係式 

  5 3 4 5( ) ( 5) ( 5) ( 5)T n T n T n T n= − + − + −      (三階) 

  6 3 4 5 6( ) ( 6) ( 6) ( 6) ( 6)T n T n T n T n T n= − + − + − + −   (四階) 

  7 4 5 6 7( ) ( 7) ( 7) ( 7) ( 7)T n T n T n T n T n= − + − + − + −   (四階) 

  8 5 6 7 8( ) ( 8) ( 8) ( 8) ( 8)T n T n T n T n T n= − + − + − + −    (四階) 

  9 6 7 8 9( ) ( 9) ( 9) ( 9) ( 9)T n T n T n T n T n= − + − + − + −    (四階) 

  10 6 7 8 9 10( ) ( 10) ( 10) ( 10) ( 10) ( 10)T n T n T n T n T n T n= − + − + − + − + − (五階) 

   

  發現遞迴關係式
3 5( ), , ( )T n T n 變為三階，

6 9( ), , ( )T n T n 變為四階，
10 ( )T n 為五階。 

  階數變化時 3,6,10k = 時，恰為 1 2,1 2 3,1 2 3 4k = + + + + + + 。 

  因此，遞迴關係式的階數變化與方塊柱恰填滿斜對角線時有關。 

 

(四) 遞迴關係式 ( )kT n 的圖形含意 

    1 2 1( )= ( )+ ( )+ ( )+ + ( )k k k k k tT n T n k T n k T n k T n k− − − +− − −  −  ( t 階) 

將 n 個方塊堆疊成 k 柱，則排法有 ( )kT n 種。若每柱取走 1 個方塊，可能有 t 種類型： 

最低層柱為大於 1 層時，則剩下n k− 個方塊堆疊成 k 柱，排法有 ( )kT n k− 種。 

最低層柱為 1 層且有 1 柱時，則剩下n k− 個方塊堆疊成 1k − 柱，排法有 1( )kT n k− − 種。 

最低層柱為 1 層且有 2 柱時，則剩下n k− 個方塊堆疊成 2k − 柱，排法有 2( )kT n k− − 種。 

・・・・・ 

最低層柱為 1 層且有 1t − 柱時，則剩下n k− 個方塊堆疊成 1k t− + 柱，排法 1( )k tT n k− + − 種。 

 

例如： 6 3 4 5 6( ) ( 6) ( 6) ( 6) ( 6)T n T n T n T n T n= − + − + − + −   (四階) 

 

★ ◆ 2 

⚫ 2  

3   

→ 

 

  1 

 1  

2   

若最低層柱為大於 1 層時，每柱取走 1 個方塊， 

則剩下 6n− 個方塊堆疊成 6 柱，排法有 6 ( 6)T n− 種。 

 

★ ◆ 1 

⚫ 2  

3   

→ 

 

   

 1  

2   

若最低層柱為 1 層且有 1 柱時，每柱取走 1 個方塊，

則剩下 6n− 個方塊堆疊成 5 柱，排法有 5( 6)T n− 種。 

 

★ ◆ 1 

⚫ 1  

2   

→ 

 

   

   

1   

若最低層柱為 1 層且有 2 柱時，每柱取走 1 個方塊，

則剩下 6n− 個方塊堆疊成 4 柱，排法有 4 ( 6)T n− 種。 

 

★ ◆ 1 

⚫ 1  

1   

→ 

 

   

   

   

若最低層柱為 1 層且有 3 柱時，每柱取走 1 個方塊，

則剩下 6n− 個方塊堆疊成 3 柱，排法有 3( 6)T n− 種。 
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(五) ( )kT n 完全降為少於 k 柱的遞迴關係式及圖形含意 

1 2 1( )= ( )+ ( )+ ( )+ + ( )k k k k k tT n T n k T n k T n k T n k− − − +− − −  −  

1 2 1( )= ( 2 )+ ( 2 )+ ( 2 )+ + ( 2 )k k k k k tT n k T n k T n k T n k T n k− − − +− − − −  −  

1 2 1( 2 )= ( 3 )+ ( 3 )+ ( 3 )+ + ( 3 )k k k k k tT n k T n k T n k T n k T n k− − − +− − − −  −  

・・・・・ 

1 2 1( ( 1) )= ( )+ ( )+ ( )+ + ( )k k k k k tT n r k T n rk T n rk T n rk T n rk− − − +− − − − −  −  

利用累加法 

   

   
1 2 1 1 2 1

1 2 1 1 2 1

( )= ( )+ ( )+ + ( ) + ( 2 )+ ( 2 )+ + ( 2 )

   + ( 3 )+ ( 3 )+ + ( 3 ) ( )+ ( )+ + ( )

k k k k t k k k t

k k k t k k k t

T n T n k T n k T n k T n k T n k T n k

T n k T n k T n k T n rk T n rk T n rk

− − − + − − − +

− − − + − − − +

 − −  − − −  −

− −  − + + − −  −
 

 

◆圖形含意： ( )kT n 表示將 n 個方塊堆疊成 k 柱，則排法有 ( )kT n 種。可能類型有： 

最低層柱為 1 層且有 1 柱時，每柱取走 1 個，剩n k− 個堆成 1k − 柱，排法
1( )kT n k− − 種。 

最低層柱為 1 層且有 2 柱時，每柱取走 1 個，剩n k− 個堆成 2k − 柱，排法
2( )kT n k− − 種。 

・・・・・ 

最低層柱為 1 層且有 1t − 柱時，每柱取走 1 個，剩n k− 個堆成 1k t− + 柱，排法
1( )k tT n k− + − 種。 

最低層柱為 2 層且有 1 柱時，每柱取走 2 個，剩 2n k− 個堆成 1k − 柱，排法
1( 2 )kT n k− − 種。 

最低層柱為 2 層且有 2 柱時，每柱取走 2 個，剩 2n k− 個堆成 2k − 柱，排法
2( 2 )kT n k− − 種。 

・・・・・ 

最低層柱為 2 層且有 1t − 柱時，每柱取走 2 個，剩 2n k− 個堆成 1k t− + 柱，排法
1( 2 )k tT n k− + − 種 

・・・・・ 

最低層柱為 r 層且有 1 柱時，每柱取走 r 個，剩n rk− 個堆成 1k − 柱，排法 1( )kT n rk− − 種。 

最低層柱為 r 層且有 2 柱時，每柱取走 r 個，剩n rk− 個堆成 2k − 柱，排法
2( )kT n rk− − 種。 

・・・・・ 

最低層柱為 r 層且有 1t − 柱時，每柱取走 r 個，剩n rk− 個堆成 1k t− + 柱，排法
1( )k tT n rk− + − 種 

 

例如：    6 3 4 5 3 4 5( ) ( 6) ( 6) ( 6) ( 12) ( 12) ( 12)T n T n T n T n T n T n T n= − + − + − + − + − + −  

 3 4 5( 6 ) ( 6 ) ( 6 )T n r T n r T n r+ + − + − + −  

 

★ ◆ 1 

⚫ 2  

3   

→ 

 

   

 1  

2   

若最低層柱為 1 層且有 1 柱時，每柱取走 1 個方塊，

則剩下 6n− 個方塊堆疊成 5 柱，排法 5( 6)T n− 種。 

 

★ ◆ 1 

⚫ 1  

2   

→ 

 

   

   

1   

若最低層柱為 1 層且有 2 柱時，每柱取走 1 個方塊，

則剩下 6n− 個方塊堆疊成 4 柱，排法 4 ( 6)T n− 種。 

 

★ ◆ 1 

⚫ 1  

1   

→ 

 

   

   

   

若最低層柱為 1 層且有 3 柱時，每柱取走 1 個方塊，

則剩下 6n− 個方塊堆疊成 3 柱，排法 3( 6)T n− 種。 
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★ ◆ 2 

⚫ 3  

4   

→ 

 

   

 1  

2   

若最低層柱為 2 層且有 1 柱時，每柱取走 2 個方塊，

則剩下 12n− 個方塊堆疊成 5 柱，排法 5( 12)T n− 種。 

 

★ ◆ 2 

⚫ 2  

3   

→ 

 

   

   

1   

若最低層柱為 2 層且有 2 柱時，每柱取走 2 個方塊，

則剩下 12n− 個方塊堆疊成 4 柱，排法 4 ( 12)T n− 種。 

 

★ ◆ 2 

⚫ 2  

2   

→ 

 

   

   

   

若最低層柱為 2 層且有 3 柱時，每柱取走 2 個方塊，

則剩下 12n− 個方塊堆疊成 3 柱，排法 3( 12)T n− 種。 

・・・・・・・・・・ 

 

★ ◆ r  

⚫ 1r +   

2r +    

→ 

 

   

 1  

2   

若最低層柱為 r 層且有 1 柱時，每柱取走 r 個方塊，

剩下 6n r− 個方塊堆疊成 5 柱，排法 5( 6 )T n r− 種。 

 

★ ◆ r  

⚫ r   

1r +    

→ 

 

   

   

1   

若最低層柱為 r 層且有 2 柱時，每柱取走 r 個方塊，

剩下 6n r− 個方塊堆疊成 4 柱，排法 4 ( 6 )T n r− 種。 

 

★ ◆ r  

⚫ r   

r    

→ 

 

   

   

   

若最低層柱為 r 層且有 3 柱時，每柱取走 r 個方塊，

剩下 6n r− 個方塊堆疊成 3 柱，排法 3( 6 )T n r− 種。 

 

(六)上網查「整數數列線上大全」The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences (OEIS)， 

    發現 ( )S n 所成的數列 1,1,2,3,4,5,8,10,14,18,24,31,41,52, …不存在。 

    因此， ( )S n 是新發現的數列。 

 

http://oeis.org/Seis.html
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柒、結論 

一、將 n 個硬幣排成 k 列的排法有 ( )kB n 種，共有 ( )A n 種。發現 ( )kB n 的規律性： 

(一 1( ) 1B n =) 。 2

1
( )

2

n
B n

− 
=  
 

3n ，其中 。

2

2

2

3 2

2

2

3 3 1 , 6

3 2 , 6 1

3 , 6 2
( )

3 , 6 3

3 , 6 4

3 2 , 6 5

m m n m

m m n m

m m n m
B n

m n m

m m n m

m m n m

 − + =


− = +
 − = +

= 
= +

 + = +


+ = +

當

當

當

當

當

當

6n ，其中  

(二) n k將 個硬幣排成 列的排法有 ( )kB n 種。可能有兩種類型： 

 

若最上方大於 1 個，

每列移走 1 個，則剩

n k− 個分成 k 列 

∴排法 ( )kB n k− 種 
 

若最上方只有 1 個，

每列移走 1 個，則剩

n k− 個分成 1k − 列

∴排法 1( )kB n k− − 種 

  ∴遞迴關係式為 1 2 2

1

( ) 1 (1) (2) 0

( ) ( ) ( ) 2k k k

B n B B

B n B n k B n k k−

= = =


= − + − 

且

，其中
。 

(三) n k 將 個硬幣排成 列的排法有 ( )kB n 種，拆解為 1k −排成 列的關係式： 

  

• 

• 

• 

 

若最上方有 1 個， 

每列移走 1 個，再將 

剩下n k− 個分成 1k − 列， 

∴排法 1( )kB n k− − 種。 

若最上方有 2 個， 

每列移走 2 個，再將 

剩下 2n k− 個分成 1k − 列， 

∴排法有 1( 2 )kB n k− − 種。 

• 

• 

• 

若最上方有 t 個， 

每列移走 t 個，再將 

剩下n kt− 個分成 1k − 列，

∴排法有 1( )kB n tk− − 種。 

  ∴ 1 1 1( ) ( ) ( 2 ) ( )k k k kB n B n k B n k B n tk− − −= − + − ++ − ，其中
( 1) ( 1)

2 2

k k k k
n tk

− +
 −  , t N 。 

 

二、將 n 個硬幣「遞減」排成 k 列，則排法有 ( )kQ n 種，共有 ( )P n 種。發現 ( )kQ n 的規律性：

(一 1( ) 1Q n =) 。 2 ( )
2

n
Q n

 
=  
 

2n ，其中 。

2

2

2

3 2

2

2

3 , 6

3 , 6 1

3 2 , 6 2
( )

3 3 1 , 6 3

3 4 1 , 6 4

3 5 2 , 6 5

m n m

m m n m

m m n m
Q n

m m n m

m m n m

m m n m

 =


+ = +
 + = +

= 
+ + = +

 + + = +


+ + = +

當

當

當

當

當

當

， 3n 其中 。 

剩k列剩k-1列 剩k列剩k-1列

...t 個...

...t 個...

...t 個...

...t 個...
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(二) n將 個硬幣「遞減」 k排成 列的排法有 ( )kQ n 種。有兩種類型： 

 

若最上方大於 1 個，

則每列移走 1 個， 

共移走 k 個，剩下

n k− 個分成 k 列， 

∴排法 ( )kQ n k− 種。  

若最上方只有 1 個，

取走後，則剩下 1n−

個分成 1k − 列， 

∴排法 1( 1)kQ n− − 種。 

  ∴遞迴關係式為

1( ) ( ) ( 1) 2

(1) (2) ( 1) 0 2

( ) 1

k k k

k k k

k

Q n Q n k Q n k

Q Q Q k k

Q k

−= − + − 


= =  = − = 
 =

，其中

，其中 。 

(三) n將 個硬幣「遞減」 k排成 列的排法有 ( )kQ n 種，拆解為 1k −排成 列的關係式： 

  

• 

• 

• 

 

若最上方只有 1 個， 

取走後，則剩下 1n− 個

分成 1k − 列， 

∴排法 1( 1)kQ n− − 種。 

若最上方有 2 個，取走後， 

其餘每列移走 1 個，共移走

1k + 個，再將剩下 1n k− − 個

分成 1k − 列 

∴排法 1( 1 )kQ n k− − − 種。 

• 

• 

• 

若最上方有 t 個，取走後， 

其餘每列移走 1t − 個，共移走

( 1) 1t k− + 個，再將剩下

1 ( 1)n t k− − − 個分 1k − 列， 

∴排法 ( )1 1 ( 1)kQ n t k− − − − 種。 

∴ ( )1 1 1( ) ( 1) ( 1 ) 1 ( 1)k k k kQ n Q n Q n k Q n t k− − −= − + − − + + − − − ，其中0 n tk k −  , t N 。 

 

三、將 n 個方塊堆疊成 k 柱，則排法有 ( )kT n 種，共有 ( )S n 種。發現 ( )kT n 的規律性： 

(一) 1( ) 1T n = 。 2

1
( )

2

n
T n

− 
=  
 

3n ，其中 。 

(二) 將 n 個方塊堆疊成 k 柱，則排法有 ( )kT n 種，若每柱取走 1 個方塊，可能有 t 種類型： 

最低層柱為大於 1 層時，則剩下n k− 個方塊堆疊成 k 柱，排法有 ( )kT n k− 種。 

最低層柱為 1 層且有 1 柱時，則剩下n k− 個方塊堆疊成 1k − 柱，排法有 1( )kT n k− − 種。 

最低層柱為 1 層且有 2 柱時，則剩下n k− 個方塊堆疊成 2k − 柱，排法有 2( )kT n k− − 種。 

・・・・・ 

最低層柱為 1 層且有 1t − 柱時，則剩下n k− 個方塊堆疊成 1k t− + 柱，排法 1( )k tT n k− + − 種。 

∴ 1 2 1( )= ( )+ ( )+ ( )+ + ( )k k k k k tT n T n k T n k T n k T n k− − − +− − −  −  ( t 階) 

 

 

移走1 個

移走2 個 t個

移走t-1 個

移走t 個
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(三) ( )kT n 完全降為少於 k 柱的遞迴關係式

   

   
1 2 1 1 2 1

1 2 1 1 2 1

( )= ( )+ ( )+ + ( ) + ( 2 )+ ( 2 )+ + ( 2 )

   + ( 3 )+ ( 3 )+ + ( 3 ) ( )+ ( )+ + ( )

k k k k t k k k t

k k k t k k k t

T n T n k T n k T n k T n k T n k T n k

T n k T n k T n k T n rk T n rk T n rk

− − − + − − − +

− − − + − − − +

− −  − − −  −

− −  − + + − −  −
 

◆圖形含意： ( )kT n 表示將 n 個方塊堆疊成 k 柱，則排法有 ( )kT n 種。可能類型有： 

最低層柱為 1 層且有 1 柱時，每柱取走 1 個，剩n k− 個堆成 1k − 柱，排法
1( )kT n k− − 種。 

最低層柱為 1 層且有 2 柱時，每柱取走 1 個，剩n k− 個堆成 2k − 柱，排法
2( )kT n k− − 種。 

・・・・・ 

最低層柱為 1 層且有 1t − 柱時，每柱取走 1 個，剩n k− 個堆成 1k t− + 柱，排法
1( )k tT n k− + − 種。 

最低層柱為 2 層且有 1 柱時，每柱取走 2 個，剩 2n k− 個堆成 1k − 柱，排法
1( 2 )kT n k− − 種。 

最低層柱為 2 層且有 2 柱時，每柱取走 2 個，剩 2n k− 個堆成 2k − 柱，排法
2( 2 )kT n k− − 種。 

・・・・・ 

最低層柱為 2 層且有 1t − 柱時，每柱取走 2 個，剩 2n k− 個堆成 1k t− + 柱，排法
1( 2 )k tT n k− + − 種 

・・・・・ 

最低層柱為 r 層且有 1 柱時，每柱取走 r 個，剩n rk− 個堆成 1k − 柱，排法 1( )kT n rk− − 種。 

最低層柱為 r 層且有 2 柱時，每柱取走 r 個，剩n rk− 個堆成 2k − 柱，排法
2( )kT n rk− − 種。 

・・・・・ 

最低層柱為 r 層且有 1t − 柱時，每柱取走 r 個，剩n rk− 個堆成 1k t− + 柱，排法
1( )k tT n rk− + − 種 

 

四、上網查「整數數列線上大全」The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences (OEIS)， 

發現 ( )A n 和 ( )P n 數列皆存在，但是 ( )S n 數列不存在。因此， ( )S n 是新發現的數列。 

 

五、常見的「整數分割」問題是將數字拆解成可重複的數字，且利用「生成函數」處理。 

    本研究是從「圖形」的觀點，採取「分層遞降」的方式，找出「硬幣排列」與「方塊 

    堆疊」的遞迴關係式，可進一步利用「流程圖」找出不同堆疊規則的方法數。 

 

捌、參考資料 

一、Crux Mathematicorum, Vol. 44(1), January 2018（8/ THE CONTEST CORNER） 

二、國小數學第十二冊。怎樣解題。南一出版社。 

三、「整數數列線上大全」http://oeis.org/Seis.html 

四、維基百科，自由的百科全書 https://zh.wikipedia.org/zh-tw/整數分拆。 
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1. 本作品主要是從電影「天才無限家」數學家 Ramanujan 的

真實勵志人生引發靈感，進行「整數分割」問題的討論，

作者嘗試從圖形分層遞降觀點，尋找硬幣排列與方塊堆疊

的遞迴關係式，以「量」的表徵方式來解決「數」的分割

問題，用流程圖來找方法數，形成一個有趣的數學探究！ 

2. 該作品雖然利用硬幣排列使得國小學生得以觀察出遞迴關

係進而完整窺探此題材的結果並推廣到柱狀排列，最後柱

狀的排列也定義出適當的規則且有效的找出遞迴關係，將

來可將此實務轉換成進一步的理論說明。 
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    電影「天才無限家」描述數學家 Ramanujan 的真實勵志人生，內容有提到「整數分割」(partition number)的問題。常見的 

整數分割是將數字拆解成數個可重複的數字之方法數。我嘗試「將 N 個硬幣排成數列，每列個數皆『不同』之方法數有幾種？」 

當我動手操作時，發現可以從「圖形分層」的方向著手，找出規律性來處理整數分割的問題。 

 

一、探討 n 個硬幣排成 k 列的方法數？ 

二、探討 n 個硬幣的排法是否有規律性？ 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

貳、研究目的與問題 

壹、研究動機 

參、排列規則與符號定義 

肆、研究過程 

一、硬幣排列規則 

將 n 個硬幣排成數列，規定 

(一) 每列的硬幣皆從相同位置開始放置。 

 

允許 

的排列 
 

不允許 

的排列 

(二) 上列的硬幣數需「小於」下列的硬幣數。 

 

允許 

的排列 
 

不允許 

的排列 

 

一、討論「硬幣堆疊的排法」 

 將 n 個硬幣排成數列 排法 

1n =   1    (1) 1A =  

2n =   2    (2) 1A =  

3n =   3   ＝2+1      (3) 2A =   

4n =   4    ＝3+1     (4) 2A =   

 
5n =  

 5      ＝4+1  ＝3+2 

 

(5) 3A =   

6n =  

 6       ＝5+1    ＝4+2  ＝3+2+1 

 

(6) 4A =  

當 7n = 時， 

一列 二列 三列 

7 ＝6+1    ＝5+2   ＝4+3 ＝4+2+1 

1(7) 1B =  2(7) 3B =  3(7) 1B =  

∴ 1 2 3(7) (7) (7) (7) 1 3 1 5A B B B= + + = + + = 。 

當 8n = 時， 

一列 二列 三列 

8 ＝7+1 

＝6+2 

＝5+3 

＝5+2+1 

＝4+3+1 

1(8) 1B =  2(8) 3B =  3(8) 2B =  

∴ 1 2 3(8) (8) (8) (8) 1 3 2 6A B B B= + + = + + = 。 

依此類推，整理出表格 

n   1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

1( )B n  1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

2 ( )B n    1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 

3( )B n       1 1 2 3 4 5 7 8 10 12 14 

4 ( )B n           1 1 2 3 5 6 9 

5( )B n                1 1 

6 ( )B n                  

( )A n  1 1 2 2 3 4 5 6 8 10 12 15 18 22 27 32 

二、討論「將 n 個硬幣排成 k 列的排法，即 ( )kB n 」 

1. 將 n 個硬幣排成一列的排法有 1 種   ∴ 1( ) 1B n = 。 

2. 將 n 個硬幣排成兩列，其中 3n   ∴ 2

1
( )

2

n
B n

− 
=  
 

 

3. 將 n 個硬幣排成三列，其中 6n   

若最上方有 1 個，每列移走 1 個，  

剩 3n− 個分兩列，排法有
( 3) 1

2

n − − 
 
 

種 

若最上方有 2 個，先每列移走 2 個， 

剩 6n− 個分兩列，則排法有
( 6) 1

2

n − − 
 
 

種 

•••••• 

若最上方有 t 個，先每列移走 t 個， 

剩 3n t− 個分兩列，排法
( 3 ) 1

2

n t− − 
 
 

種 

∴ 3

4 7 (3 1)
( )

2 2 2

n n n t
B n

− − − +     
= + + +     
     

,其中0 3 3n t −   

 

二、符號定義 

將 n 個硬幣排成 k 列，則排法有 ( )kB n 種，共有 ( )A n 種。 

例如：將 6 個硬幣排列，排成一列有 1 種，所以 1(6) 1B = 。 

                      排成兩列有 2 種，所以 2(6) 2B = 。 

                      排成三列有 1 種，所以 3(6) 1B = 。 

        
      因此， 1 2 3(6) (6) (6) (6)=1+2+1=4A B B B= + + 。 

4. 化簡 3

4 7 10 (3 1)
( )

2 2 2 2

n n n n t
B n

− − − − +       
= + + + +       
       

 

分成 6 ,6 1,6 2,6 3,6 4,6 5n m m m m m m= + + + + + 討論 

(1)當 6n m= 時， 

3

6 4 6 7 6 10 6 (3 1)
(6 )

2 2 2 2

m m m m t
B m

− − − − +       
= + + + +       
       

      

( ) ( ) ( ) ( )3 2 3 4 3 5 3 7 1m m m m= − + − + − + − + + = 23 3 1m m− +   

(2)當 6 1n m= + 時，

3

(6 1) 4 (6 1) (3 1)
(6 1)

2 2

m m t
B m

+ − + − +   
+ = + +   

   
 

( ) ( ) ( ) ( )3 2 3 3 3 5 3 6 1 0m m m m= − + − + − + − + + + = 23 2m m−  

(3)當 6 2n m= + 時，

3

(6 2) 4 (6 2) (3 1)
(6 2)

2 2

m m t
B m

+ − + − +   
+ = + +   

   
 

( ) ( ) ( ) ( )3 1 3 3 3 4 3 6 2 0m m m m= − + − + − + − + + + = 23m m−  

(4)當 6 3n m= + 時，

3

(6 3) 4 (6 3) (3 1)
(6 3)

2 2

m m t
B m

+ − + − +   
+ = + +   

   
 

( ) ( ) ( ) ( )3 1 3 2 3 4 3 5 1m m m m= − + − + − + − + + = 23m  

(5)當 6 4n m= + 時，

3

(6 4) 4 (6 4) (3 1)
(6 4)

2 2

m m t
B m

+ − + − +   
+ = + +   

   
= 23m m+          

(6)當 6 5n m= + 時，

3

(6 5) 4 (6 5) (3 1)
(6 5)

2 2

m m t
B m

+ − + − +   
+ = + +   

   
= 23 2m m+  

三、觀察 ( )kB n 的規律性 

2 2(1) (2) 0B B= = ，而 1 2( ) ( )B m B m+ 恰為 2 ( 2)B m+  

n  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

1( )B n  1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

2 ( )B n  0 0 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 

 

1 2( ) ( )B n B n+  1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 

3 3 3(3) (4) (5) 0B B B= = = ，而 2 3( ) ( )B m B m+ 恰為 3( 3)B m+  

n  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

2 ( )B n    1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 

3( )B n    0 0 0 1 1 2 3 4 5 7 8 10 12 

 

2 3( ) ( )B n B n+    1 1 2 3 4 5 7 8 10 12 14 16 19 

觀察規律性 

∴遞迴關係式 1 2 2

1

( ) 1 (1) (2) 0

( ) ( ) ( ) 2k k k

B n B B

B n B n k B n k k−

= = =


= − + − 

且

，其中
 

★觀察遞迴關係式的含意 

將 n 個硬幣排成 k 列，可能有兩種類型： 

  

若最上方(第 k 列)大於 1 個， 

每列移走 1 個後， 

則剩下n k− 個分成 k 列。 

∴排法 ( )kB n k− 種。 

若最上方(第 k 列)只有 1 個， 

每列移走 1 個後， 

則剩下n k− 個分成 1k − 列。 

∴排法 1( )kB n k− − 種。 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

伍、研究結果 

★將 1( ) ( ) ( )k k kB n B n k B n k−= − + −   

同理 1( ) ( 2 ) ( 2 )k k kB n k B n k B n k−− = − + −  

        •••••• 

    1( ( 1) ) ( ) ( )k k kB n t k B n tk B n tk−− − = − + − ，其中0 n tk k −  ， t N   

累加後 ∴ 1 1 1( ) ( ) ( 2 ) ( )+ ( )k k k k kB n B n k B n k B n tk B n tk− − −= − + − ++ − −  

若 ( ) 0kB n tk− = 且
1( ) 0kB n tk− −  ,則1 2 ( 1) <1 2k n tk k+ + + −  − + + +  

1 1 1( ) ( ) ( 2 ) ( )k k k kB n B n k B n k B n tk− − −= − + − ++ − ,
( 1) ( 1)

2 2

k k k k
n tk

− +
 −   

★觀察遞迴關係式的含意：將n 個硬幣排成 k 列，可能有這些類型： 

   

• 

• 

• 

 

若最上方有 1 個， 

每列移走 1 個， 

剩n k− 個分 1k − 列， 

∴排法 1( )kB n k− − 種。 

若最上方有 2 個， 

每列移走 2 個， 

剩 2n k− 個分 1k − 列， 

∴排法 1( 2 )kB n k− − 種。 

• 

• 

• 

若最上方有 t 個， 

每列移走 t 個， 

剩n kt− 個分 1k − 列， 

∴排法 1( )kB n tk− − 種。 

 

一、將 n 個硬幣排成 k 列的排法有 ( )kB n 種，共有 ( )A n 種，整理出表格。 

二、發現 ( )kB n 的規律性 

1. 1( ) 1B n = ，其中n N 。 2

1
( )

2

n
B n

− 
=  
 

，其中 3n  。 

2. 3

4 7 (3 1)
( )

2 2 2

n n n t
B n

− − − +     
= + + +     
     

，其中 6n  ,0 3 3n t −  。 

並整理出

2

2

2

3 2

2

2

3 3 1 , 6

3 2 , 6 1

3 , 6 2
( )

3 , 6 3

3 , 6 4

3 2 , 6 5

m m n m

m m n m

m m n m
B n

m n m

m m n m

m m n m

 − + =


− = +
 − = +

= 
= +

 + = +


+ = +

當

當

當

當

當

當

。 

3. 遞迴關係式為 1 2 2

1

( ) 1 (1) (2) 0

( ) ( ) ( ) 2k k k

B n B B

B n B n k B n k k−

= = =


= − + − 

且

，其中
 

三、將 ( )kB n 拆解為排成 1k − 列的關係式： 

 
••• 

 

 

1 1 1( ) ( ) ( 2 ) ( )k k k kB n B n k B n k B n tk− − −= − + − ++ − ,
( 1) ( 1)

2 2

k k k k
n tk

− +
 −   

四、上網查「整數數列線上大全」The On-Line Encyclopedia of Integer 

Sequences (OEIS)發現 ( )A n 數列 1,1,2,2,3,4,5,6,8,10,12,15,18,22,…存在。 

從「維基百科，自由的百科全書」發現 ( )A n 的生成函數為 

1

(1 )k

k

x


=

+
2 3 41 1 1 2 2x x x x= + + + + + 

2 3(0) (1) (2) (3)A A x A x A x= + + + +  

常見的「整數分割」問題是將數字拆解成數個可重複的數字，且利用「生

成函數」處理問題。我從「圖形」的觀點，採取分層遞降的方式，找出

遞迴關係式，可進一步找出整數分割的方法數。 

五、求「將 n 個硬幣排列的方法數」之流程圖 

陸、討論 

一、 修改硬幣堆疊規則為「遞減」 

(一) 遞減堆疊規則：將n 個硬幣排成數列，規定 

   (1)每列硬幣皆從相同位置開始放置 

   (2)上列硬幣數需「小於或等於」下列硬幣數 

符號定義：將n 個硬幣遞減排成 k 列，則排法有 ( )kQ n 種，共有 ( )P n 種。 

例如：將 6 個硬幣排成數列，討論如下： 

排一列 

6 
 

 

排兩列 

  5+1 
＝4+2 

＝3+3  

排三列 

  4+1+1 
＝3+2+1 

＝2+2+2 

排四列 

  3+1+1+1 
＝2+2+1+1 

 

排五列 

2+1+1+1+1   
 
 

排六列 

1+1+1+1+1+1 
 
 

1 2 3 4 5 6(6) (6) (6) (6) (6) (6) (6) 1 3 3 2 1 1 11P Q Q Q Q Q Q= + + + + + = + + + + + = 。 

(二)將 n 個硬幣遞減排成 k 列，排法有 ( )kQ n 種，共 ( )P n 種。 

n  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

1( )Q n  1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

2 ( )Q n   1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 

3( )Q n    1 1 2 3 4 5 7 8 10 12 

4 ( )Q n     1 1 2 3 5 6 9 11 15 

5( )Q n      1 1 2 3 5 7 10 13 

6 ( )Q n       1 1 2 3 5 7 11 

7 ( )Q n        1 1 2 3 5 7 

             

( )P n  1 2 3 5 7 11 15 22 30 42 56 77 

(三)討論「將 n 個硬幣遞減排成 k 列的排法，即 ( )kQ n 」 

1. n 個硬幣遞減排成一列，排法有 1( ) 1Q n = 種。 

2. n 個硬幣遞減排成兩列，排法有 2 ( )
2

n
Q n

 
=  
 

種， 2n  。 

3. n 個硬幣遞減排成三列， 3n  ，排法有 

3

1 4 (3 2)
( )

2 2 2

n n n t
Q n

− − − −     
= + + +     
     

2

2

2

2

2

2

3 , 6

3 , 6 1

3 2 , 6 2

3 3 1 , 6 3

3 4 1 , 6 4

3 5 2 , 6 5

m n m

m m n m

m m n m

m m n m

m m n m

m m n m

 =


+ = +
 + = +

= 
+ + = +

 + + = +


+ + = +

當

當

當

當

當

當

 

 

(四)發現 ( )kQ n 的規律性 

2(1) 0Q = 且 2(2) 1Q = ， 1 2( ) ( 1)Q m Q m+ − 恰為 2( 1)Q m+  

n   1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

1( )Q n   1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

  

2 ( )Q n  0 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 

3 3(1) (2) 0Q Q= = 且 3(3) 1Q = ， 2 3( ) ( 2)Q m Q m+ − 恰為 3( 1)Q m+  

n   1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

2 ( )Q n  0 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 

  

3( )Q n  0 0 1 1 2 3 4 5 7 8 10 12 

∴遞迴關係式 1( ) ( ) ( 1) 2

(1) (2) ( 1) 0 2 ( ) 1

k k k

k k k k

Q n Q n k Q n k

Q Q Q k k Q k

−= − + − 


= =  = − =  =

，其中

，其中 ，
。 

★觀察遞迴關係式的含意： 

將 n 個硬幣遞減排成 k 列，有兩種類型： 

 

最上方大於 1 個，

每列皆移走 1 個，

剩n k− 個分 k 列  

∴排法 ( )kQ n k−   

最上方只有 1 個，

取走後，剩下 

1n− 個分 1k − 列 

∴排法 1( 1)kQ n− −  

(五)將 ( )kQ n 拆解為排成 1k − 列的關係式： 

( )1 1 1( ) ( 1) ( 1 ) 1 ( 1)k k k kQ n Q n Q n k Q n t k− − −= − + − − + + − − − ,0 n tk k −  。 

   

• 

• 

• 

 

最上方只有 1 個， 

取走後， 

剩 1n− 個分 1k − 列， 

∴排法 1( 1)kQ n− − 種 

最上方有 2 個，取走

後，其餘每列移 1 個，

共移走 1k + 個， 

剩 1n k− − 個分 1k − 列 

∴排法 1( 1 )kQ n k− − − 種 

 

 

• 

• 

• 

最上方有 t 個，取走後，

其餘每列移走 1t − 個，

共移走 ( 1) 1t k− + 個， 

剩 1 ( 1)n t k− − − 個分成

1k − 列，則 

排法 ( )1 1 ( 1)kQ n t k− − − −  

 

步驟 1.判斷 n 個硬幣最多可排成的列數 k 。 

步驟 2.計算出 1( )B n ， 2 ( )B n ，…， ( )kB n 之值。 

利用 1( ) 1B n = ， 2

1
( )

2

n
B n

− 
=  
 

，

2

2

2

3 2

2

2

3 3 1 , 6

3 2 , 6 1

3 , 6 2
( )

3 , 6 3

3 , 6 4

3 2 , 6 5

m m n m

m m n m

m m n m
B n

m n m

m m n m

m m n m

 − + =


− = +
 − = +

= 
= +

 + = +


+ = +

當

當

當

當

當

當

 

及遞迴關係式 1 1 1( ) ( ) ( 2 ) ( )k k k kB n B n k B n k B n tk− − −= − + − ++ − 。 

步驟 3.方法數有
1 2( ) ( ) ( ) ( )kA n B n B n B n= + ++ 種。 

例如：求將 20 個硬幣排列的方法數 

步驟 1. ∵
5 6 6 7

20
2 2

 
   ∴20 個硬幣最多可排成 5 列 

步驟 2. 
1(20) 1B = ，

2

20 1
(20) 9

2
B

− 
= = 
 

， 3 3(20) (6 3 2) 24B B=  + =  

4(20)B 3 3 3 3(16) (12) (8) (4)B B B B= + + +   

      
3 3 3 3(6 2 4) (6 2 0) (6 1 2) (6 0 4)B B B B=  + +  + +  + +  + 23=  

5(20)B = 4 4 4(15) (10) (5)B B B+ +  

           3 3 3 3 3 3(11) (7) (3) (6) (2) (1)B B B B B B= + + + + + 7=  

步驟 3.方法數 (20)A 1 9 24 23 7 64= + + + + = 種。 

http://oeis.org/Seis.html
http://oeis.org/Seis.html


 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

                                                           

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

四、上網查「整數數列線上大全」發現 ( )A n 和 ( )P n 所成的數列皆存在。但是 ( )S n 數列不存在。因此， ( )S n 是新發現的數列。 

五、我從圖形觀點，採取分層遞降方式，找出硬幣排列與方塊堆疊的遞迴關係式，可進一步利用流程圖找出不同堆疊規則方法數。 
 

 

一、Crux Mathematicorum, Vol. 44(1), January 2018（8/ THE CONTEST CORNER） 

二、國小數學第十二冊。怎樣解題。南一出版社。 

三、「整數數列線上大全」http://oeis.org/Seis.html 

四、維基百科，自由的百科全書 https://zh.wikipedia.org/zh-tw/整數分拆。 

捌、參考資料 

柒、結論 

二、推廣至立體方塊堆疊 

 (一) 將 n 個方塊堆疊成柱的規定 

1.方塊從左上方角落開始堆疊，使用「上視圖」轉換圖形。 

 若將上視圖標註每柱的層數，稱「上視圖層數表示法」。 

 

上視圖層數表示法 (1,1) (1,2) (1,3) (1,4) 

(2,1) (2,2) (2,3)  

(3,1) (3,2)   

(4,1)    

( , )m n ：第m 列第 n 行位置 

4 3 1 

3 2  

2   
 

2.方塊柱排列方式： (1,1) → (2,1)→ (1,2)→ (3,1)→ (2,2)→… 

 (1)依m n+ 值由小而大。(2)若m n+ 值相等，依 n 值由小而大。 

3.定義： ( , )m nP 表示位於第m 列第 n 行的方塊柱的層數。 

規定(1) n 固定，若
1 2m m 則

1 2( , ) ( , )m n m nP P 。嚴格遞減 

    (2) m 固定，若
1 2n n 則

1 2( , ) ( , )m n m nP P 。嚴格遞減 

    (3)
1 1 2 2m n m n+ = + 時，若

1 2n n 則
1 1 2 2( , ) ( , )m n m nP P 。遞減 

 

4 3  

3 2  

1   
 

斜對角線

的層數未

遞減 
 

4 3 1 

3   

2   
 

斜對角線

的角柱

未依序

放置 

(二)符號與名詞定義 

1.將 n 個方塊堆疊成 k 柱的排法 ( )kT n 種，共 ( )S n 種。 

例：6 個方塊堆成 k 柱， 1 2 3(6) (6) (6) (6) 1 2 2 5S T T T= + + = + + =  

6   

   

   
 

5   

1   

   
 

4   

2   

   
 

4 1  

1   

   
 

3 1  

2   

   
 

2.階數：若 1 1( )= ( )+ ( )+ + ( )k k k k tT n T n k T n k T n k− − +− −  − ， 

 關係式中包含連續 t 種方塊柱的分法，則稱 ( )kT n 的階數為 t。 

(三)討論方塊堆疊的排法 

n   1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

1( )T n  1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

2( )T n    1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 

3( )T n     1 1 2 3 4 5 7 8 10 12 14 16 

4( )T n        1 2 3 4 7 9 12 15 20 

5( )T n          1 1 2 4 6 9 12 

6( )T n           1 1 2 4 6 9 

7 ( )T n               1 2 

( )S n  1 1 2 3 4 5 8 10 14 18 24 31 41 52 67 

1. 發現 1( ) 1T n = 。 2

1
( )

2

n
T n

− 
=  
 

。 

2. 2 1 2( ) ( 2) ( 2)T n T n T n= − + −       (二階) 

3 1 2 3( ) ( 3) ( 3) ( 3)T n T n T n T n= − + − + −  (三階) 

4 2 3 4( ) ( 4) ( 4) ( 4)T n T n T n T n= − + − + −  (三階) 

5 3 4 5( ) ( 5) ( 5) ( 5)T n T n T n T n= − + − + −    (三階) 

  6 3 4 5 6( ) ( 6) ( 6) ( 6) ( 6)T n T n T n T n T n= − + − + − + −   (四階) 

  7 4 5 6 7( ) ( 7) ( 7) ( 7) ( 7)T n T n T n T n T n= − + − + − + −   (四階) 

  8 5 6 7 8( ) ( 8) ( 8) ( 8) ( 8)T n T n T n T n T n= − + − + − + −    (四階) 

  9 6 7 8 9( ) ( 9) ( 9) ( 9) ( 9)T n T n T n T n T n= − + − + − + −   (四階) 

10 6 7 10( ) ( 10) ( 10) ( 10)T n T n T n T n= − + − ++ −  (五階) 

  發現遞迴關係式的階數變化與方塊柱恰填滿斜對角線時有關。 

(四) 遞迴關係式 ( )kT n 的圖形含意 

1 2 1( )= ( )+ ( )+ ( )+ + ( )k k k k k tT n T n k T n k T n k T n k− − − +− − −  −  ( t 階) 

將 n 個方塊堆疊成 k 柱的排法 ( )kT n 種。 

若每柱取走 1 個方塊，有 t 種類型： 

最低柱為大於 1 層時，剩 n k− 個堆 k 柱，排法 ( )kT n k− 種。 

最低柱為 1 層且 1 柱，剩 n k− 個堆 1k − 柱，排法 1( )kT n k− − 種。 

最低柱為 1 層且 2 柱，剩 n k− 個堆 2k − 柱，排法 2( )kT n k− − 種。 

・・・・・ 

最低柱為 1 層且 1t − 柱,剩n k− 個堆 1k t− + 柱，排法 1( )k tT n k− + − 種。 

(五) ( )kT n 完全降為少於 k 柱的遞迴關係式及圖形含意 

   

 
1 1 1 1

1 1

( )= ( )+ + ( ) + ( 2 )+ + ( 2 )

        ( )+ + ( )

k k k t k k t

k k t

T n T n k T n k T n k T n k

T n rk T n rk

− − + − − +

− − +

−  − −  −

+ + −  −

◆圖形含意：將n 個方塊堆疊成 k 柱，排法 ( )kT n 種。可能類型： 

最低柱 1 層且 1 柱,每柱取 1 個,剩n k− 個堆 1k − 柱,排法
1( )kT n k− −  

最低柱 1 層且 2 柱,每柱取 1 個,剩n k− 個堆 2k − 柱,排法
2( )kT n k− −  

・・・・・ 

最低柱 1層且 1t − 柱,每柱取 1個剩n k− 個堆 1k t− + 柱,排法
1( )k tT n k− + −  

最低柱 2 層且 1 柱,每柱取 2 個,剩 2n k− 個堆 1k − 柱,排法
1
( 2 )

k
T n k

−
−   

・・・・・ 

最低柱 2層 1t − 柱,每柱取 2個,剩 2n k− 個堆 1k t− + 柱,排法
1
( 2 )

k t
T n k

− +
−  

・・・・・ 

最低柱 r 層且 1 柱,每柱取 r 個,剩n rk− 個堆 1k − 柱,排法
1
( )

k
T n rk

−
−  

・・・・・ 

最低柱 r 層 1t − 柱,每柱取 r 個,剩n rk− 個堆 1k t− + 柱,排法
1
( )

k t
T n rk

− +
−  

(六)上網查「整數數列線上大全」The On-Line Encyclopedia of 

Integer Sequences (OEIS)，發現 ( )S n 所成的數列不存在。因此，

( )S n 是新發現的數列。 

一、將 n 個硬幣排成 k 列的排法有 ( )kB n 種，共 ( )A n 種。 

(一)找出 1( ) 1B n = 。 2

1
( )

2

n
B n

− 
=  
 

。
3( )B n 的一般式。 

(二)從圖形解釋
1( ) ( ) ( )k k kB n B n k B n k−= − + − 。 

 

 

 

(三) 1 1 1( ) ( ) ( 2 ) ( )k k k kB n B n k B n k B n tk− − −= − + − ++ −  

 

                                  ••• 

二、將 n 個硬幣遞減排成 k 列的排法有 ( )kQ n 種，共 ( )P n 種。  

(一)找出 1( ) 1Q n = 。 2 ( )
2

n
Q n

 
=  
 

。
3( )Q n 的一般式。 

(二)從圖形解釋
1( ) ( ) ( 1)k k kQ n Q n k Q n−= − + − 。 

 

 

 

(三) ( )1 1 1( ) ( 1) ( 1 ) 1 ( 1)k k k kQ n Q n Q n k Q n t k− − −= − + − − + + − − −                                   

   

                                  ••• 

三、將 n 個方塊堆疊成 k 柱的排法有 ( )kT n 種，共 ( )S n 種。 

(一) 找出 1( ) 1T n = 。 2

1
( )

2

n
T n

− 
=  
 

。遞迴關係式 1 2 1( )= ( )+ ( )+ ( )+ + ( )k k k k k tT n T n k T n k T n k T n k− − − +− − −  −  ( t 階)，從圖形解釋 

★ ◆ 2 

⚫ 2  

3   
 

→ 
  1 

 1  

2   
 

★ ◆ 1 

⚫ 2  

3   
 

→ 
   

 1  

2   
 

★ ◆ 1 

⚫ 1  

2   
 

→ 
   

   

1   
 

★ ◆ 1 

⚫ 1  

1   
 

→ 
   

   

   
 

(二)      1 2 1 1 1 1 1( )= ( )+ ( )+ + ( ) + ( 2 )+ + ( 2 ) + ( )+ + ( )k k k k t k k t k k tT n T n k T n k T n k T n k T n k T n rk T n rk− − − + − − + − − +− −  − −  − + −  −  

★ ◆ 1 

⚫ 2  

3   
 

→ 
   

 1  

2   
 

★ ◆ 1 

⚫ 1  

2   
 

→ 
   

   

1   
 

         ••• 
 

★ ◆ 2 

⚫ 3  

4   
 

→ 
   

 1  

2   
 

★ ◆ 2 

⚫ 2  

3   
 

→ 
   

   

1   
 

••• 
 

 

••• 

 

••• 

 

••• 

 

★ ◆ r 

⚫ r+1  

r+2   
 

→ 
   

 1  

2   
 

★ ◆ r 

⚫ r  

r+1   
 

→ 
   

   

1   
 

••• 
 

 
 

http://oeis.org/Seis.html
http://oeis.org/Seis.html
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